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Zur Einführung. 

Die Leitgedanken meiner Untcrsuchungen über die Grundlagen der 
Mathematik, die ich — anknüpfend an frühere Ansatze — seit 1917 
in Besprechungen mit P. Bernays wieder aufgenommen habe, sind 
von mir an verschiedenen Stellen eingehênd dargelegt worden. 

Diesen Untcrsuchungen, an denen auch W. Ackermann beteiligt 
ist, haben sich seither noch verschiedene Mathematiker angeschlossen. 

Der hier in seinem ersten Teil vorliegende, von Bernays abgefaSte 
und noch fortzusetzende Lehrgang bezweckt eine Darstellung der 
Théorie nach ihren heutigen Ergebnissen. 

Dieser Ergebnisstand weist zugleich die Richtung für die weitere 
Forschung in der Beweistheorie, auf das Endziel hin, unsere üblichen 
Methoden der Mathematik samt und sonders als widerspruchsfrei zu 
erkennen. 

Im Hinblick auf dieses Ziel môchte ich hervorheben, dafî die zeit- 
weilig aufgekommene Meinung, aus gcwissen neueren Ergebnissen von 
Gôdel folge die Undurchführbarkeit meiner Beweistheorie, als irrtüm- 
lich erwiesen ist. Jenes Ergebnis zeigt in der Tat auch nur, daB man 
für die weitergehenden Widerspruchsfrciheitsbewcise den finiten Stand- 
punkt in einer schârferen Weise ausnutzen muB, als dieses bei der Be- 
trachtung der elementaren Formalismen crforderlich ist. 

Gottingen, im Mârz 1934- 

Hilbert. 


Vorwort. 

Eine Darstellung der Beweistheorie, welche aus dem HiLBERXschen 
Ansatz zur Behandlung der mathematisch-logischen Grundlagenpro- 
bleme erwachsen ist, wurde schon seit langerem von Hilbert an- 
gekündigt. 

Die Ausführung dieses Vorhabens hat eine wesentliche Verzôgerung 
dadurch erfahren, daB in einem Stadium, in dem die Darstellung schon 
ihrem AbschluB nahe war, durch das Erscheinen der Arbeiten von 
Herbrand und von Gôdel eine verânderte Situation im Gebiet der 
Beweistheorie entstand, welche die Berücksichtigung neuer Einsichten 
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Vorwort. 


ZUT Aufgabe machte. Dabei ist der Umfang des Bûches angewachsen, 
so dafi eine Teilung in zwei Bânde angezeigt erschien. 

Über den Inhalt und Gedankengang des vorliegenden ersten Bandes 
gibt ein ausführliches Inhaltsverzeichnis Auskunft. 

Hier sei besonders darauf hingewiesen, daB der logische Formalismus 
in den §§3—4 ganz von Anfang entwickelt wird. Die Behandlung 
unterscheidet sich gegenüber derjenigen in dem Bûche von Hilbert 
und Ackermann: ..Grundzüge der theoretischen Logik" (1928) vor allem 
in Hinsicht auf den Aussagenkalkul. Bei dem weiteren Kalkul hat ins- 
besondere die Einsetzungsregel, deren bisherige Formulierung nicht 
genügend deutlich war^, einç genauere Fassung erhalten. 

Ebensowenig wie aus dem Gebiet der Logistik werden aus mathe- 
matischen Gebieten spezielle Vorkenntnisse vorausgesetzt. 

In dieser Hinsicht môge sich ein Leser, der mit den Grundlagen der 
Geometrie oder vielleicht auch mit den Grundlagen der Analysis nicht 
nàher vertraut ist, durch die im § 1 stehenden Hinweise auf Hilberts 
..Grundlagen der Geometrie" und die im § 2 ausgeführte Betrachtung 
über die Methoden der Analysis nicht abschrecken lassen. Die beiden 
ersten Paragraphen dienen im wesentlichen nur der Einführung in die 
Problemstellung, wâhrend der eigenthche systematische Aufbau erst mit 
dem § 3 beginnt. 

Für die §§ 7 und 8 ist allerdings eine gewisse Vertrautheit mit den 
Elementen der Zahlen théorie erwünscht. 

Bei der Niederschrift der §§ 4—7 haben Herr Arnold Schmidt und 
Herr Kurt Schütte durch Begutachtung und Vorschlâge mitgewirkt. 
Ich spreche ihnen hierfür meinen herzlichen Dank aus. Herm Arnold 
Schmidt danke ich noch ganz besonders für die sorgsame Mitarbeit 
an den Korrekturen, bei denen er mich durch mannigfache Ratschlàge 
unterstützt hat. 

Gôttingen, im Marz 1934- 

P. Bernays. 

^ Das Erfordemis einer deutlicheren Fassung dieser Regel ist besonders stark 
hervorgetreten durch die Kritik, welche H. Scholz in seiner ,,Logistik“ (Vor- 
lesungen 1932—1933) an ihr geübt hat. Dièse Kritik beruht auf einer von dem 
intendierten Sinn der Regel abweichenden Interprétation, welche durch die Un- 
genauigkeit der bisherigen Formulierung verursacht ist. 
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Sachverzeichn is 



§ 1. Das Problem der Widerspruchsfreiheit in der Axiomatik 
als logisches Entscheidungsproblem. 

Der Stand der Forschungen im Gebiete der Grundlagen der Mathe- 
matik, an den unsere Ausführungen anknüpfen, wird durch die Ergeb- 
nisse von dreierlei Untersuchungen gekennzeichnet : 

1 . der Ausbildung der axiomatischen Méthode, insbesondere an Hand 
der Grundlagen der Géométrie, 

2 . der Begründung der Analysis nach der heutigen strengen Mé- 
thode durch die Zurückführung der GroBenlehre auf die Lehre von 
Zahlen und Zahlenmengen, 

3. der Untersuchungen zur Grundlegung der Zahlen- und Mengen- 
lehre. 

An den hierdurch erreichten Standpunkt knüpft sich auf Grund 
einer verscharften methodischen Anforderung eine weitergehende Auf- 
gabestellung, bei der es sich um eine neue Art der Auseinandersetzung 
mit dem Problem des Unendlichen handelt. Wir wollen auf diese 
Problemstellung von der Betrachtung der Axiomatik aus hinführen. 

Der Terminus ,,axiomatisch“ wird teils in weiterem, teils in engerem 
Sinne gebraucht. In der weitesten Bedeutung des Wortes nennen wir 
die Entwicklung einer Théorie axiomatisch, wenn die Grundbegriffe 
^nd Grundvoraussetzungen als solche an die Spitze gestellt werden 
und aus ihnen der weitere Inhalt der Théorie mit Hilfe von Defini- 
tionen und Beweisen logisch abgeleitet wird. In diesem Sinne ist die 
Geometrie von Euklid, die Mechanik von Newton, die Thermodynamik 
von Clausius axiomatisch begründet worden. 

Eine Verschârfung, welche der axiomatische Standpunkt in Hil- 
BERTs ,, Grundlagen der Geometrie" erhalten hat, besteht darin, daB 
man von dem sachlichen Vorstellungsmaterial, aus dem die Grund- 
begriffe einer Théorie gebildet sind, in dem axiomatischen Aufbau der 
Théorie nur dasjenige beibehâlt, was als Extrakt in den Axiomen for- 
muliert ist, von allem sonstigen Inhalt aber abstrahiert. Bei der Axioma- 
tik in der engsten Bedeutung kommt noch als weiteres Moment die 
existentiale Form hinzu. Durch diese unterscheidet sich die axiomatische 
Méthode von der konstruktiven oder genetischen Méthode der Begrün- 
dung einer Théorie^. Wâhrend bei der konstruktiven Méthode die 

^ Vgl. zu dieser Gegenüberstellung den Anhang VI von Hilberts Grundlagen 
der Geometrie: Über den Zahlenbegriff, 1900. 

Hilbert-Bernays, Grundlagen der Mathematlk I. \ 
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§ 1 . Das Problem der Widerspmchsfreiheit in der Axiomatik. 


Gegenstânde der Théorie bloB als eine Gattung von Dingen^ eingeführt 
werden, hat man es in einer axiomatischen Théorie mit einem festen 
System von Dingen (bzw. mehreren solchen Systemen) zu tun, welches 
cinen von vornherein abgegrenzten Bereich von Subjekten für aile Prâdi- 
kate bildet, ans denen sich die Aussagen der Théorie zusammensetzen. 

In der Voraussetzung einer solchen Totalitât des ,,Individuen-Be- 
reiches" liegt — abgesehen von den trivialen Fâllen, in denen eine 
Théorie es ohnehin nur mit einer endlichen, festbegrenzten Gesamitheit 
von Dingen zu tun hat — eine idealisierende Annahme, die zu den 
durch die Axiome formulierten Annahmen hinzutritt. 

Charakteristisch ist für die verschârfte Form der Axiomatik, wie sie 
sich durch die Abstraktion vom Sachgehalt und durch die existentiale 
Fassung ergibt — wir wollen sie kurz die ,,formale Axiomatik'* nennen — , 
daB sie einen Nachweis der Widerspruchsfreiheit erforderlich macht, 
wâhrend die inhaltliche Axiomatik ihre Grundbcgriffe durch den Hin- 
weis auf bekannte Erlebnisse einführt und ihre Grundsâtze entwcder 
als évidente Tatsachen hinstellt, die man sich klarmachen kann, oder 
sie als Extrakt von Erfahrungskomplexen formuliert und damit dem 
Glauben Ausdruck gibt, daB man Gesetzen der Natur auf die Spur ge- 
kommen ist, zugleich in der Absicht, diesen Glauben durch den Erfolg 
der Théorie zu stützen. 

Auch die formule Axiomatik bedarf sowohl zur Verfolgung der De- 
duktionen wie für den Nachweis der Widerspruchsfreiheit jedenfalls 
gewisser Evidenzen, aber mit dem wesentlichen Unterschied, daB diese 
Art von Evidenz nicht auf einer besonderen Erkenntnisbeziehung zu 
dem jeweiligen Sachgebiet beruht, vielmehr für jedwede Axiomatik 
ein und dieselbe ist, nâmlich diejenige primitive Erkenntnisweise, welche 
die Vorbedingung für jede exakte theoretische Forschung überhaupt 
bildet. Wir werden diese Art der Evidenz noch nâher zu betrachten 
haben. 

Für die richtige Würdigung des Verhâltnisses von inhaltlicher und 
formaler Axiomatik in ihrer Bedeutung für die Erkenntnis sind vor 
allem folgende Gesichtspunkte zu beachten: 

Die formule Axiomatik bedarf der inhaltlichen notwendig als ihrer 
Ergânzung, weil durch diese überhaupt erst die Anleitung zur Auswahl 
der Formalismen und femer für eine vorhandene formule Théorie auch 
erst die Anweisung zu ihrer Anwendung auf ein Gebiet der Tatsâchlich- 
keit gegeben wird. 

Andrerseits kônnen wir bei der inhaltlichen Axiomatik deshalb nicht 
stehenbleiben, weil wir es in der Wissenschaft, wenn nicht durchweg, 
so doch vorwiegend mit solchen Theorien zu tun haben, die gar nicht 
vollkommen den wirklichen Sachverhalt wiedergeben, sondern eine 

1 Von Brouwer und seiner Schule wird in diesem Sinne das Wort „spçcies'‘ 
gebraucht. 
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vereinfachende Idealisierung des Sachverhaltes darstellen und darin ihre 
Bedeutung haben. Eine derartige Théorie kann gar nicht durch Berufung 
auf die évidente Wahrheit ihrer Axiome oder auf Erfahrung ihre Be- 
gründung erhalten, vielmehr kann diese Begründung nur in dem Sinne ge- 
schehen, daB die in der Théorie vollzogene Idealisierung, d. h. die Extra- 
polation, durch welche die Begriffsbildungen und Grundsatze der 
Théorie die Reichweite entweder der anschaulichen Evidenz oder der 
Erfahrungsdaten überschreitet, als eine widerspruchsfreie eingesehen 
wird. Für diese Erkenntnis der Widerspruchsfreiheit nützt uns auch die 
Berufung auf die approximative Gültigkeit der Grundsatze nichts, denn 
ein Widerspruch kann ja gerade dadurch zustande kommen, daB eine 
Beziehung als strikte gültig angenommen wird, die nur in eingeschrânk- 
tem Sinne besteht. 

Wir sind also genôtigt, die Widerspruchsfreiheit von theoretischen 
Systemen losgelôst von der Betrachtung der Tatsâchlichkeiten zu unter- 
suchen, und damit befinden wir uns bereits auf dem Standpunkt der for- 
malen Axiomatik. 

Was nun die bisherigc Behandlung dieses Problems betrifft, so 
geschieht diese sowohl bei der Geometrie wie bei den physikalischen 
Disziplinen durch die Méthode der Arithmetisierung: Man reprâsentiert 
die Gegenstânde der Théorie durch Zahlen oder Zahlensysteme und die 
Grundbeziehungen durch Gleichungen und Ungleichungcn derart, daB 
auf Grund dieser Übersetzung die Axiome der Théorie entweder in 
arithmetische Identitâten bzw. beweisbare Sâtze übergehen, wie es bei 
der Geometrie der Fall ist, oder aber, wie bei der Physik, in ein System 
von Bedingungen, deren gemeinsame ErfüUbarkeit sich auf Grund 
arithmetischer Existenzsâtze erweisen lâBt. Bei diesem Verfahren 
wird die Arithmetik, d. h. die Théorie der reellen Zahlen (die Analysis) 
als gültig vorausgesetzt, und wir kommen so zu der Frage, welcher Art 
diese Geltung ist, 

Ehe wir uns aber mit dieser Frage beschaftigen, wollen wir zusehen, 
ob es nicht eine direkte Art gibt, das Problem der Widerspruchsfreiheit 
in Angriff zu nehmen. Wir wollen uns überhaupt einmal die Struktur 
dieses Problems deutlich vor Augen führen. Zugleich wollen wir uns 
bei dieser Gelegenheit schon mit der logischen Symbolik etwas vertraut 
machen, die sich für den vorliegenden Zweek als sehr nützlich erweist 
und die wir im folgenden eingehender zu betrachten haben werden. 

Als Beispiel einer Axiomatik nehmen wir die Geometrie der Ehene, und 
zwar môgen der Einfachheit halber nur die Axiome für die Geometrie der 
Lage (welche in Hilberts ,,Grundlagen der Geometrie" als ,, Axiome 
der Verknüpfung" und ,, Axiome der Anordnung" aufgeführt werden) 
nebst dem Parallelen-Axiom in Betracht gezogen werden, Dabei emp- 
fiehlt es sich für unseren Zweek, von dem HiLBERXschen Axiomen- 
system darin abzuweichen, daB wir nicht die Punkte und die Geraden 

1 * 
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§ 1. Das Problem der Widerspruchsfreiheit in der Axiomatik. 


als zwei Système von Dingen zugrunde legen, sondern nur die Punkte 
als Individuen nehmen. An die Stelle der Beziehung ,,die Punkte x 
und y bestimmen die Gerade g“ tritt dann eine Beziehung zwischen 
drei Punkten: ,,x, y, z liegen auf einer Geraden", für die wir die Be- 
zeichnung Gr{x, y ,z) anwcnden. Zu dieser Beziehung kommt als zweite 
Grundbeziehung die des Zwischenliegens : ,,x liegt zwischen y und 2 “, 
die wir mit Zw{x, y, z) bezeichnen^. Ferner tritt in den Axiomen, als 
ein zur Logik gchôriger Begriff die Identitât von x mit y auf, für 
die wir das übliche Gleichheitszeichen x — y anwenden. 

Zur symbolischen Darstellung der Axiome brauchen wir nun noch 
die logischen Zeichen, und zwar erstens die Zeichen für Allgemein- 
heit und Existenz: Ist P{x) ein auf das Ding x bezügliches Pradikat, so 
bedeutet (x) P {x) : ,,Alle x haben die Eigenschaft P {x)“ , und {E x) P {x) : 
„Es gibt ein x von der Eigenschaft P{x)“. {x) heiüt das ,,Allzeichen‘', 
(Ex) das ,,Seinszeichen“. Das Allzcichen und das Seinszeichen kann 
ebenso wie auf x auch auf irgendeine andere Variable y , z, u bezogen 
sein. Die zu einem solchen Zeichen gchôrige Variable wird durch dieses 
Zeichen ,,gebunden“, entsprechend wie die Integrationsvariable durch 
das Integrationszeichen, so dali die Gesamtaussage nicht von einem 
Werte der Variablen abhângt. 

Als weitere logische Zeichen kommen hinzu die Zeichen für die 
Négation und für die Satzvcrbindungen. Die Négation einer Aussage 
bezeichnen wir durch Übcrstreichen. Dabei soll im Falle eines in der 
Aussage voranstehenden Allzeichens oder Seinszeichens der Negations- 
strich nur über dieses Zeichen gesetzt werden, und anstatt x ==^ werde 
kürzer ,,x 4 = y“ geschrieben. Das Zeichen & (,,und‘‘) zwischen zwei 
Aussagen bedeutet, daCbeide Aussagen zutreffen (,,Konjunktion“)- Das 
Zeichen V (,,oder“ im Sinne von ..vel") zwischen zwei Aussagen be- 
deutet, daB mindestens eine der beiden Aussagen zutrifft (,,Disjunktion“). 

Das Zeichen -> zwischen zwei Aussagen bedeutet, daü das Zutreffen 
der ersten das Zutreffen der zweiten nach sich zieht, oder mit anderen 
Worten, daB die erste Aussage nicht zutrifft, ohne daB auch die zweite 
zutrifft (,,Implikation“). Eine Implikation Sl-> 33 zwischen zwei Aus- 
sagen 31, 33 ist demnach nur dann falsch, wenn 31 wahr und 33 falsch 
ist; sonst ist sie wahr. 

Die Verbindung des Zeichens der Implikation mit dem Allzeichen 
ergibt die Darstellung der allgemeinen hypothetischen Sâtze. Z. B. stellt 
eine Formel 

(a;) (y) (31 (a:, y) -> ^(x,y)), 

^ Das Verfahren, die Punkte allein als Individuen zu nehmen, ist insbesondere 
in der Axiomatik von Oswald Veblen ,,A System of axioms for geometry" 
[Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 5 (1904) S. 343 — 384] zur Durchführung gebracht. 
Hier werden tiberdies aile geometrischen Beziehungen mit Hilfe der ,,Zwischen‘‘- 
Beziehung definiert. 
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worin 91 {x, y), 93 {x , y) die Darstellungen gewisser Beziehungen zwi- 
schen a; und y sind, den Satz dar: „Wenn SSi.{x, y) besteht, so besteht 
93 (ac, y)“, oder auch: ,,für jedes Paar von Individuen x, y, für welches 
9((%, y) besteht, besteht auch 93 (ac, y)“^. 

Zur Zusammenfassung von Formelbestandtcilen wenden wir in üb- 
licher Weise Klammern an. Dabei soll zur Ersparung von Klammern 
festgesetzt werden, daB für die Trennung von symbolischen Ausdrücken 

den Vorrang liât vor & und V, & vor V, und daB V aile den 

Vorrang haben vor den Allzeichen und den Seinszeichen. Wo keine 
Mehrdeutigkeit in Betracht kommt, lassen wir die Klammern weg, z. B. 
schreiben wir an Stelle des Ausdruckes 

W({£y) R(x,y)}, 

worin R{x,y) irgendeine Beziehung zwischen x und y bezeichnet, 
einfach {x) {E y) R{x, y), da hier nur die eine Lesart in Betracht kommt : 
„zu jedem a; gibt es ein y, für welches die Beziehung R {x, y) besteht." — 

Nunmehr sind wir in der Lage, das betrachtetc Axiomsystem in 
Formeln aufzuschrciben. Zur Erlcichterung soll bei den ersten Axiomen 
die sprachliche Fassung hinzugefügt werden. 

Die Abgrenzung der Axiome entspricht nicht vollig derjenigen in 
Hilberts ..Grundlagen der Goemetrie". Es soll deshalb bei jeder 
Axiomgruppe die Beziehung der hier in Formeln aufgestellten Axiome 
zu den HiLBERTschen Axiomen angegeben werden^. 

I. Axiome der Verknüpfung. 

1) {x) {y) Gr {x , x , y) 

,,x, X, y liegen stets auf einer Geraden." 

2) {x) (y) (z) {Gr{x, y,z) -> Gr{y, x,z) & Gr{x,z, y)). 

,,Wenn a;, y, ^ auf einer Geraden liegen, so liegen stets auch y , x,z 
süwie auch x,z,y auf einer Geraden." 

3) (^) (y) ( 2 ) (w) y, z) &iGf{x, y,u) & x y Gr{x, z, w)). 

,,Wenn a;, y, verschiedene Punkte sind und wenn x,y,z sowie 

X, y , U auf einer Geraden liegen, so liegen stets auch x , z ,u auf einer 
Geraden." 

4) {Ex) {Ey) {Ez)Gr{x,y,z). 

,,Es gibt Punkte x, y , z , die nicht auf einer Geraden liegen." 

Von diesen Axiomen treten 1) und 2) — auf Grund des geânderten 
Geraden-Begriffes — an die Stelle des Axioms I 1 , 3 ) entspricht dem 
Axiom I 2, und 4 ) dem zweiten Teil des Axioms I 3 . 

^ Von dem Verhâltnis der hier definierten Disjunktion und Implikation zu 
den im üblichen Sinne disjunktiven und hypothetischen Aussagen-Verknüpfungen 
wird im § 3 noch die Rede .sein. 

* Diese Angaben sind speziell für die Kenner von Hilberts ,,Grundlagen der 
Geometrie" bestimmt und beziehen sich auf die 7. Auflage. 
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§ 1. Das Problem der Widerspruchsfreiheit in der Axiomatik. 


IL Axiome der Anordnung. 

^ ) (^) (y) (^) { Zwjx . y , z) -> Gr{x, y, z)) 

2) (x) {y)Zw{x,y,y). 

3) (^) (y) (^) y, z) -> Zw{x, z, y) 8cZw{y, x, z)) . 

4) (^) (y) 4" y {Ez)Zw{x,y,z)). 

,,Wenn x und y verschiedene Punkte sind, so gibt es stets einen Punkt 
z derart, daû x zwischen y und z liegt." 

5) (^) (y) ( 2 ) («) (v) (Gr(x, y, z) &Zze^(u, x, y) &Gr(v, x, y) 

8cGr(z,u,v) -> {Ew) {Gr{u ,v ,w) èc Zw{w , X , z) M Zw{w , y , z)Ÿ)- 

1) und 2) bilden zusammen den ersten Teil des HiLBERTschen 
Axioms II 1 ; 3) vcreinigt den letzten Teil des HiLBERTschen Axioms II 1 
mit II 3) 4) ist das Axiom II 2, und 5) das Axiom der ebenen Anord- 
nung II 4 . 

III. Parallelen-Axiom. 

Da wir die Kongruenz-Axiome beiseite lassen, so müssen wir hier 
dem Parallelen-Axiom die erweiterte Fassung gebcn: „Zu jeder Ge- 
raden gibt es durch einen ausserhalb gelegenen Punkt stets eine und 
nur eine sie nicht schncidende Gerade4.“ 

Zur Erleichterung der symbolischen Formulierung werde das Symbol 

Par{x, y; u, v) 

als Abkürzung angewendet für den Ausdruck: 

{Ew) {Gr{x, y, w) & Gr{u, v, w)) 

,,Es gibt keinen Punkt w, der sowohl mit x und y wie mit u und v 
auf einer Geraden Iiegt“. 

Das Axiom lautet dann: 

(^) (y) y, z) -> {Eu){Par{x, y ; .î, u)k{v) {Par{x, y;z,v)-^ Gr{z, u, v))}) . 


Denken wir uns die aufgezâhlten Axiome der Reihc nach durch & ver- 
bunden, so erhalten wir eine einzige logische Formel, welche eine Aus- 
sage über die Prâdikate Gr, Zw darstellt und die wir mit 


bezeichnen wollen, 

In entsprechender Weise kônnen wir einen Lehrsatz der ebenen 

Geometrie, welcher nur die Lagen- und Anordnungsbeziehungen betrifft, 

durch eine Formel ^ ^ , 

(5 {Gr, Zw) 

darstellen, 

Diese Darstellung entspricht aber noch der inhaltlichen Axiomatik, 
bei welcher die Grundbeziehungen als etwas in der Erfahrung oder in 


^ Vgl. in Hilberts Grundlagen der Geometrie S. 83- 
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anschaulicher Vorstellung Aufweisbares und somit inhaltlich Bestimmtes 
angesehen werden, worüber die Sâtze der Théorie Behauptungen enthalten. 

In der formalen Axiomatik dagegen werden die Grundbeziehungen 
nicht als von vomherein inhaltlich bestimmt angenommen, vielmehr 
erhalten sie erst implizite ihre Bestimmung durch die Axiome; und 
es wird auch in allen Überlegungen einer axiomatischen Théorie nur das- 
jenige von den Grundbeziehungen benutzt, was in den Axiomen aus- 
drücklich formuliert ist. 

Wenn somit in der axiomatischen Geometrie die der anschaulichen 
Geometrie entsprechenden Beziehungsnamen wie ,,liegen auf“, „zwi- 
schen“ für die Grundbeziehungen gebraucht werden, so geschieht das 
nur als eine Konzession an das Gewohnte und um die Anknüpfung der 
Théorie an die anschaulichen Tatsachen zu erleichtern. In Wahrheit 
aber haben für die formale Axiomatik die Grundbeziehungen die Rolle 
von variablen Pradikaten. 

Dabei verstehen wir ,,Prâdikat" hier sowie im folgenden stets in dem 
weiteren Sinne, daÜ auch Prâdikate mit zwei oder mehreren Subjekten 
inbegriffen sind. Je nach der Anzahl der Subjekte sprechen wir von 
,,cinstelligen“, „zweistelligen“ . . . Pradikaten. 

In dem von uns betrachteten Teil der axiomatischen Geometrie han- 
delt es sich um zwei variable dreistellige Prâdikate 

R{x,y,z), S{x,y,z). 

Das Axiomensystem besteht in einer Anforderung an zwei solche 
Prâdikate, welche sich ausdrückt durch die logische Formel 91 (R, S), die 
wir aus Sil{Gr,Zw) erhalten, indem wir Gr{x,y,z) durch R{x,y,z), 
Zw{x, y , z) durch S{x, y, z) ersetzen. In dieser Formel tritt neben den 
variablen Prâdikaten noch die inhaltlich zu deutende Identitâtsbeziehung 
X — y auf. DaB wir diese in inhaltlicher Bestimmtheit zulassen, ist nicht 
etwa ein VerstoB gegen unseren methodischen Standpunkt. Denn die 
Inhaltsbestimmung der Identitât — die im eigentlichen Sinne überhaupt 
gar keine Beziehung ist — wird ja nicht dem besonderen Vorstellungs- 
kreis des axiomatisch zu untersuchenden Sachgebietes entnommen, son- 
dern betrifft lediglich die Sonderung der Individuen, die mit der Zu- 
grundelegung eines Individuenbereiches jedenfalls als gegeben angenom- 
men werden mu B. 

Einem Satz von der Form 0(Gy, Zw) entspricht im Sinne dieser Auf- 
fassung die Feststellung logischen Inhalts, daB für irgendwelche Prâdikate 
R{x,y,z), S{x, y, z), die der Anforderung 91 (R, S) genügen, auch die 
Beziehung <B{R,S) besteht, daB also für irgend zwei Prâdikate R{Xjy,z), 
S{x, y, z) die Formel 

%{R,S)-^<B{R,S) 

eine wahre Aussage darstellt. Ein geometrischer Satz wird auf diese 
Weise transformiert in einen Satz der reinen Prâdikaten-Logik. 
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§ 1. Das Problem der Widerspruchsfreiheit in der Axiomatik. 


Ganz entsprechend stellt sich von diesem Standpunkt auch die Frage 
der Widerspruchsfreiheit als ein Problem der reinen Prâdikaten-Logik 
dar. Nâmlich es handelt sich darum, ob zwei dreistellige Prâdikate 
R{x,y,z), S{x,y,z) den in der Formel %{R,S) zusammengefafiten 
Bedingungen genügen kônnen^ oder ob im Gegenteil die Annahme, 
daB die Formel 51 (i?, S) für ein gewisses Prâdikatenpaar erfüllt ist, zu 
einem Widerspruch führt, so daB also allgemein für jedes Priidikatenpaar 
R, S die Formel 51 (ï?, S) eine richtige Aussage darstellt. 

Fine solche Frage wie die hier vorliegende fallt unter das ,,Ent- 
scheidungsproblem" . Hierunter versteht man in der neueren Logik das 
Problem der Auffindung allgemeiner Methoden zur Entscheidung über 
die „Allgemeingültigkeit“ bzw. über die „Erfüllbarkeit‘‘ logischer 
Formeln^. 

Dabei sind die zu untersuchenden Formeln solche, die aus Prâdi- 
katen-Variablen und Gleichungen — nebst den an den Subjektstellen 
stehenden Variablen, welche wir als ,,Individuen-Variablen“ bezeichnen 
— mit Hilfe der logischen Zeichen zusammengesetzt sind, wobei jede der 
Individuen-Variablen durch ein Allzeichen oder ein Seinszeichen ge- 
bimden ist. 

Eine Formel dieser Art heiBt allgemeingültig, wcnn sie für jede 
Bestimmung der variablen Pradikate eine wahre Aussage darstellt, sie 
heiBt erfüllbar, wenn sie bei geeigneter Bestimmung der variablen Prâ- 
dikate eine wahre Aussage darstellt. 

Einfache Beispiele von allgemeingültigen Formeln sind folgende: 

{x)F{x) &{x)G{x) {x){F{x) &G(x)) 

{x) P{x,x) -> {x) [Ey) P{x,y) 
{x){y){z){P(x,y)&y = Z -> P{x,z)). 

Beispiele erfüllbarer Formeln sind: 

[Ex)F{x) & (Ex)F {x) 

{x){y){Pix, y) & P{y, x) x = y) 

{x) {Ey)P{x, y) & {Ey) (x) P Jx, y) • 

Diese ergeben z. B. für den Individuenbereich der Zahlen 1, 2 wahre 
Aussagen, wenn in der ersten Formel für F (x) das Prâdikat ,,x ist gerad- 
zahlig“, in der zweiten Formel für P(x, y) das Prâdikat x ^ y, in der 
dritten Formel für P{x, y) das Prâdikat ^ ^ y & y 4= 1 gesetzt wird. 

Zu beachten ist, daB man zugleich mit der Bestimmung der Prâdi- 
kate auch den Individuenbereich festzulegen hat, auf den sich die Varia- 

^ Diese hier noch unscharfe Form der Fragestellung wird spâter verschârft 
werden. 

® Diese Erklârung trifft allerdings nur für das Entscheidungsproblem in 
engerer Bedeutung zu. Auf die weitere Fassung des Entscheidungsproblems 
brauchen wir in diesem Zusammenhang nicht einzugehen. 
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bien X, y, ... beziehen soUen. Dieser geht gewissermaCen als versteckte 
Variable in die logische Formel ein. Allerdings verhâlt sich die logische 
Formel in bezug auf ihre ErfüUbarkeit invariant gegenüber einer um- 
kehrbar eindeutigen Abbildung des Individuenbereiches auf einen an- 
deren, da ja die Individuen nur als variable Subjekte in den Formeln 
auftreten, und somit ist die einzige wesentliche Bestimmung des Indivi- 
duenbereiches die Anzahl der Individuen. 

Wir haben demnach betreffs der Allgemeingültigkeit und ErfüUbarkeit 
folgende Fragen zu unterscheiden : 

1 . Die Frage nach der AUgemeingültigkeit für jeden Individuenbereich 
bzw. der ErfüUbarkeit für irgendeinen Individuenbereich. 

2. Die Frage nach der AUgemeingültigkeit bzw. ErfüUbarkeit bei 
gegebener Anzahl der Individuen. 

3. Die Frage, für welche Anzahlen von Individuen AUgemein- 
gültigkeit bzw. ErfüUbarkeit besteht. 

Bemerkt sei, daB man gut tut, die Individuenzahl 0 grundsâtzlich 
auszuschlieBen, da die 0-zahligen Individuenbereiche formai eine 
Sonderstellung einnehmen und da andererseits ihre Betrachtung trivial 
und für die Anwendungen wertlos ist^. 

Des weiteren hat man zu beachten, daB es bei der Bestimmung eines 
Prâdikates nur auf seinen „Wertverlauf“ ankommt, das heiBt darauf, 
für welche Werte der (an den Subjektstellen auftretenden) Variablen das 
Prâdikat zutrifft bzw. nicht zutrifft (,,wahr“ bzw. „falsch“ ist). 

Dieser Umstand hat zur Folge, daB für eine gegehene endliche Indi- 
viduenzahl die AUgemeingültigkeit bzw. die ErfüUbarkeit einer vor- 
gelegten logischen Formel einen rein kombinatorischen Sachverhalt dar- 
steUt, den man durch elementares Durchprobieren aller FâUe feststellen 
kann. 

Ist nâmlich n die Anzahl der Individuen und k die Anzahl der Sub- 
jekte (,,SteUen“) eines Prâdikates, so ist n^ die Anzahl der verschiedenen 
Wertsysteme der Variablen; und da für jedes dieser Wertsysteme das 
Prâdikat entweder wahr oder falsch ist, so gibt es 

2(n*) 

verschiedene môgliche Wertverlâufe für ein ^-steUiges Prâdikat. 

1 Die Festsetzung, daû jeder Individuenbereich mindestens ein Ding enthalten 
soll, so daû also ein wahres allgemeines Urteil für mindestens ein Ding zutreffen 
muB, darf nicht verwechselt werden mit der in der ARiSTOTELischen Logik herr- 
schenden Konvention, wonach ein Urteil von der Form ,,alle S sind P** nur als 
wahr gilt, wenn überhaupt Dinge von der Eigenschaft 5 vorhanden sind. Diese 
Konvention wird in der neueren Logik fallen gelassen. Ein Urteil von jener Art 
stellt sich symbolisch dar in der Form {x) (5(;^r) -> P(x)) und gilt als wahr, wenn 
ein Ding x, sofern es die Eigenschaft S{x) besitzt, auch stets die Eigenschaft 
P{x) besitzt — imabhângig davon, ob es überhaupt Dinge von der Eigenschaft 
S(Ar) gibt. Wir werden hierauf beim deduktiven Aufbau der Pràdikatenlogik 
nochmals zu sprechen kommen. (Siehe § 4 S. 106 — 107.) 
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Sind also „ „ 

die in einer vorgelegten Formel vorkommenden verschiedenen Prâdi- 
katen- V ariablen , 

ihre Stellenzahlen, so ist 

2(71^1 ^ 7(^3 ^ 71^^) 

die Anzahl der in Betracht kommenden Système von Wertverlâufen, 
oder, wie wir kurz sagen woUen, die Anzahl der verschiedenen môglichen 
Prâdikatensysteme . 

Hiernach bedeutet die AUgemeingültigkeit der Formel, daB für aile 
diese 

+ •• • + n^‘) 

explizite aufzâhlbaren Prâdikatensysteme die Formel eine wahre Aus- 
sage darstellt, und ihre ErfüUbarkeit bedeutet, daB für eines unter diesen 
Prâdikatensystemen die Formel eine wahre Aussage darstellt ; dabei ist 
für ein festes Prâdikatensystem die Wahrheit oder Falschheit der durch 
die Formel dargestellten Aussage wiederum durch ein endliches Aus- 
probieren entscheidbar, da ja für die mit Allzeichen oder Seinszeichen 
verbundenen Variablen nur wWerte in Betracht kommen, so daB das 
„alle" gleichbedeutend ist mit einer w-gliedrigen Konjunktion, das ,,es 
gibt“ gleichbedeutend mit einer «-gliedrigen Disjunktion. 

Nehmen wir als Beispiel die beiden vorher genannten Formeln 

{x)P{x,x)^{x){Ey)P{x,y) 

{x) (y) {P{x, y)8cP(y,x)-^ x = y), 

von denen die erste als allgemeingültige, die zweite als erfüllbare Formel 
angeführt wurde, und beziehen wir diese Formeln auf einen zweizahligen 
Individuenbereich. 

Die beiden Individuen kônnen wir durch die Ziffem 1, 2 bezeichnen. 
Wir haben hier t = \, n — 2, ki = 2, also ist die Anzahl der ver- 
schiedenen Prâdikatensysteme 

2<2*) = 2 * = 16. 

An Stelle von {x)P{x,x) kônnen wir setzen 

P(1,1 )&P{ 2.2), 
an Stelle von (x) {E y) P {x , y) 

’P(l.l) VP( 1 , 2 )&P( 2,1) VP( 2.2 ), 
so daB die erste der beiden Formeln übergeht in 

P(l, 1 ) &P( 2 , 2 ) P(l,l) VP( 1 , 2 )& P( 2 , 1 ) V P( 2 , 2 ). 
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Diese Implikation ist nun für diejenigen Prâdikate P wahr, für welche 

P(l.i)&P(2,2) 

falsch, sowie auch für diejenigen, bei welchen 

P{1 , 1) V P(1 , 2) & P(2, 1) V P(2, 2) 

wahr ist. Man kann nun verifizieren, daB bei jedem der 16 Wertverlâufe, 
die man erhâlt, indem man jedem der 4 Wertepaare 

( 1 , 1 ), ( 1 , 2 ), ( 2 . 1 ), ( 2 , 2 ) 

je einen der Wahrheitswerte „wahr“, ,, falsch" zuordnet, eine von jenen 
beiden Bedingungen erfüllt ist, so daB jedesmal die ganze Aussage den 
Wert ,,wahr‘‘ erhâlt. [Die Verifikation vereinfacht sich bei diesem Bei- 
spiel dadurch, daB zur Feststellung der Richtigkeit der Aussage bereits 
die Bestimmung der Werte von P(1 , 1) und P (2, 2) genügt.] Auf diese 
Weise lâBt sich die AUgemeingültigkeit unserer ersten Formel für zwei- 
zahlige Individuenbereiche durch direktes Ausprobieren feststellen. 

Die zweite der genannten Formeln ist für zweizahlige Individuen- 
bereiche gleichbedeutend mit der Konjunktion 

(P(l, 1) & P(l, 1) 1 = 1) & (P(2, 2) & P(2, 2) 2 = 2) 

& (P(l, 2) & P(2, 1) 1 = 2) & (P(2, 1) & P(l, 2) 2 = 1). 


Da 1=1 und 2 = 2 wahr ist, so sind die beiden ersten Konjunktions- 
glieder stets wahre Aussagen; die beiden letzten Glieder sind dann und 
nur dann wahr, wenn 


falsch ist. 


P(1,2)&P(2.1) 


Zur Erfüllung der betrachteten Formel hat man also nur diejenigen 
Wertbestimmungen von P auszuschlieBen, bei welchen die Paare (1,2) 
und (2,1) beide mit dem Werte „wahr" versehen sind. Jede andere 
Wertbestimmung liefert eine wahre Aussage. Die Formel ist also für 
einen zweizahligen Individuenbereich erfüllbar. 

Diese Beispiele sollen uns den rein kombinatorischen Charakter 
verdeutlichen, den das Entscheidungsproblem im Falle einer gegebenen 
endlichen Anzahl von Individuen besitzt. Aus diesem kombinatorischen 


Charakter ergibt sich insbesondere, daB für eine vorgeschriebene endliche 
Anzahl von Individuen die AUgemeingültigkeit einer Formel ^ gleich- 
bédeutend ist mit der Unerfüllbarkeit der Formel ^ und die Erfüll- 


barkeit der Formel % gleichbedeutend damit, daB die Formel ^ nicht 
aUgemeingültig ist. In der Tat stellt ja ^ für diejenigen Prâdikaten- 
systeme eine richtige Aussage dar, für welche % eine falsche Aussage 
darsteUt und umgekehrt. 

Wenden wir uns nun zu unserer Frage der Widerspruchsfreiheit 
eines Axiomensystems zurück. Denken wir uns das Axiomensystem, 
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wie in dem betrachteten Beispiel, symbolisch aufgeschrieben und in 
eine Formel zusammengefaBt. 

Die Frage der Erfüllbarkeit dieser Formel lâBt sich dann für eine 
vorgeschriebene endliche Anzahl von Individuen, wenigstens grund- 
sâtzlich, dur ch Ausprobieren zur Entscheidung bringen. Angenommen 
nun, es sei für eine bestimmte endliche Anzahl von Individuen die 
Erfüllbarkeit der Formel festgestellt ; dann erhalten wir dadurch einen 
Nachweis für die Widerspruchsfreiheit des Axiomensystems, und zwar 
nach der Méthode dey Aujweisung, indem der endliche Individuen- 
bereich zusammen mit den (zur Erfüllung der Formel) gewahlten Wert- 
verlâufen der Prâdikate ein Modell bildet, an dem wir das Erfülltsein 
der Axiome konkret aufzeigen kônnen. 

Es sei ein Beispiel einer solchen Aufweisung aus der geometrischen 
Axiomatik vorgebracht. Wir gehen aus von dem anfangs aufgestellten 
Axiomensystem. Hierin ersetzen wir das Axiom I 4), welches die Exi- 
stenz dreier nicht auf einer Geraden liegenden Punkte fordert, durch 
das schwâchere Axiom 

14') [E X) (Ey) (X A- y) ■ 

,,Es gibt zwei verschiedene Punkte." 

Ferner lassen wir das Axiom der ebenen Anordnung II 5) weg, nehmen 
aber dafür zwei Sâtze, die mit Hilfe von II 5) beweisbar sind, unter 
die Axiome auf^ indem wir erstens II 4) erweitern zu 

II 4') {x) {y){x y {Ez)Zw{z, x, y) & {Ez)Zw{x, y, z)} 

und zweitens hinzufügen 

115 ') {x){y)[x){x 4 ' y & 4^ -2 & y 4 - 

-* Zw {x,y ,z) y Zw {y , Z, x) V Zw {z, x, y)} . 

Das Parallelen-Axiom behalten wir bci. Das so entstehende Axiomen- 
system, dem an Stelle der früheren Formel 5Ï(/?, 5) jetzt eine Formel 
S) entspricht, lâBt sich, wie O. Veblen bemerkt hat^, mit einem 
Individuenbereich von 5 Dingen erfüUen. Die Wahl der Wertverlâufe 
für die Prâdikate R, S — wir kônnen hier ohne Gefahr eines MiBver- 
stândnisses wieder die Bezeichnungen ,,Gr" , ,,Zw“ gebrauchen — ge- 
schieht so, daB zunâchst das Prâdikat Gr so bestimmt wird, daB es für 
jedes Werte-Tripel x, y, z wahr ist. Dann sind, wie man sofort sieht, aile 
Axiome I, ferner II 1) und III erfüllt. Damit die Axiome II 2), }), S'), 
4') erfüllt werden, ist es notwendig und auch hinreichend, an das Prâ- 
dikat Zw folgende drei Forderungen zu stellen: 

^ Diese beiden Sâtze wurden in den früheren Auflagen von Hilberts 
,,Grundlagen der Géométrie'^ als Axiome aufgeführt. Es erwies sich, daB sie 
mittels des Axioms der ebenen Anordnung beweisbar sind. Vgl. hierzu 7. Auf- 
lage, S. 5—6. 

2 In der bereits erwâhnten Untersuchung „A System of axioms for geometry", 
Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 5, S. 350. 
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1. Für ein Tripel x, y, z mit zwei übereinstimmenden Elementen ist 
Zw stets falsch. 

2. Haben wir eine Kombination von drei verschiedenen unserer 5 In- 
dividuen, so sind unter den 6 môglichen Anordnungen der Elemente 
2 Anordnungen mit geraeinsamem ersten Elément, für welche Zw wahr 
ist, wâhrend für die übrigen 4 Anordnungen Zw falsch ist. 

3. Jedes Paar von verschiedenen Elementen kommt sowohl als vor- 
deres wie auch als hinteres Paar in je einem derjenigen Tripel vor, für 
welche Zw wahr ist. 

Die erste Forderung lâBt sich direkt durch Festsetzung erfüllen. 
Die gemeinsame ErfüUung der beiden anderen Forderungen geschieht 
in folgender Weise: Wir bezeichnen die 5 Elemente durch die Ziffern 
1 , 2, 3, 4, 5. Die Zahl der Werte-Tripel aus drei verschiedenen Elementen, 
für die wir Zw noch zu definieren haben, ist gleich 5 • 4 • 3 — 60. Je sechs 
davon gehôren zu einer Kombination ; für zwei von diesen soll Zw wahr, 
für die übrigen falsch sein. Wir müssen also die 20 Tripel unter den 60 
angeben, für die Zw als wahr definiert wird. Das sind diejenigen, die 
man aus den vier Tripeln 

(1 2 5), (1 5 2), (1 3 4), (1 43) 

durch Anwendung der zyklischen Permutation (1 2 3 4 5) erhâlt. 

Man verifiziert leicht, daû hierdurch allen Forderungen genügt wird. 
Auf diese Weise wird das Axiomensystem durch die Méthode der Auf- 
weisung als widerspruchsfrei erkannt^. 

Die an die.sem Beispiel vorgeführte Méthode der Aufweisung findet 
in neueren axiomatischen Untersuchungen sehr mannigfache Anwen- 
dungen. Sie dient hier vor allem zur Ausführung von Unabhângigkeits- 
beweisen. Die Behauptung der Unabhângigkeit eincs Satzes (g von 
einem Axiomensystem ist gleichbedeutend mit der Behauptung der 
Widerspruchsfreiheit des Axiomensystems 

welches wir erhalten, indem wir die Négation des Satzes © als Axiom 
zu 31 hinzunehmen. Ist dieses Axiomensystem für einen endlichen In- 
dividuenbereich erfüllbar, so kann seine Widerspruchsfreiheit nach der 
Méthode der Aufweisung festgestellt werden^. Somit liefert diese Me- 

^ Aus der Tatsache, daB das modifizierte Axiomensystem 3t' mit einem 
5-zahligen Individuenbereich erfüllbar ist, folgt auch sofort, daB die in diesem 
Axiomensystem enthaltenen Axiome die lineare Anordnung nicht vollstândig 
bestimmen. 

2 Eine Fülle von Beispielen für dieses Verfahren findet man in den Abhand- 
lungen über lineare und zyklische Ordnung von E. V. Huntington und seinen 
Mitarbeitern. Siehe insbesondere die Abhandlung „A new set of postulâtes for 
betweenness with proof of complété independence”, Trans. Amer. Math. Soc. 
Bd. 26 (1924) S. 257 — 282. Dort sind auch die vorausgehenden Abhandlungen 
angegeben. 
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thode für viele grundsâtzliche Untersuchungen die ausreichende Er- 
gànzung zur Méthode des progressive!! SchlieBens, indem durch das 
SchlieBen die Beweisbarkeit, durch die Aufweisungen die Unbeweisbar- 
keit von Sâtzen aus gewissen Axiomen dargetan wird. 

Ist nun die Méthode der Aufweisung in ihrer Anwendung auf die end- 
lichen Individuenbereiche beschrânkt? Aus unserer bisherigen Über- 
legung kônnen wir das noch nicht folgern. Wir sehen allerdings so- 
gleich, daB bei einem unendlichen Individuenbereich die môglichen 
Prâdikatensysteme nicht mehr eine überblickbare Mannigfaltigkeit 
bilden und daB von einem Durchprobieren aller Wertverlâufe keine 
Rede sein kann. Gleichwohl kônnten wir doch bei bestimmten vor- 
gelegten Axiomen in der Lage sein, ihre Erfüllung durch bestimmte Prà- 
dikate aufzuweisen. Und das ist auch tatsachlich der Fall. Nehmen wir 
Z. B. das System der drei Axiome 

{x)R{x, x), 

{x){y){z){R{x,y) di:R[,y,z) -> R(x,z)), 
{x){Ey)R{x,y). 

Machen wir uns klar, was diese besagen: Wir gehen aus von einem 
Ding a des Individuenbereiches. GemâB dem dritten Axiom muB es 
ein Ding b geben, für das R {a, b) wahr ist, und dieses ist auf Grund 
des ersten Axioms von a verschieden. Zu b muB es wieder ein Ding c 
geben, für das R{b, c) wahr ist, und auf Grund des zweiten Axioms ist 
auch R{a, c) wahr; gemâB dem ersten Axiom ist c von a und von b ver- 
schieden. Zu c muB es wieder ein Ding d geben, für welches R{c,d) wahr 
ist. Für dieses ist auch R{a, d) und R{b, d) wahr, und d ist von a,b, c 
verschieden. Das Verfahren dieser Überlegung kommt nicht zum Ab- 
schluB, und wir ersehen daraus, daB wir mit einem endlichen Individuen- 
bereich die Axiome nicht erfüllen kônnen. Andererseits aber kônnen wir 
leicht eine Erfüllung durch einen unendlichen Individuenbereich auf- 
weisen: Wir nehmen als Individuen die ganzen Zahlen und setzen für 
R{x, y) die Beziehung ,,a: ist kleiner als y” ; dann ergibt sich .sofort, daB 
aile drei Axiome erfüUt werden. 

Der gleiche Fall hegt vor bei den Axiomen 

{Ex){y)S{y,x), 

(x) (y) (u) (v) (S(x,u) &S(y.u) & S.(v , x) -> S (ü , y)) , 
ix){Ey)S{x,y). 

Für diese weist man auch leicht nach, daB sie mit einem endlichen 
Individuenbereich nicht erfüllt werden kônnen. Andererseits aber sind 
sie im Bereich der positiven ganzen Zahlen erfüllt, wenn wir für S (a:, y) 
die Beziehung setzen: „y folgt unmittelbar auf x". 

An diesen Beispielen bemerken wir aber, daB durch die gegebene 
Aufweisung die Frage der Widerspruchsfreiheit für die betrachteten 
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Axiome gar nicht endgültig erledigt, sondern vielmehr nur auf die nach 
der Widerspruchsfreiheit der ZaMentheorie zurückgeführt wird. Wir 
hatten auch bei dem früheren Beispiel einer endlichen Aufweisung ganze 
Zahlen als Individuen genommen. Das geschah aber dort nur zum Zweck 
der einfachen Bezeichnung der Individuen. Wir hâtten statt der Zahlen 
auch andere Dinge, etwa Buchstaben nehmen kônnen. Auch war das- 
jenige, was von den Zahlen gebraucht wurde, derart, daB es durch kon- 
kreten Nachweis festgestellt werden konnte. 

Im vorliegenden Falle kommen wir aber mit einer konkreten Zahlen- 
vorstellung nicht aus; denn wir brauchen wesentlich die Voraussetzung, 
dafi die ganzen Zahlen einen Individuenhereich, also eine fertige Gesamt- 
heit bilden. 

Diese Voraussetzung ist uns aUerdings sehr gelâufig, da wir in der 
neueren Mathematik dauemd mit ihr operieren, und man ist geneigt, sie 
für selbstverstândlich zu halten. Es war zuerst Frege, der mit allem 
Nachdruck und mit scharfer, witziger Kritik die Forderung zur Geltung 
brachte, daB die Vorstellung der Zahlenreihe als einer fertigen Gesamt- 
heit durch einen Nachweis ihrer Widerspruchsfreiheit gesichert werden 
müsse^. Ein solcher Nachweis war nach Freges Meinung nur im Sinne 
einer Aufweisung, als Existenzbeweis, zu führen, und er glaubte, die Ob- 
jekte für eine solche Aufweisung im Bereich der Logik zu finden. Sein 
Verfahren der Aufweisung kommt darauf hinaus, daB er die Gesamt- 
heit der Zahlen definiert mit Hilfe der als existierend vorausgesetzten 
Gesamtheit aller überhaupt denkbaren einstelligen Prâdikate. Aber die 
hierbei zugrunde gelegte Voraussetzung, welche ohnehin schon einer un- 
befangenen Betrachtung als sehr verdâchtig erscheint, hat sich durch 
die berühmten, von Russell und Zermelo entdeckten logischen und 
mengentheoretischen Paradoxien als unhaltbar erwiesen. Und das MiB- 
lingen des Frege schen Unternehmens hat mehr noch als Freges Dia- 
lektik das Problematische an der Annahme der Totalitât der Zahlen- 
reihe zum BewuBtsein gebracht. 

Wir kônnen nun angesichts dieser Problematik versuchen, an Stelle 
der Zahlenreihe einen anderen unendlichen Individuenhereich für die 
Zwecke der Widerspruchsfreiheitsbeweise zu verwenden, der nicht wie 
die Zahlenreihe ein reines Gedankengebilde, sondern aus dem Gebiet 
der sinnlichen Wahmehmung oder aber der realen Wirklichkeit ent- 
nommen ist, Sehen wir aber nâher zu, so werden wir gewahr, daB über- 
all, wo wir im Gebiet der Sinnesqualitâten oder in der physikalischen 
Wirklichkeit unendliche Mannigfaltigkeiten ànzutreffen glauben, von 
einem eigentlichen Vorfinden einer solchen Mannigfaltigkeit keine Rede 
ist, daB vielmehr die Überzeugung von dem Vorhandensein einer solchen 
Mannigfaltigkeit auf einer gedanklichen Extrapolation beruht, deren 

1 Gottlob Frege „Grundlagen der Arithmetik", Breslau 1884, sowie „Grund- 
gesetze der Arithmetik", Jena I893. 
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Berechtigung jedenfalls ebensosehr der Prüfung bedarf wie die Vor- 
stellung von der Totalitât der Zahlenreihe. 

Ein typisches Beispiel hierfür bildet diejenige Unendlichkeit, welche 
zu der bekannten Paradoxie des Zeno AnlaC gegeben bat. Wird eine 
Strecke in endlicher Zeit durchlaufen, so sind in dieser Durchlaufung 
nacheinander unendlich viele Teilvorgânge enthalten ; die Durchlaufung 
der ersten Hâlfte, dann die des folgenden Viertels, des folgenden Achtels 
usw. Haben wir es mit einer wirklichen Bewegung zu tun, so müssen 
diese Teildurchlaufungen lauter reale Prozesse sein, welche nach ein- 
ander erfolgen. 

Man pflegt diese Paradoxie mit dem Argument abzuweisen, daB die 
Summe von unendlich vielen Zeitintervallen doch konvergieren, also 
eine endliche Zeitdauer ergeben kann. Dadurch wird aber ein wesent- 
licher Punkt der Paradoxie nicht getroffen, nâmlich das Paradoxe, was 
darin liegt, daB eine unendliche Aufeinanderfolge, deren Vollendung 
wir in der Vorstellung nicht nur faktisch, sondern auch grundsâtzlich 
nicht vollziehcn kônnen, in der Wirklichkeit abgeschlossen vorliegen soll. 

Tatsâchlich gibt es auch eine viel radikalere Lôsung der Paradoxie. 
Diese besteht in der Erwâgung, daB wir keineswegs genôtigt sind, zu 
glauben, daB die mathematische raum-zeitliche Darstellung der Bewe- 
gung für beliebig kleine Raum- und ZeitgrôBen noch physikalisch sinn- 
voU ist, vielmehr allen Grund haben zu der Annahme, daB jenes mathe- 
matische Modell die Tatsachen eines gewissen Erfahrungsbereiches, eben 
die Bewegungen, innerhalb der unserer Beobachtung bisher zugang- 
lichen GrôBenordnungen, im Sinne einer einfachen Begriffsbildung extra- 
poliert, âhnlich wie die Mechanik der Kontinua eine Extrapolation voll- 
zieht, indem sie die Vorstellung einer kontinuierlichen Erfüllung des 
Raumes mit Materie zugrunde legt: so wenig wie eine Wassermenge bei 
unbegrenzter ràumlicher Teilung immer wieder Wassermengen ergibt, 
ebensowenig wird es bei einer Bewegung der Fall sein, daB durch ihre 
Teilung ins Unbegrenzte immer wieder etwas entsteht, das sich als Be- 
wegung charakterisieren lâBt. Geben wir dieses zu, so schwindet die 
Paradoxie. 

Das mathematische Modell der Bewegung hat ungeachtet dessen als 
idealisierende Begriffsbildung zum Zweck der vereinfachten Darstellung 
seinen bleibenden Wert. Für diesen Zweck muB es auBer der approxima- 
tiven Übereinstimmung mit der Wirklichkeit noch die Bedingung er- 
füUen, daB die in ihm vollzogene Extrapolation auch in sich widerspruchs- 
frei ist. Unter diesem Gesichtspunkt wird unsere mathematische Vor- 
stellung von der Bewegung durch die ZENOsche Paradoxie nicht im ge- 
ringsten erschüttert ; das genannte mathematische Gegenargument hat 
hierfür seine voile Geltung. Eine andere Frage aber ist, ob wir einen 
wirklichen Nachweis für die Widerspruchsfreiheit der mathematischen 
Théorie der Bewegung besitzen. Diese Théorie beruht wesentlich auf 
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der mathematischen Théorie des Kontinuums, diese wiederum stûtzt 
sich wesentlich auf die Vorstellung von der Menge aller ganzen Zahlen 
als einer fertigen Gesamtheit. Wir kommen also auf Umwegen zu dem 
Problem zurück, das wir durch den Hinweis auf die Tatsachen der Be- 
wegung zu umgehen versuchten. 

Àhnlich verhâlt es sich in ail den Fâllen, wo man glaubt, direkt eine 
Unendhchkeit als durch Erfahrung oder durch Anschauung gegeben 
aufweisen zu kônnen, wie etwa die Unendhchkeit der von Oktave zu 
Oktave ins Unendliche fortschreitenden Tonreihe oder die stetige unend- 
liche Mannigfaltigkeit beim Übergang von einer Farbenquahtât zu einer 
anderen. Die nâhere Betrachtung zeigt jeweils, daB eine Unendhchkeit 
uns hier tatsâchhch gar nicht gegeben ist, sondern erst durch einen ge- 
danklichen ProzeB interpoliert oder extrapohert wird, 

Auf Grund dieser Überlegungen kommen wir zu der Einsicht, daB 
die Frage nach der Existenz einer unendlichen Mannigfaltigkeit durch 
eine Berufung auf auBermathematische Objekte nicht entschieden wer- 
den kann, sondern innerhalb der Mathematik selbst gelôst werden muB. 
Wie soll aber eine solche Lôsung angesetzt werden ? Auf den ersten Blick 
scheint es, daB hiermit etwas Unmôgliches verlangt wird: Unendlich 
viele Individuen vorzuführen, ist grundsâtzlich unmoglich; daher kann 
ein unendlicher Individuenbereich als solcher nur durch seine Struktur 
gekennzeichnet werden, d. h. durch Beziehungen, welche zwischep seinen 
Elementen bestehen. Mit anderen Worten: es muB der Nachweis er- 
bracht werden, daB für ihn gewisse formale Relationen sich erfüllen 
lassen. Die Existenz eines unendlichen Individuenbereiches lâBt sich 
also gar nicht anders darstellen als durch die Erfüllbarkeit gewisser logischer 
Fortneln; das sind dann aber gerade Formeln von der Art wie diejenigen, 
durch deren Untersuchung wir auf die Frage nach der Existenz eines 
unendlichen Individuenbereiches geführt worden sind und deren Er- 
füllbarkeit eben durch die Aufweisung eines unendhchen Individuen- 
bereiches dargetan werden sollte. Der Versuch, die Méthode der Auf- 
weisung auf die betrachteten Formeln anzuwenden, führt uns also auf 
einen Circulus vitiosus. 

Nun sollte uns aber die Aufweisung nur als Mittel dienen zum 
Nachweis der Widerspruchsfreiheit von Axiomensystemen. Auf dieses 
Verfahren brachte uns die Betrachtung von Individuenbereichen mit 
einer gegebenen endlichen Anzahl von Individuen, indem wir erkannten, 
daB für einen solchen Bereich die Widerspruchsfreiheit einer Formel 
gleichbedeutend ist mit ihrer ErfüUbarkeit. 

Im FaUe unendlicher Individuenbereiche ist der Sachverhalt kom- 
plizierter. Es gilt hier zwar auch noch, daB ein durch eine Formel St dar- 
gesteUtes Axiomensystem dann und nur dann widerspruchsvoll ist, wenn 
die Formel % aUgemeingültig ist. Aber wir kônnen jetzt, da wir es nicht 
mehr mit einem überblickbaren Vorrat von Wertverlâufen für die 
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variablen Prâdikate zu tun haben, nicht mehr folgern, dafi uns, falls S 
nicht allgemeingültig ist, auch schon ein Modell zur ErfüUung des 
Axiomensystems 31 zu Gebote steht. 

Die Erfüllbarkeit eines Axiomensystems ist demnach, wenn ein 
unendlicher Individuenbereich in Frage kommt, zwar eine hinreichende 
Bedingung für seine Widerspruchsfreiheit, aber als notwendige Be- 
dingung ist sie nicht erwiesen. Wir kônnen daher nicht erwarten, 
dafi sich allgemein der Nachweis der Widerspruchsfreiheit durch einen 
Nachweis der Erfüllbarkeit erbringen lasse. Andrerseits aber sind wir 
auch gar nicht genôtigt, die Widerspruchsfreiheit durch die Fest- 
stellung der Erfüllbarkeit zu erweisen, vielmehr kônnen wir bei der 
ursprünglichen negativen Bedcutung der Widerspruchsfreiheit stehen- 
bleiben. Das heifit — wenn wir uns das Axiomensystem wieder durch 
eine Formel 31 dargestellt denken — , wir brauchen nicht die Erfüll- 
barkeit der Formel 3t zu zeigen, sondern vielmehr nur nachzuweisen, 
daB die Annahme der ErfüUung von 31 durch gewisse Prâdikate nicht 
auf einen logischen Widerspruch führen kann. 

Um das Problem von dieser Seite in Angriff zu nehmen, werden wir 
darauf ausgehen, uns einen Überblick über die môglichen logischen 
Schlüsse zu verschaffen, welche aus einem Axiomensystem gezogen wer- 
den kônnen. Als das geeignete Mittel hierfür bietet sich die Méthode 
der Formalisierung des logischen Schlie^ens, wie sie von Frege, Schrô- 
DER, Peano und Russell ausgebildet worden ist. 

Wir gelangen somit zu folgender Aufgabestellung : 1. die Prinzipien 
des logischen SchlieBens streng zu formalisieren und dadurch zu einem 
vôUig überblickbaren System von Regeln zu machen; 2. für ein vor- 
gelegtes Axiomensystem 3t (das als widerspruchsfrei erwiesen werden 
soll) den Nachweis zu führen, daB beim Ausgehen von diesem System 31 
mittels logischer Deduktionen hein Widerspruch zustande kommen kann, 
d. h. daB nicht zwei Formeln beweisbar werden, von denen die eine die 
Négation der andern ist. 

Wir brauchen nun aber diesen Nachweis nicht für jedes Axiomen- 
system einzeln auszuführen, sondern kônnen uns die bereits am Anfang 
unserer Betrachtung erwâhnte Méthode der Arithmetisierung zunutze 
machen. Diese lâBt sich von unserem jetzigen Standpunkt so charak- 
terisieren: Wir suchen uns ein Axiomensystem 31, welches einerseits 
eine so übersichtliche Struktur hat, daB wir den Nachweis seiner Wider- 
spruchsfreiheit (im Sinne der gesteUten Aufgabe 2 ) erbringen kônnen, 
das aber andererseits auch so reichhaltig ist, daB wir aus einer als vor- 
handen vorausgesetzten ErfüUung dieses Axiomensystems durch ein Sy- 
stem © von Dingeri und Beziehungen Erfüllungen für die Axiomen- 
systeme der geometrischen und physikalischen Disziplinen ableiten 
kôiinen in der Weise, daB wir die Gegenstânde eines solchen Axiomen- 
systems 33 durch Individuen aus © oder Komplexe solcher Individuen 
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reprâsentieren und für die Grundbeziehungen solche Prâdikate setzen, 
die sich durch logische Operationen aus den Grundbeziehungen von @ 
bilden lassen. 

Damit ist dann das betreffende Axiomensystem 35 in der Tat als 
widerspruchsfrei erwiesen; denn ein Widerspruch, der sich als Folgerimg 
aus diesem Axiomensystem ergâbe, würde sich ja als ein aus dem 
Axiomensystem % ableitbarer Widerspruch darstellen, wâhrend doch 
das Axiomensystem 31 als widerspruchsfrei erkannt ist. 

Als ein solches Axiomensystem 31 bietet sich die (axiomatisch auf- 
gebaute) Arithmetik dar. 

Diese ,, Méthode der Zurückführung" axiomatischer Theorien auf 
die Arithmetik erfordert nicht, dafi die Arithmetik einen anschaulich 
vorweisbaren Tatbestand bilde, vielmehr braucht hierzu die Arithmetik 
nichts anderes zu sein als eine Ideenbildung, die wir als widerspruchs- 
frei nachweisen kônnen und welchc einen systematischen Rahmen 
liefert, in den die Axiomensysteme der theoretischen Wissenschaften 
sich einordnen lassen, so daB die in ihnen voUzogenen Idealisierungen 
des tatsâchlich Gegebenen durch diese Einordnung ebenfalls als wider- 
spruchsfrei erwiesen werden. — 

Es seien die Ergebnisse der letzten Betrachtung kurz zusammen- 
gefaBt: Das Problem der Erfüllbarkeit eines Axiomensystems (bzw. 
einer logischen Formel), welches im Falle endlicher Individuenbereiche 
positiv durch Aufweisung gelôst werden kann, ist im Falle, wo zur Er- 
füllung der Axiome nur ein unendlicher Individuenbereich in Betracht 
kommt, nicht nach dieser Méthode lôsbar, weil die Existenz unend- 
licher Individuenbereiche nicht als ausgemacht gelten kann, vielmehr 
die Einführung solcher unendlichen Bereiche erst durch einen Nach- 
weis der Widerspruchsfreiheit für ein das Unendliche charakterisieren- 
des Axiomensystem gerechtfertigt wird. 

Angesichts des Versagens der positiven Entscheidungsmethode bleibt 
uns nur der Weg, den Nachweis der Widerspruchsfreiheit im negativen 
Sinne, das heiBt als Unmôglichkeitsheweis zu führen, wozu eine Formali- 
sierung des logischen SchlieBens erforderlich wird. — 

Wenn wir nun an die Aufgabe eines solchen Unmôglichkeitsbeweises 
herantreten, so müssen wir uns darüber klar sein, daB dieser nicht wieder 
mit der Méthode des axiomatisch-existentialen SchlieBens geführt wer- 
den kann. Wir dürfen vielmehr nur solche SchluBweisen anwenden, die 
von idealisierenden Existenzannahmen frei sind. 

Auf Grund dieser Erwàgung stellt sich aber sogleich folgender Ge- 
danke ein: Wenh wir ohne axiomatisch-existentiale Annahmen den 
Unmoglichkeitsbeweis führen kônnen, sollte es dann nicht auch môg- 
lich sein, auf solche Weise direkt die ganze Arithmetik zu begründen 
und damit jenen Unmoglichkeitsbeweis ganz überflüssig zu machen? 
Dieser Frage wollen wir uns im folgenden Paragraphen zuwenden. 

2 * 
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und seine Grenzen. 

Die zum SchluB des vorigen Paragraphen aufgeworfene Frage, ob 
wir nicht durch eine von der Axiomatik unabhângige Méthode direkt 
die Arithmetik begründen und dadurch einen besonderen Nachweis der 
Widerspruchsfreiheit entbehrlich machen kônnen, gibt uns AnlaB, uns 
darauf zu besinnen, daB ja die Méthode der verscharften Axiomatik, 
insbesondere das existentiale SchlieBen, unter Zugrundelegung eines 
festumgrenzten Individuenbereiches, gar nicht das ursprüngliche Ver- 
fahren der Mathematik ist. 

Die Geometrie wurde zwar von vornhemin axiomatisch aufgebaut. 
Aber die Axiomatik Euklids ist inhaltlich und anschaulich gemeint. 
Es wird hier nicht von der anschaulicheii Bedeutung der Figuren ab- 
strahiert. Ferner haben auch die Axiome nicht die existentiale Form. 
Euklid setzt nicht voraus, daB die Punkte sowie die Geraden je einen 
festen Individuenbereich bilden. Er stellt deshalb auch nicht Existenz- 
Axiome auf, sondern Konstruktions-Postulate. 

Ein solches Postulat ist z. B., daB man zwei Punkte durch eine Gerade 
verbinden kann ; ferner, daB man um einen gegebenen Punkt einen Kreis 
mit vorgeschriebenem Radius ziehen kann. 

Dieser methodische Standpunkt ist jedoch nur dann durchführbar, 
wenn die Postulate als der Ausdruck einer bekannten Tatsachlichkeit 
oder einer unmittelbaren Evidenz angesehen werden. Die hiermit sich 
erhebende Frage nach dem Geltungsbe reich der geometrisclien Axiome 
ist bekanntermaBen sehr heikel und strittig, und es besteht gerade ein 
wesentlicher Vorzug d('r forrnalen Axiomatik darin, daB sie die Be- 
gründung der Geometrie von der Entscheidung dieser Frage unabhangig 
macht. 

Von dieser Problematik, welche mit dem besonderen Charakter der 
geometrisclien Erkenntnis zusammenhângt, sind wir frei im Gebiet der 
Arithmetik, und in der Tat ist auch hier, in den Disziplinen der elemen- 
taren Zahlenlehre und der Algebra, der Standpunkt der direkten inhalt- 
lichen, ohne axiomatische Annahmen sich vollziehenden Überlegung am 
reinsten ausgebildet. Das Kennzeichnende für diesen methodischen 
Standpunkt ist, daB die Überlegung in der Form von Gedankenexperimen- 
ten an Gegenstanden angestellt werden, die als konkret vorliegend an- 
genommen werden. In der Zahlentheorie handelt es sich um Zahlen, 
die als vorliegend gedacht werden, in der Algebra um vorgelegte Buch- 
stabenausdrücke mit gegebenen Zahl-Koeffizienten. 

Wir wollen das Verfahren genauer betrachten, und die Anfangs- 
gründe methodisch etwas verschârfen. In der Zahlentheorie haben wir 
ein Ausgangsobjekt und einen ProzeB des Fortschreitens. Beides müssen 
wir in bestimmter Weise anschaulich festlegen. Die besondere Art der 
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Festlegung ist dabei unwesentlich, nur mufi die einmal getroffene Wahl 
für die ganze Théorie beibehalten werden. Wir wâhlen als Ausgangsding 
die Ziffer 1 und als ProzeB des Fortschreitens das Anhângen von 1 . 

Die Dinge, die wir, ausgehend von der Ziffer 1 , durch Anwendung des 
Fortschreitungsprozesses erhalten, wie z. B. 

1 , 11 , 1111 

sind Figuren von folgender Art : sie beginnen mit 1 , sie enden mit 1 ; auf 
jede 1, die nicht schon das Endc der Figur bildet, folgt eine angehângte 1. 
Sie werden durch Anwendung des Fortschreitungsprozesses, also durch 
einen konkret zum AbschluB kommenden Aufbau erhalten, und dieser 
Aufbau laBt sich daher auch durch einen schrittweisen Abhau rück- 
gângig machen. 

Diese Figuren bilden eine Art von Ziffern ; wir wollen hier das Wort 
,,Ziffer“ schlechtweg zur Bczeichnung dieser Figuren gebrauchen. 

Was die genaue figürliche Beschaffenheit der Ziffern betrifft, so den- 
ken wir uns, wie üblich, für diese einen gewissen Spielraum gelassen, d. h. 
kleine Unterschiede in der Ausführung, sowohl was die Form der 1 wie 
ihre GroBe, wie auch den Abstand beim Ansetzen einer 1 betrifft, soUen 
nicht in Betracht gezogen werden. Was wir als wesentlicli brauchen, ist 
nur, daB wir sowohl in der 1 wie in der Anfiigung ein anschauliches 
Objekt haben, das sich in eindeutiger Wcisc immer wieder crkennén lâBt, 
und daB wir an einer Ziffer stets die diskreten Teile, aus denen sie auf- 
gebaut ist, überblicken kônnen. 

Neben den Ziffern führen wir noch anderweitige Zeichen ein, Zeichen 
,,zur Mitteilung", die von den Ziffern, welche die Objekte der Zahlen- 
theorie bilden, grundsâtzlich zu unterscheiden sind. 

Ein Zeichen zur Mitteilung ist für sich genommen auch eine Figur, 
von der wir auch voraussetzen, daB sie sich eindeutig wiedererkennen 
lâBt und bei der es auf geringe Unterschiede in der Ausführung nicht an- 
kommt. Innerhalb der Théorie wird es aber nicht zum Gegenstand der 
Betrachtung gemacht, .sondern bildet hier ein Hilfsmittel zur kurzen und 
deutlichen Formulierung von Tatsachen, Behauptungen und Annahmen. 

Wir gebrauchen in der Zahlentheorie folgende Arten von Zeichen 
zur Mitteilung: 

1 . Kleine deutsche Buchstaben zur Bezeichnung für irgendeine nicht 
festgelegte Ziffer; 

2. die üblichen Nummern zur Abkürzung für bestimmte Ziffern, 
Z. B. 2 für 11, 3 für 111 ; 

3. Zeichen für gewisse Handlungen, die wir mit den Ziffern vor- 
nehmen, und gewisse Bildungsprozesse. durch die wir aus gegebenen 
Ziffern andere gewinnen; 

4. das Zeichen = zur Mitteilung der figürlichen Übereinstimmung, 
das Zeichen =}= zur Mitteilung der Verschiedenheit zweier Ziffern; das 
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Zeichen < zur Bezeichnung der noch zu erklârenden GrôBenbeziehung 
zwischen Zahlzeichen ; 

5. Klammern als Zeichen für die Art der Aufeinanderfolge von Pro- 
zessen, wo diese nicht ohne weiteres deutlich ist. 

In welcher Weise mit den eingeführten Zeichen operiert wird, und 
wie die inhaltlichen Überlegungen anzustellen sind, wird am besten deut- 
lich, wenn wir die Zahlentheorie ein Stück weit in den Hauptzügen ent- 
wickeln. 

Das erste, was wir an den Ziffern feststellen, ist die GrôBenbeziehung. 
Es sei eine Ziffer a von einer Ziffer b verschieden. Überlegen wir, wie 
das sein kann. Beide beginnen mit i, und der Aufbau schreitet für a wie 
für b in ganz derselben Weise fort, sofern nicht eine der Ziffern endigt, 
wâhrend der Aufbau der anderen noch weiter geht. Dieser Eall muB also 
einmal eintreten, und somit stimmt die eine Ziffer mit einem Teüstück 
der anderen überein, oder genauer ausgedrückt: der Aufbau der einen 
Ziffer stimmt mit einem Anfangsstück von dem Aufbau der anderen 
überein. 

Wie sagen in dem Falle, wo eine Ziffer a mit einem Teüstück von b 
übereinstimmt, daB a kleiner i.st als b oder auch daB b grôBer ist als 0, 
und wenden dafür die Bezeichnung 

a < b, b > a 

an. Aus unserer Überlegung geht hervor, daB für eine Ziffer 0 und eine 
Ziffer b stets eine der Beziehungen 

a = b, û<b, b<o 

stattfinden muB, und andererseits ist aus der anschaulichen Bedeutung 
ersichtlich, daB diese Beziehungen einander ausschlieBen. Desgleichen 
ergibt sich unmittelbar, daB, falls û < b und b < c, auch stets 0 < c ist. 

In engem Zusammenhang mit der GrôBenbeziehung der Ziffern 
steht die Addition. Wenn eine Ziffer b mit einem Teüstück von 0 über- 
einstimmt, so ist das Reststück wiederum eine Ziffer c; man erhâlt also 
die Ziffer o, indem man c an b ansetzt, in der Wei.se, daB die 1 , mit 
welcher c beginnt, an die 1 , mit welcher b endigt, nach der Art des Fort- 
schreitungsprozesses angehângt wird. Diese Art der Zusammensetzung 
von Ziffern bezeichnen wir als Addition und wenden dafür das Zeichen 
-f- an. 

Aus dieser Définition der Addition entnehmen wir direkt: Wenn 
b < 0 , so gewinnt man durch Vergleichung von b mit 0 eine Darstellung 
von a in der Form b c, wobei c wieder eine Ziffer ist. Geht man 
andererseits von irgendwelchen Ziffern b, c aus, so liefert die Addition 
wiederum eine Ziffer 0, so daB 

0 = b + c, 
b < a. 


und es ist dann 
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Auf Grund der eingeführten Définition ergibt sich die Bedeutung der 
numerischen Gleichungen und Ungleichungen, wie 


2<3, 2 + 3 = 5. 

2 < 3 besagt, daB die Ziffer 1 1 mit einemTeilstück von 1 H übereinstimmt ; 

2 + 3 = 5 besagt, daB durch Ansetzen von H 1 an H die Ziffer 11111 
entsteht. 

Wir haben hier beide Male die Darstellung einer richtigen Aussage, 
wâhrend z. B. i -i ^ 


die Darstellung einer falschen Aussage ist. 

Für die anschaulich definierte Addition haben wir nunmehr die 
Gültigkeit der Rechengesetze festzustellen. 

Diese werden hier als Sâtze über beliebig vorgelegte Ziffern aufgefaBt 
und als solche durch anschauliche Übcrlegung eingesehen. 

Unmittelbar aus der Définition der Addition entnimmt man das 
assoziative Gesetz, wonach, wenn o, b, c irgendwelche Ziffern sind, stets 


û + (b + c) = (a + b) + c. 

Nicht so direkt ergibt sich das kommul/^ ^ etz, welches besagt, 
daB stets 0 + b = 


ist. Wir gebrauchen hier die Beweism' 
Machen wir uns zunâchst klar, wie di ^ 


mentaren Standpunkt aufzufassen ist^^c^^ 
trachtet, die sich auf eine Ziffer beziej 4^^ 
lichen Inhalt besitzt. Die Aussage tre • ^ 

die Aussage, falls sie für eine Ziffer 
die Ziffer n + 1 zutrifft. Hieraus^'^ ^ 




illstàndigen Induktion. 
eise von unserem ele- 
irgendeine Aussage be- 
inen elementar anschau- 
und man wisse auch, daB 
dann auch jedenfalls für 
/lan, daB die Aussage für 

jede vorgelegte Ziffer a zutrifft. ' 

In der Tat ist ja die Ziffer o aufg ^ ' mdem man, von 1 beginnend, 
den ProzeB des Anhângens von 1 ahv^udet. Konstatiert man nun zu- 
nâchst das Zutreffen der betrachteten Aussage für 1, und bei jedem 
Anhângen einer 1, auf Grund der gemachten Voraussetzung, das Zu- 
treffen der Aussage für die neu erhaltene Ziffer, so gelangt man beim 
fertigen Aufbau von a zu der Feststellung, daB die Aussage für o zutrifft. 

Wir haben es also hier nicht mit einem selbstândigen Prinzip zu tun, 
sondern mit einer Folgerung, die wir aus dem konkreten Aufbau der 
Ziffern entnehmen. 

Mit Hilfe dieser SchluBweise kônnen wir nun nach der üblichen Art 
zeigen, daB für jede Ziffer 

1 -f a = 0 + 1 , 


und auf Grund hiervon weiter, daB stets 

a + b == b + a 


ist. 
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Es werde nun noch kurz die Einführung der Multiplikation, der 
Division und der anschlieBenden Begriffsbildungen angegeben. 

Die Multiplikation kann folgendermaBen definiert werden : a • b 
bedeutet die Ziffer, die man ans der Ziffer b erhâlt, indem man beim 
Aufbau immer die 1 durch die Ziffer o ersetzt, so daB man also zu- 
nâchst 0 bildet und anstatt jedes in der Bildung von b vorkommenden 
Anfügens von 1 das Ansetzen von o ausführt. 

Aus dieser Définition ergibt sich unmittelbar das assoziative Gesetz 
der Multiplikation, ferner das distributive Gesetz, wonach stets 

a • (b + c) = (a • b) + (û • c) . 

Das andere distributive Gesetz, wonach stets 


(b + c) • a = (b • û) + (c • a) . 

wird auf Grund der Gesetze der Addition mit Hilfe der vorhin bescliriebe- 
nen voUstândigen Induktion eingesehen. Durch diese Beweismethode 
erhâlt man dann auch das kommutative Gesetz der MultipUkation. 

Um zur Division zu gelangen, stellcn wir zunachst eine Vorbetrachtung 
an. Der Aufbau einer Ziffer ist so bcschaffen, daB beim Anhângen 
von 1 jedesmal eine ne Ziffer gewonnen wird. Die Bildung einer Ziffer a 


geschieht also auf 
Ziffern, die mit 1 beg 
hergehenden durch A 
daB diese Reihe auBer 
und daB eine Ziffer, w 
muB. Wir nennen diese 
der Ziffern von 1 bis o 
Sei nun b eine von 1 v 
Form 1 + c, und dahcr i 


^ege der Bildung einer konkreten Reihe von 
mit a endigt und wo jede Ziffer aus der vor- 
en von 1 entsteht. Man sieht auch sogleich, 
)st nur solche Ziffern enthâlt, die < û sind, 
<a ist, auch in dieser Reihe vorkommen 
inanderfolge von Ziffern kurz ,,die Reihe 


b • 0 = (1 


also 


iedene Ziffer, die < o ist. b hat dann die 

f- (c * q) = û -j- (c • a) , 
a < b • 0 . 


Multiplizieren wir nun b nacheinander mit den Ziffern aus der Reihe 
von 1 bis 0, so ist in der entstehenden Reihe von Ziffern 

b-1, b-11, ...,b'a 

die erste <0 und die letzte >a. Gehen wir nun in der Reihe dieser 
Ziffern so weit, bis wir zuerst auf eine solche treffen, die >o ist; die vor- 
herige, welche b • q sei, ist dann entweder — o oder <û, wâhrend 

b • (q + 1) = (ï> ■ Q) + t> > 

ist. Somit ist entweder jj _ 1 ^ . 

oder wir haben eine Darstellung 

a = (b • q) + r , 



und dabei ist 
also 
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(b • q) + r < (b • q) + b . 
r < b. 

Im ersten Falle ist o ,,durch b teilbar" (,,b geht in o auf"), im zweiten 
Fall haben wir die Division mit Rest. 

Wir nennen allgemein û durch b teilbar, wenn in der Reihe 

b-1, b - 11, .... b-o 

die Ziffer o vorkommt. Dies trifft zu für b == 1, für b — a und sonst in 
dem eben erhaltenen ersten Fall. 

Aus der Définition der Teilbarkeit folgt unmittelbar, daB, falls a 
durch b teilbar ist, mit der Fest^tellung der Teilbarkeit auch eine Dar- 
stellung 

0 = b • q 

gegeben ist. Aber es gilt auch die Umkehrung, dal3 aus einer Gleichung 

O — b • q 

stets die Teilbarkeit von o durch b (in dem definierten Sinne) folgt, 
da die Ziffer q der Reihe der Ziffern von 1 bis o angehôren muB. 

Ist 0 4 - 1 und kommt in der Reihe der Ziffern von 1 bis a auBer 1 
und a kein Teiler von o vor, so daB jedes der Produkte m • n, worin tn 
und n der Reihe der Ziffern von 2 bis o angehôren, von o verschieden ist, 
so nennen wir a eine Primzahl. 

Ist Tt eine von 1 verschiedene Ziffer, so gibt es in der Reihe der 
Ziffern 1 bis n jedcnfalls eine erste, welche die Eigenschaft hat, von 1 
verschieden und Teiler von n zu sein. Von diesem ,,kleinsten von 1 ver- 
schiedenen Teiler von n“ zeigt man leicht, daB cr eine Primzahl ist. 

Nun kônnen wir auch nach dem Verfahren von Euklid den Satz 
beweisen, daB zu jeder Ziffer a eine Primzahl >o bestimmt werden kann: 
Man multipliziere die Zahlen der Reihe von 1 bis o miteinander, addiere 1 
und nehme von der so erhaltenen Ziffer den kleinsten von 1 verschiedenen 
Teiler t. Dieser ist dann eine Primzahl, und man erkennt leicht, daB t 
nicht in der Reihe der Zahlen von 1 bis o vorkommen kann, mit- 
hin > a ist. 

Von hier aus ist der weitere Aufbau der elementaren Zahlentheorie 
ersichtlich; nur noch ein Punkt bedarf hier der grundsâtzlichen Er- 
ôrterung, das Verfahren der rekursiven Définition. Vergegenwârtigen 
wir uns, worin dieses Verfahren besteht: Ein neues P'unktionszeichen, 
etwa <p wird eingeführt, und die Définition der Funktion geschieht 
durch zwei Gleichungen, welche im einfachsten Falle die Form haben: 

qp(l) = a, 

ç)(n + 1) = y>{(p{n), n). 
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Hierbei ist o eine Ziffer und v» eine Funktion, die aus bereits bekannten 
Funktionen durch Zusammensetzung gebildet ist, so dafi tp (b, c) für 
gegebene Ziffern b, C berechnet wcrden kann und als Wert wieder eine 
Ziffer liefert. 

Z. B. kann die Funktion 


P (n) = 1 • 2 . . . Il 

definiert werden durch die Gleichungen; 

0(1) = 1, 

e(n + l) =ff(n) ■ (n + 1). 

Es ist nicht ohne weiteres klar, welcher Sinn diesein Definitionsverfahren 
zukommt. Zur Erklârung ist zunachst der Funktionsbegriff zu prâzi- 
sieren. Unter einer Funktion verstehen wir hier eine anschauliche An- 
weisung, auf Grund deren je einer vorgelegten Ziffer wieder eine solche 
zugeordnet wird. Ein Gleichungspaar der obigen Art — wir nennen ein 
solches eine ,,Rekursion“ — haben wir anzusehen als eine abgekürzte 
Mitteilung folgender Anweisung: 

Es sei m irgendeine Ziffer. Wenn m = 1 ist, so werde m die Ziffer a 

zugeordnet. Andernfalls hat m die Form b + f- Man schreibe dann zu- 

nâchst schematisch auf: , .. 

V(9:(b), b). 

Ist nun b = 1 , so ersetze inan hierin (b) durch a ; andernfalls hat 
wieder b die Form c + 1, und man ersetze dann ç>(b) durch 

y}{(p{c), c). 

Nun ist wieder entweder c = 1 oder c von der Form b + 1. Im ersten 
Fall ersetze man (p{ç) durch û, im zweiten Fall durch 

y){(p{h), b). 

Die Fortsetzung dieses Verfahrens führt jedenfalls zu einem AbschluB. 

Denn die Ziffern u „ 

b, c, b, . . . , 


welche wir der Reihe nach erhalten, entstehen durch den Abbau der 
Ziffer m, und dieser muB ebenso wie der Aufbau von m zum AbschluC 
gelangen. Wenn wir beim Abbau bis zu \ gekommen sind, dann wird 
9 ?( 1 ) durch a ersetzt; das Zeichen ç? kommt dann in der entstehenden 
Figur nicht mehr vor, vielmehr tritt als Funktionszeichen nur ip, eventuell 
in mehrmaliger Überlagerung, auf, und die innersten Argumente sind 
Ziffern. Damit sind wir zu einem berechenbaren Ausdruck gelangt; 
denn ip soll ja eine bereits bekannte Funktion sein. Diese Berechnung 
hat man nun von innen her auszuführen, und die dadurch gewonnene 
Ziffer soll der Ziffer m zugeordnet werden. 

Aus dem Inhalt dieser Anweisung ersehen wir zunâchst, daB sie sich 
in jedem Falle einer vorgelegten Ziffer m grundsâtzlich erfüllen lâBt 
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und daû das Ergebnis eindeutig festgelegt ist. Zugleich ergibt sich aber 
auch, daB für jede gegebene Ziffer n die Gleichung 

(p{n + 1) = f{<p{n),n) 

erfüllt wird, wenn wir darin (p (n) und Ç» (u + 1 ) durch die den Zif fern u 
und n + 1 gemâB unserer Vorschrift zugeordneten Ziffern ersetzen und 
dann für die bekannte Funktion ip ihre Définition substituieren. 

Ganz entsprechend ist der etwas allgemeinere Fall zu behandein, wo 
in der zu definierenden Funktion (p noch eine oder mehrere unbestimmte 
Ziffern als ,,Parameter‘* auftreten. Die Rekursionsgleichungen haben im 
Falle eines Parameters t die Form 

ç)(t, 1) = a(t) , 

(p{t, n + 1) = ip{(p(t, n), t, n), 

wobei oc ebenso wie y eine bekannte Funktion ist. Z. B. wird durch die 
Rekursion 

(p{t, n + 1) = (p{t. n) • t, 

die Funktion q>{t, n) = t" definiert. 

Es handelt sich hier bei der Définition durch Rekursion wiederum 
nicht um ein selbstândiges Definitionsprinzip, sondern die Rekursion 
hat im Rahmen der elementaren Zahlentheorie lediglich die Bedeütung 
einer Vereinbarung über eine abgekürzte Beschrcibung gewisser Bil- 
dungsprozesse, durch die man aus einer oder mehreren gegebenen Ziffern 
wieder eine Ziffer erhâlt. — 

Als ein Bcispiel dafür, daB wir im Rahmen der anschaulichen Zahlen- 
theorie auch Unmôglichkeitsbeweise führen kônnen, wcrde der Satz ge- 
nommen, welcher die Irrationalitât von ]/2 zum Ausdruck bringt: Es 
kann nicht zwei Ziffern m, n geben, so daB^ 

m • m = 2 • n • n . 


Der Beweis wird bekanntermaBen so geführt: Man zeigt zunâchst, daB 
jede Ziffer entwcder durch 2 teilbar oder von der Form (2 • ï) -f 1 ist und 
daB daher o • a nur dann durch 2 teilbar sein kann, wenn a durch 2 teil- 
bar ist. 

Wâre nun ein Zahlenpaar tn, n gegeben, das die obige Gleichung cr- 
füllt, so kônnten wir aile Zahlcnpaare o, b, wo 

y 

a der Reihe 1, . . . , m , 

■t 

b der Reihe 1, . . . , n / 


angehôrt, daraufhin ansehen, ob 

a • a = 2 • b • b 



yér Mul- 


^ Wir benutzen hier die übliche, zufolge des assoziativen Geset^nern. 


tiplikation statthafte Schreibweise mehrgliedriger Produkte ohne 
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ist oder nicht. Unter den Wertepaaren, welche der Gleichung genügen, 
wâhlen wir ein solches, worin b den kleinstmôglichen. Wert hat. Es kann 
nur ein solches geben; dieses sei nt', n'. Ans der Gleichung 

m' • m' = 2 • n' • n' 


folgt nun nach dcm vorher Bemerkten, daü m' durch 2 teilbar ist : 

m' = 2-r, 

2 • ■ 2 • r = 2 • n' • n', 

2 • t' • î' - n' • n'. 


also erhalten wir 


Hiernach ware aber n' , ï' ein Zahlenpaar, das unserer Gleichung 
genügt, und zugleich wâre î' < n' . Dieses widerspricht aber der Be- 
stimmung von n'. 

Der hiermit bewiesene Satz laBt sich allerdings auch positiv aus- 
sprechen : Wenn m und n irgend zwei Ziffern sind, so ist m • m von 2 • n • n 
verschieden. 


Soviel niag zur Charakterisierung der elementaren Behandlung der 
Zahlentheorie genügen . Diese haben wir als eine Théorie der Ziffern, also 
einer gewissen Art besonders einfachcr Figurcn, entwickelt. Die Be- 
deutung dicser Théorie für die Erkenntnis beruht auf der Beziehung der 
Ziffern zu dem eigentlichen Anzahl-Begriff. Diese Beziehung erhalten 
wir auf folgende Art: 

Es sei eine konkrete (also jedenfalls endliche) Gesamtheit von Dingen 
vorgelegt. Man nehme nacheinander die Dinge der Gesamtheit vor und 
lege ihnen der Reihe nach die Ziffern 1, 11, 111, . . . als Nummern bei. 
Wenn kein Ding mehr übrig ist, so sind wir zu einer gewissen Ziffer n 
gelangt. Diese ist damit zunâchst als Ordinalzahl für die Gesamtheit 
der Dinge in der gewâhlten Reihenfolge bestimmt. 

Nun machen wir uns aber leicht klar, daB die resultierende Ziffer n 
gar nicht von der gewâhlten Reihenfolge abhângt. Denn seien 

die Dinge der Gesamtheit in der gewâhlten Reihenfolge und 

die Dinge in einer anderen Reihenfolge. Dann kônnen wir von der 
ersten Numerierung zu der zweiten folgendermaBen durch eine Reihe von 
Vertauschungen der Nummern übergehen: Falls von verschieden 
ist, so vertauschen wir zunâchst die Nummer r, die das Ding in der 
ersten Numerierung hat, mit 1 , d. h. wir legen dem Ding Qj die Nummer 1, 
dcm Ding die Nummer r bei. In der hierdurch entstehenden Numerie- 
rung hat das Ding b^ die Nummer 1 ; auf dieses folgt, mit der Nummer 2 
versehe* entweder das Ding b ^ , oder dieses Ding hat hier eine andere 
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Nummer è, die jedenfalls auch von 1 verschieden ist; dann vertauschen 
wir in der Numerierung diese Nummer § mit 2, so daB nun eine Nume- 
rierung entsteht, in der das Ding bi die Nummer 1, die Nummer 2 hat. 
èg hat hier entweder die Nummer 3 oder eine andere, jedenfalls von 1 und 
2 verschiedene Nummer t; diese vertauschen wir dann wieder mit 3* 

Mit diesem Verfahren müssen wir zu einem AbschluB gelangen; denn 
durch jede Vertauschung wird die Numerierung der betrachteten Ge- 
samtheit mit der Numerierung 

^1 > ^2 > • • • ’ 

vom Anfang aus um mindestens eine vStelle weiter ziir Übereinstimmung 
gebracht, so daB man schlieBlich für die Nummer 1, für b^ die Nummer 
2 , . . . , für èf die Nummer î bekommt, und dann ist kein weiteres Ding 
mehr übrig. Andererseits bleibt aber bei jeder der vorgenommcnen Ver- 
tauschungen der Vorrat der verwendeten Ziffern ganz derselbe; es wird 
ja nur die Nummer eines Dingos gegen die eines andercn ausgewechselt. 
Es geht also die Numerierung jedesmal von 1 bis n, folglich ist auch 

f = Il . 

Somit ist die Ziffer n der betrachteten Gesamtheit unabhangig von der 
Reihenfolge zugeordnet, und wir kônnen sie in diesem Sinne der Gesamt- 
heit als ihre Anzahl beilegen^. Wir sagen, die Gesamtheit besteht aus 
n Dingen. 

Hat eine konkrete Gesamtheit mit einer anderen die Anzahl gemein- 
sam, so gewinnen wir, indem wir für jede eine Numerierung vornehmen, 
eine umkehrbar eindeutige Zuordnung der Dingc der einen Gesamtheit 
zu denen der anderen. Liegt andererseits eine solche Zuordnung zwischen 
zwei gegebenen Gesamtheiten von Dingen vor, so haben beide dieselbe 
Anzahl, wie ja unmittelbar aus unserer Définition der Anzahl folgt. 

Von der Définition der Anzahl gelangen wir nun durch inhaltliche 
Überlegungen zu den Grundsâtzen der Anzahlenlehre wie z. B. zu dem 
Satz, daB bei der Vereinigung zweier Gesamtheiten ohne gemeinsames 
Elément, deren Anzahlen a und b sind, eine Gesamtheit von a + b 
Dingen entsteht. — 

AnschlieBend an die Darstellung der elementaren Zahlentheorie môge 
noch kurz der elementare inhaltliche Standpunkt in der Algebra gekenn- 
zeichnet werden. Es soll sich handeln um die elementare Théorie der 
ganzen rationalen Funktionen einer oder mehrerer Variablen mit ganzen 
Zahlen als Koeffizienten. 

Als Objekte der Théorie haben wir hier wieder gewisse Figuren, die 
,, Polynôme", die aus einem bestimmten Vorrat von Buchstaben, 

^ Diese Überlegung ist von Helmholtz in seinem Aufsatz ,,Zâhlen und 
Messen" (1887) durchgefûhrt worden. (Hermann v. Helmholtz, Schriften zur 
Erkenntnistheorie. Berlin: Julius Springer 1921. Siehe S. 80—82.) 



30 


§ 2. Die elementare Zahlentheorie. 


Das finite Schliefien. 


x,y,z,..., die ,,Variablen“ heiüen, und aus Ziffern mit Hilfe der 
Zeichen • und von Klammern zusammengesetzt sind. Die 

Zeichen +, * sind also hier nicht, wie in der elementaren Zahlen- 
theorie, als Zeichen zur Mitteilung aufzufassen, sondem gehôren zu den 
Objekten der Théorie. 

Kleine deutsche Buchstaben benutzen wir wieder als Zeichen zur 
Mitteilung, aber nicht nur für Ziffern, sondern auch für irgendwelche 
Polynôme. 

Die Zusammen-setzung der Polynôme aus den genannten Zeichen 
geschieht nach folgenden Bildungsregeln : 

Eine Variable sowie auch eine Ziffer kann für sich als Polynom ge- 
nommen werden. . 

Aus zwei Polynomen a, b kônnen die Polynôme 

O + b, a — b, 0 • b 

gebildet werden, aus einem Polynom a kann (—a) gebildet werden. Dabei 
gelten die üblichen Regeln für das Klammernsetzen. Als Zeichen zur 
Mitteilung werden noch eingeführt; 

die Nummern 2, d^r elementaren Zahlentheorie; 

das Zeichen 0 für 1 — 1 ; 

die übliche Potenzbezeichnung : z. B. bedeutet: x* , wenn 5 eine Ziffer 
ist, dasjenige Polynom, das aus 5 entsteht, indem statt jeder 1 die 
Variable x gesetzt und zwischen je zwei aufeinanderfolgende x das Zei- 
chen gesetzt wird; 

das Zeichen = zur Mitteilung der gegenseitigen Ersetzharkeit zweier 
Polynôme. 

Die Ersetzharkeit wird durch folgende inhaltlichen Regeln be- 
stimmt : 

Die assoziativen und kommutativen Gesetze für und 

2. Das distributive Gesetz 

a • (b + c) = (0 • b) + (a • c). 

3. Die Regeln für ,, — 

a — b = 0 -b (—b), 

(0 + b) — b = 0 . 

4. 1 • 0 = a. 

5. Sind zwei Polynôme m, n frei von Variablen und von “ und 
besteht im Sinne der Deutung der elementaren Zahlentheorie die Gleichung 
m = n, so ist m durch n ersetzbar. 

Diese Regeln der Ersetzharkeit beziehen sich auch auf solche Poly- 
nôme, die als Bestandteile von anderen Polynomen auftreten. Aus 
ihnen leiten sich die weiteren Sâtze über die Ersetzharkeit ab, welche 
die ,,Identitâten‘‘ und Theoreme der elementaren Algebra bilden. Als 
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einige der einfachsten beweisbaren Identitâten seien genannt: 

o + 0 = o — (a — b) = b — a, 

a — a = 0 — ( — û) = a, 

0*0 = 0 ( — û) • ( — b) = 0 * b . 

Unter den Theoremen, welche durch inhaltliche Überlegung ein- 
gesehen werden, seien folgende grundlegenden Sâtze erwahnt: 

a) Sind 0 , b zwei Polynôme, die durch einander ersetzbar sind und 
von denen mindestens eines die Variable x enthâlt, und gehen aus a, b 
die Polynôme Oj, b^ hervor, indem die Variable x überall, wo sie vor- 
kommt, durch ein und dasselbe Polynom c ersetzt wird, so ist auch û, 
durch bi ersetzbar. 

b) Aus einer richtigen Gleichung zwischen Polynomen erhâlt man 
durch Einsetzung von Ziffern für die Variablen richtige Zahlengleichun- 
gen im Sinne der Zahlentheorie (vorausgesetzt, daC das Rechnen mit 
negativen Zahlen in die Zahlentheorie einbezogen wird). — ■ Die Be- 
deutung dieses Satzes b) môge an einem einfachen Beispiel erlâutert 
werden: Die Gleichung 

{x y) • {x y) = x^ 2‘ X‘ y y^ 

besagt zunachst nichts anderes, als daB nach unseren Festsetzungen 
{x y) ‘ {x y) durch x^ 2'X'y y^ ersetzbar ist. Auf Grund 
des Satzes b) kônnen wir aber hieraus folgern, daB, wenn m und n 
Zahlzeichen sind, (nt + ît) • (m + n) im Sinne der Zahlentheorie mit 
m • m 4- 2 • m • n + n • n übereinstimmt. 

c) Jedes Polynom ist ersetzbar entwcder durch 0 oder durch eine 
Summe verschiedener Potenzprodukte der Variablen — (als solches gilt 
hier auch das Polynom 1 ) — , deren jedes mit einem positiven oder nega- 
tiven Zahlfaktor versehen ist. 

An Hand dieser Normalform gewinnen wir ein Verfahren, um von 
zwei vorgelegten Polynomen zu entscheiden, ob sie durch einander er- 
setzbar sind oder nicht. Es gilt nâmlich der Satz: 

d) Ein Polynom, das aus einer Summe verschiedener Potenzprodukte 
mit Zahlfaktoren besteht, ist nicht durch 0 ersetzbar, und zwei solche 
Polynôme sind nur dann durch einander ersetzbar, wenn sie, abge- 
sehen von der Reihenfolge der Summanden sowie der Reihenfolge der 
Faktoren, in den Potenzprodukten ùnd ihren Zahlfaktoren überein- 
stimmen. 

Der zweite Teil dieses Satzes folgt aus dem ersten, und dieser kann 
mit Hilfe des Satzes b) durch Betrachtung geeigneter Einsetzungen von 
Ziffern bewiesen werden. 

Als spezielle Folgerung aus d) ergibt sich der Satz: 

e) Wenn eine Ziffer m , aufgefaBt als Polynom, durch eine Ziffer n 
ersetzbar ist, so stimmt m mit n überein. 
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Methodisch sei zu diesen Sâtzen noch bemerkt: Die in den Sâtzen 
a), e) vorkommende Voraussetzung der Ersetzbarkeit von Polynomen 
ist so zu verstehen, daB wir annehmen, man habe die Ersetzbarkeit des 
einen Polynoms durch das andere gemâB den Regeln festgestellt. Bei 
dem Satz c) wird die Behauptung der Ersetzbarkeit nâher bestimmt 
durch die Angabe eines Verfahrens, welches im Beweise des Satzes be- 
schrieben wird. 

Wir befinden uns also hier, ebenso wie in der elemcntaren Zahlen- 
theorie, ganz ira Bereich des eleraentaren inhaltlichen SchlieBens. Und 
das gilt auch für die weitcren Sâtze und Beweise der eleraentaren 
Algebra. — 

Die ausgeführte Betrachtung der Anfangsgründc von Zahlentheorie 
und Algebra diente dazu, uns das direkte inhaltliche, in Gedanken- 
Experimenten an anschaulich vorgestellten Objekten sich vollziehende 
und von axiomatischen Annahmen freie SchlieBen in seiner Anwendung 
und Handhabung vorzuführen. Diese Art des SchlieBens wollen wir, 
uni einen kurzen Ausdruck zu haben, als das SchlieBen und 

ebenso auch die dieseni SchlieBen zugrunde liegende methodische Ein- 
stellung als die ,, finite" Einstellung oder den ,,finiten" Standpunkt 
bezeichnen. Ira gleichen Sinne wollen wir von finiten Begriffsbildungen 
und Behauptungen sprechen, indern wir alleraal mit dem Worte ,, finit" 
zura Ausdruck bringen, daB die betreffende Überlegung, Behauptung 
oder Définition sich an die Grenzen der grundsâtzlichen Vorstellbar- 
keit von Objekten sowie der grundsâtzlichen Ausführbarkeit von Pro- 
zessen hait und sich somit ira Kahnien konkreter Betrachtung voll- 
zieht. 

Zur Charakterisierung des finiten Standpunktes seien noch cinige 
allgeraeine Gesichtspunkte hervorgehoben, betreffend den Gebrauch 
der logischen Urteilsforraen im finiten Denken, wobei wir zur Exempli- 
fizierung Aussagen über Ziffern betrachten wollen. 

Ein allgemeines Urteil über Ziffern kann finit nur im hypothetischen 
Sinn gedeutet werden, d. h. als eine Aussage über jedwede vorgelegte 
Ziffer. Ein solches Urteil spricht ein Gesetz aus, das sich an jedem 
vorliegenden Einzelfall verifizieren muB. 

Ein Existenzsatz über Ziffern, also ein Satz von der Form ,,es gibt 
eine Ziffer n von der Eigenschaft ?t(n)“, ist finit aufzufassen als ein 
,,Partialurteir‘, d. h. als eine unvollstândige Mitteilung einer genauer 
bestimmten Aussage, welche entweder in der direkten Angabe einer 
Ziffer von der Eigenschaft 31 (n) oder der Angabe eines Verfahrens zur 
Gewinnung einer solchen Ziffer besteht, — wobei zur Angabe eines 
Verfahrens gehôrt, daB für die Reihe der auszuführenden Handlungen 
eine bestimmte Grenze aufgewiesen wird. 

In entsprechender Weise sind diejenigen Urteile finit zu inter- 
pretieren, in denen eine allgeraeine Aussage mit einer Existenzbehauptung 
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verknüpft ist. So hat man z. B. einen Satz von der Form „zu jeder 
Ziffer î von der Eigenschaft 2ï(ï) gibt es eine Ziffer I, für welche S3(f, I) 
gilt", finit aufzufassen als unvoUstândige Mitteilung von einem Verfahren, 
welches gestattet, zu jeder vorgelegten Ziffer î von der Eigenschaft 21 (f) 
eine Ziffer I zu finden, welche zu ï in der Beziehung S3(î, l) steht. 

Besondere Achtsamkeit erfordert die Anwendung der Négation. 

Die Verneinung ist unproblematisch bei „elementaren“ Urteilen, 
welche eine Frage betreffen, über die sich durch eine direkte anschauhche 
Feststellung (einen ,,Befund“) entscheiden lâBt. Sind z. B. ï, I bestimmte 
Ziffern, so laBt sich direkt feststellen, ob 

! + f = I 

zutrifft oder nicht, d. h. ob f + î mit f übereinstimmt oder von I ver- 
schieden ist. 

Die Négation eines solchen elementaren Urteils besagt einfach, daB 
das Ergebnis der betreffenden anschaulichen Entscheidung von dem 
im Urteil behaupteten Sachverhalt abweicht; und es besteht für ein 
elementares Urteil ohne weiteres die Alternative, daB entweder dieses 
selbst oder seine Négation zutrifft. 

Dagegen für ein allgemeines und ein existentiales Urteil ist es nicht 
ohne weiteres klar, was im finiten Sinne als seine Négation gelten soll. 

Betrachten wir daraufhin zunâchst die Existenzaussagen. DaB es 
eine Ziffer n von einer Eigenschaft 91 (n) nicht gibt, kann in unscharfem 
Sinne gemeint sein, als die Feststellung, daB eine Ziffer von dieser 
Eigenschaft uns zur Angabe nicht zur Verfügung steht. Eine solche 
Feststellung hat aber wegen ihrer Bezogenheit auf einen zufâlligen 
Erkenntniszustand keine objektive Bedeutung. Soll aber unabhângig 
vom Erkenntnisstande das Nichtvorhandensein einer Ziffer n von der 
Eigenschaft 91 (n) behauptet werden, so kann das im finiten Sinne nur 
durch eine Unmôglichkeitsbehauptung geschehen, welche besagt, daB 
eine Ziffer n nicht die Eigenschaft 91 (n) besitzen kann. 

Wir kommen so auf eine verschàrfte Négation; diese aber ist nicht 
das genau kontradiktorische Gegenteil der Existenzbehauptung, ,,es 
gibt eine Ziffer n von der Eigenschaft 91(n)“, die (als Partialurteil) auf 
eine bekannte Ziffer von jener Eigenschaft hinweist oder auf ein Ver- 
fahren, das wir zur Gewinnung einer solchen Ziffer bésitzen. 

Die Existenzaussage und ihre verschàrfte Négation sind nicht, wie 
eine elementare Aussage und ilire Négation, Aussagen über die beiden 
allein in Betracht kommenden Ergebnisse einer und derselben Entschei- 
dung, sondern sie entsprechen zwei getrennten Erkenntnismôghchkeiten, 
nâmlich einerseits der Auffindung einer Ziffer von einer gegebenen Eigen- 
schaft, andererseits der Einsicht in ein allgemeines Gesetz über Ziffern. 

DaB eine von diesen beiden Môglichkeiten sich bieten muB, ist nicht 
logisch selbst verstàndlich. Wir kônnen daher vom finiten Standpunkt 

Hilbert- Bernay S, Grundlagen der Mathematik I. 3 
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nicht die Alternative benutzen, dafi es entweder eine Ziffer n gibt, für 
die 21 (n) zutrifft, oder daB das Zutreffen von 2t(n) auf eine Ziffer aus- 
geschlossen ist. 

Âhnlich wie bei dem Existentialurteil verhâlt es sich bei einem all- 
gemeinen Urteil von der Form „für jede Ziffer ti gilt 2ï(n)“ betreffs der 
finiten Négation. Die Verneinung der Gültigkeit eines solchen Urteils 
ergibt ohne weiteres noch keinen finiten Sinn; wird sie aber zu der Be- 
hauptung verschârft, daB die Allgemeingültigkeit von 2t(n) sich durch 
ein Gegenbeispiel widerlegen lâBt, dann bildet diese verschârfte Négation 
nicht das kontradiktorische Gegenteil des allgemeinen Urteils; nâmlich 
es ist dann wiederum nicht logisch selbstverstândlich, daB entweder das 
allgemeine Urteil oder die verschârfte Négation zutreffen muB, daB 
also entweder 21 (n) für jede vorgelegte Ziffer n zutrifft oder daB sich 
eine Ziffer angeben lâBt, für welche 21 (n) unzutreffend ist. 

Allerdings ist zu bemerken, daB die Auffindung eines Gegenbeispiels 
nicht die einzige Môglichkeit bildet, ein allgemeines Urteil zu widerlegen. 
Es kann auch in anderer Weise die Verfolgung der Konsequenzen des all- 
gemeinen Urteils auf einen Widerspruch führen. Dieser Umstand hebt 
jedoch die Schwierigkeit nicht auf, vielmehr wird dadurch die Kompli- 
kation noch erhôht. Nâmlich es ist weder die Alternative logisch ersicht- 
lich, daB ein allgemeines Urteil über Ziffern entweder zutreffen oder in 
seinen Konsequenzen auf einen Widerspruch führen, also widerlegbar sein 
müsse, noch auch ist es selbstverstândlich, daB ein solches Urteil, wenn 
es widerlegbar ist, dann auch durch ein Gegenbeispiel widerlegbar ist. 

Die komplizierte Situation, die wir hier in betreff der Verneinung 
von Urteilen beim finiten Standpunkt vorfinden, entspricht der These 
Brouwers von der Ungültigkeit des Satzes vom ausgeschlossenen 
Dritten für unendliche Gesamtheiten. Diese Ungültigkeit besteht beim 
finiten Standpunkt in der Tat insofem, als es hier für das existentiale 
sowie für das allgemeine Urteil nicht gelingt, eine dem Satz vom aus- 
geschlossenen Dritten genügende Négation finiten Inhalts zu finden. 

Diese Darlegungen môgen zur Kennzeichnung des finiten Stand- 
punktes genügen. Sehen wir uns nun die Arithmetik in ihrer üblichen 
Behandlung daraufhin an, ob sie diesem methodischen Standpunkt 
entspricht, so bemerken wir, daB dieses nicht der Fall ist, daB vielmehr 
durch die arithmetischen SchluBweisen und Begriffsbildungen mannig- 
fach die Grenzen der finiten Betrachtung überschritten werden. 

Die Überschreitung des finiten Standpunktes findet bereits in den 
SchluBweisen der Zahlentheorie statt, indem hier Existenzaussagen 
über ganze Zahlen — wir sprechen in der üblichen Mathematik von 
„ganzen Zahlen" (genauer „positiven ganzen Zahlen" und kurz auch 
,, Zahlen") anstatt von ,, Ziffern" — zugelassen werden ohne Rücksicht 
auf die Môglichkeit einer tatsâchlichen Bestimmung der betreffenden 
Zahl, und indem man Gebrauch macht von der Alternative, daB eine 
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Aussage über ganze Zahlen entweder für aile Zahlen zutrifft oder dafi 
es eine Zahl gibt, für die sie unzutreffend ist. 

Diese Alternative, das „tertium non datur“ für ganze Zahlen, kommt 
implizite auch zur Anwendung bei dem „Prinzip der kleinsten Zahl“, 
welches besagt: ,,Wenn eine Aussage über ganze Zahlen für mindestens 
eine Zahl zutrifft, so gibt es eine kleinste Zahl, für die sie zutrifft." 

Das Prinzip der kleinsten Zahl hat in seinen elementaren Anwendun- 
gen finiten Charakter. In der Tat, sei 31(«) die betreffende Aussage 
über eine Zahl n, und sei tn eine bestimmte Zahl, für welche 5f(m) 
zutrifft, so gehe man die Zahlen von 1 bis m durch; man muB dann 
einmal zuerst zu einer Zahl l gelangen, für die §l(ï) richtig ist, da ja 
spâtestens m eine solche Zahl ist. Diese Zahl ï ist dann die kleinste Zahl 
von der Eigenschaft 

Diese Überlegung beruht aber auf zwei Voraussetzungen, die bei 
den nichtelementaren Anwendungen des Prinzips der kleinsten Zahl 
nicht immer crfüllt sind. Erstens wird vorausgesetzt, dafi das Zutreffen 
der Aussage 31 auf eine Zahl in dem Sinne statthat, daB uns eine Zahl ni 
von der Eigenschaft 3ï(m) wirklich gegeben ist, wâhrend bei den An- 
wendungen die .Existenz einer Zahl von der Eigenschaft 3t vielfach 
nur mittels des ,,tertium non datur" erschlossen ist, ohne daB wir 
dadurch zur wirklichen Bestimmung einer solchen Zahl gelangen. Die 
zweite Voraussetzung ist, daB sich für eine jede Zahl î aus der Reihe 
der Zahlen von 1 bis m entscheiden lâBt, ob 91 (î) zutrifft oder nicht; 
diese Entscheidungsmôglichkeit besteht allerdings für elementare Aus- 
sagen 9l(«) ohne weiteres; dagegen kann bei einer nichtelementaren 
Aussage 9l(«) die Frage, ob sie für eine gegebene Zahl î zutrifft, ein 
ungelôstes Problem bilden. 

Sei Z. B. y} (a) eine Funktion, die durch eine Aufeinanderfolge von 
Rekursionen und Einsetzungen definiert ist, so wie wir sie in der finiten 
Zahlentheorie zulassen, und 9Ï(») bedeute die Aussage, daB es eine 
Zahl a gibt, für welche y) {a) — n ist. Dann ist für eine vorgelegte Zahl ï 
die Frage, ob 91 (ï) zutrifft, im allgemeinen (d. h. wenn die Funktion y) 
nicht besonders einfach ist) nicht durch direktes Zusehen entscheid- 
bar, vielmehr hat sie den Charakter eines mathematischen Problems. 
Denn die Rekursionen, welche in die Définition von y) eingehen, liefem 
ja die Werte der Funktion nur für vorgelegte Argumentwerte, wâhrend 
es sich bei der Frage, ob es eine Zahl a gibt, für die y>{a) den Wert î 
hat, um den gesamten Wertverlauf der Funktion y> handelt. 

In allen den Fâllen nun, wo die genannten Voraussetzungen für die 
finite Begründung des Prinzips der kleinsten Zahl nicht erfüllt sind, 
muB zur Begründung dieses Prinzips das „tertium non datur" für die 
ganzen Zahlen herangezogen werden^. 

1 Wir werden den Beweis des Prinzips der kleinsten Zahl spâter im Rahmen 
des Formalismus vorführen. Siehe § 6 S. 284 — 285- 
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§ 2. Die elementare Zahlentheorie. 


Das finite Schliefien. 


Es seien einige Beispiele von zahlentheoretischen Alternativen auf- 
geführt, welche sich mittels des tertium non datur für ganze Zahlen 
ergeben, dagegen auf finitem Wege vom heutigen Stande unserer Kennt- 
nis nicht zu erweisen sind: 

,,Entweder ist jede gerade Zabi, die >2 ist, als Summe zweier Prim- 
zahlen darstellbar, oder es gibt eine gerade Zabi, die >2 und nicbt als 
Summe zweier Primzablen darstellbar ist.“ 

,,Entweder ist jede ganze Zabi der Form 2^^'^ + 1 für f > 4 in zwei 
Faktoren >1 zerlegbar, oder es gibt eine Primzabl der Form 2^^') + 1 
mit î > 4.“ 

,,Entweder ist jede genügend groBe ganze Zabi als Summe von 
weniger als 8 dritten Potenzen darstellbar, oder es gibt zu jeder ganzen 
Zabi n eine grôBere ganze Zabi m, welcbe nicbt als Summe von weniger 
als 8 dritten Potenzen darstellbar ist.“ 

,,Entweder gibt es beliebig groBe Primzablen p von der Eigenscbaft, 
daB P -h 2 ebenfaUs eine Primzabl ist, oder es gibt eine grôBte Primzabl 
von dieser Eigenscbaft." 

„Entweder bestebt für jede ganze Zabi « > 2 und beliebige positive 
ganze Zablen a,h,c die Ungleicbung a” + 6” c”, oder es gibt eine 

kleinste solcbe ganze Zabi « > 2, für welcbe die Gleicbung a’* -j- ô” = c” 
mit positiven ganzen Zablen a,b,c lôsbar ist." 

Derartige Beispiele der Zablentbeorie sind geeignet, um uns die 
einfacbsten Formen nicbtfiniter Argumentationen zu verdeutlicben. 
Dagegen wird uns in der Zablentbeorie das Erfordernis zur Überscbrei- 
tung des finiten Standpunktes nicbt wirklicb füblbar ; denn es gibt wobl 
kaum einen zablentbeoretiscb gefübrten Beweis, bei dem sicb die etwa 
benutzten nicbtfiniten ScbluBweisen nicbt durcb ziemlicb leicbte 
Modifikationen umgeben lieBen. 

Ganz anders stebt es damit in der Analysis (Infinitesimalrecbnung) ; 
bier gebôrt die nicbtfinite Art der Begriffsbildung und der Beweis- 
fübrung geradezu zur Metbode der Tbeorie. 

Wir wollen uns den Grundbegriff der Analysis, den Begriff der 
reellen Zabi, kurz vergegenwârtigen. Man definiert die reelle Zabi ent- 
weder als eine Folge bestândig wacbsender rationaler Zablen 

^1 < ^2 < ^3 < • • • . 

welcbe aile unter einer gemeinsamen Scbranke liegen, („Fundamental- 
reibe") oder als einen unendlicben Dezimalbrucb bzw. Dualbrucb, oder 
als eine Einteilung der rationalen Zablen in zwei Klassen, bei welcber jede 
Zabi der ersten Klasse kleiner ist als jede Zabi der zweiten Klasse 
(„DEDEKiNDscber Scbnitt"). 

Dabei begt die Auffassung zugrunde, daB die rationalen Zablen 
eine festumgrenzte Gesamtbeit bilden, die als ein Individuenbereich 
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betrachtet werden kann. Auch die Gesamtheit der môglichen Folgen 
von rationalen Zahlen, bzw. der môglichen Einteilungen aller rationa- 
len Zahlen wird in der Analysis als ein Individuenbereich gedacht. 

Allerdings genügt es, an Stelle der Gesamtheit der rationalen Zahlen 
die Gesamtheit der ganzen Zahlen zugrunde zu legen und an Stelle der 
Einteilungen aller rationalen Zahlen diejenigen aller ganzen Zahlen zu 
betrachten. In der Tat ist ja jede positive rationale Zahl gegegeben durch 
ein Zahlenpaar m, n, und jede rationale Zahl überhaupt lâBt sich dar- 
stellen als Differenz zweier positiven rationalen Zahlen, d. h. als ein Paar 
von Zahlenpaaren {m, n; p , q). Auch laBt sich ja jeder Dualbruch 
von der Form 

0 , ^2 ^3 • • • » 

worin , «2 . ^3 . • • • 3^6 entweder = 0 oder — 1 sind, als eine Einteilung 
aller ganzen Zahlen deuten, nâmlich als die Einteilung in solche Zahlen 
für welche «jj. = 0 ist, und solche, für welche = 1 ist, Jeder Einteilung 
der positiven ganzen Zahlen entspricht auf diese Weise umkehrbar ein- 
deutig ein Dualbruch der obigen Form, und andrerseits lâBt sich jede 
reelle Zahl darstellen als Summe einer ganzen Zahl und eines Dualbruchs 
dieser Form. 

Statt der Einteilungen kônnen wir auch Mengen von ganzen Zahlen 
betrachten; denn jede Menge von ganzen Zahlen bestimmt die Einteilung 
in solche Zahlen, die zur Menge gehôren und solche, die nicht dazu ge- 
hôren, und ist auch umgekehrt durch diese Einteilung vollstândig be- 
stimmt. — Dieselbe Bemerkung gilt auch für den DEDEKiNDschen 
Schnitt, der ebenfalls durch eine Menge von rationalen Zahlen, nâmlich 
die Menge der kleineren rationalen Zahlen vertreten werden kann. Eine 
solche Menge ist durch folgende Eigenschaften charakterisiert : 1. sie 
enthâlt mindestens eine und nicht aile rationalen Zahlen; 2. zugleich 
mit einer rationalen Zahl enthâlt sie aUe kleineren rationalen Zahlen 
und mindestens eine grôBere. 

Durch solche Umformungen wird aber die existentiale Voraus- 
setzung, die wir für die Analysis zugrunde legen müssen, nur unwesent- 
lich abgeschwâcht. Es bleibt das Erfordernis, die Mannigfaltigkeit der 
ganzen Zahlen und auch die der Mengen von ganzen Zahlen als festen 
Individuenbereich aufzufassen, für den das „tertium non datur“ Gültig- 
keit hat und mit Bezug auf den eine Aussage tiber die Existenz einer 
ganzen Zahl bzw. einer Zahlenmenge mit einer Eigenschaft 6 unabhângig 
von ihrer Deutbarkeit als Partialurteil sinnvoll ist. Wâhrend also das 
Unendlich-GroBe und das Unendlich-Kleine durch diese Théorie der 
reellen Zahlen im eigentlichen Sinne ausgeschaltet wird und nur noch 
im Sinne einer Redeweise bestehen bleibt, wird das Unendliche als Ge- 
samtheit beibehalten. Ja, man kann sagen, daB die VorsteUung von den 
unendlichen Gesamtheiten systematisch erst hier in der strengen Grund- 
legung der Analysis eingeführt und zur Geltung gebracht wurde. 
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§ 2. Die elementare Zahlen théorie. — Das finite SchlieBen. 


Um uns wirklich davon zu überzeugen, daB die Voraussetzung der 
Totalitât des Bereiches der ganzen Zahlen bzw. der rationalen Zahlen 
und ferner des Bereiches der Mengen (Einteilungen) von ganzen bzw. 
von rationalen Zahlen wesentlich in der Begründung der Analysis zur 
Anwendung kommt, brauchen wir uns nur einige von den grundlegenden 
Begriffsbildungen und Überlegungen vorzuführen. 

Wird die reelle Zabi durch eine Folge von wachsenden rationalen 

< y» < n < . . . 


definiert, so ist schon der Begriff der Gleichheit von reellen Zahlen nicht 
finit. Denn ob zwei solche Folgen von rationalen Zahlen dieselbe reelle 
Zahl definieren, hângt davon ab, ob es zu jeder Zabi in der einen Folge 
eine grôBere in der anderen Folge und umgekchrt gibt. Ein allgemeines 
Verfahren zur Entscheidung hierüber besitzen wir aber nicht. 

Geht man andererseits aus von der Définition der reellen Zahl durch 
einen DEDEKiNDschen Schnitt, so hat man zu beweisen, daB jede be- 
schrânkte Folge wachsender rationaler Zahlen einen Schnitt erzeugt, 
welcher die obéré Grenze der Folge darstellt. Diesen Schnitt erhâlt man 
als die Einteilung der rationalen Zahlen in solche, die von mindestens 
einer Zahl aus der Folge übertroffen werden, und solche, die nicht 
übertroffen werden. Das heiBt : eine rationale Zahl r wird zur ersten oder 
zur zweiten Klasse gerechnet, je nachdem es unter den Zahlen der Folge 
eine solche gibt, die > r ist, oder aile Zahlen der Folge sind. Dies ist 
wiederum keine finite Unterscheidung. 

Àhnlich verhalt es sich, wenn man die reellen Zahlen durch unendliche 
Dezimalbrüche oder durch Dualbrüche definiert. Es muB wiederum 
gezeigt werden, daB eine beschrânkte Folge rationaler Zahlen 


ri < <.. . 

einen Dezimalbruch bzw. Dualbruch bestimmt. Nehmen wir der Ein- 
fachheit halber an, es handle sich um eine Folge positiver echter Brüche; 

0 < < *2 < • • • < 1 , 
und es soll der Dualbruch 

0 , (^1 CL ^ ^2 ... 


bestimmt werden, der die obéré Grenze der Folge von Brüchen dar- 
stellt. Diese Bestimmung geschieht folgendermaBen : 

«1 ist = 0 oder = 1, je nachdem aile Brüche i nicht; 

^m+i ist = 0 oder = 1, je nachdem aile Brüche kleiner sind als 


2 ' 


^2 

4 


I , , . _L _J 1 


oder nicht. 

In allen diesen Fâllen hat man es mit Alternativen zu tun, bei denen 
es sich darum handelt, ob aile rationalen Zahlen einer gegebenen Folge 


ri,r2.r3, . . . 
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eine gewisse Ungleichung erfüllen, oder ob diese mindestens einmal eine 
Ausnahme.erleidet. Eine solche Alternative benutzt das „tertmm non 
datur“ für die ganzen Zahlen; denn es wird dabei vorausgesetzt, dafi 
entweder für aile ganzen Zahlen n als Index die rationale Zahl der 
betreffenden Ungleichung genügt, oder daB es eine ganze Zahl n gibt, für 
welche gegen die Ungleichung verstôBt. 

Mit dieser Inanspruchnahme der Gesamtheit der ganzen Zahlen als 
Individuenbereich kommen wir jedoch für die Analysis nicht aus, sondern 
wir brauchen überdies die Gesamtheit der rellen Zahlen als Individuen- 
bereich. Wie wir sahen, ist diese Gesamtheit im wesentlichen gleich- 
zusetzen mit dcrjenigen der Mengen von ganzen Zahlen 

Die Erforderlichkeit des Individuenbereiches der reellen Zahlen 
macht sich schon beim Beweise des Satzes von der oberen Grenze einer 
beschrânkten Menge von reellen Zahlen geltend. Um die Existenz der 
oberen Grenze für eine beschrânkte, also etwa im Intervall von 0 bis 1 
gelegene Menge von reellen Zahlen auf Grund der DEDEKiNDschen Dé- 
finition der reellen Zahl zu beweisen, betrachtet man die Einteilung der 
rationalen Zahlen in solche, die von einer reellen Zahl aus der Menge 
übertroffen werden, und solche, die nicht übertroffen werden. Man 
rechnet also eine rationale Zahl r zur ersten Klasse, dann und nur dann, 
wenn es in der Menge eine reeUe Zahl a > r gibt. 

Nun muB man sich klarmachen, daB eine Menge uns in der Analysis 
im allgemeinen nur durch eine definierende Eigenschaft gegeben ist, 
d. h. die Menge wird eingeführt als die Gesamtheit derjenigen reellen 
Zahlen, welche eine gewisse Bedingung 33 erfüllen. Die Frage, ob es in 
einer betrachteten Menge eine reelle Zahl a'> r gibt, kommt also darauf 
hinaus, ob es eine reelle Zahl gibt, welche grôBer als r ist und zugleich 
eine gewisse Bedingung 58 erfüllt. In dieser Fassung wird es deutlich, 
daB wir die Gesamtheit der reellen Zahlen als einen Individuenbereich 
zugrunde legen^. 

Es sei noch bemerkt, daB der beschriebene ProzeB zur Gewinnung der 
oberen Grenze auf die Bildung einer V ereinigungsmenge hinauskommt. 
In der Tat ist ja jede reelle Zahl definiert durch eine Einteilung der 
rationalen Zahlen in kleinere und grôBere bzw. durch die Menge der 
kleineren rationalen Zahlen. Die gegebene Menge von reellen Zahlen 
stellt sich hiernach dar als eine Menge 2)1 von Mengen von rationalen 
Zahlen, Und die obéré Grenze der Menge 2)î wird gebildet von der 
Monge derjenigen rationalen Zahlen, welche mindestens einer der Men- 
gen aus 2)î angehôren. Die Gesamtheit dieser rationalen Zahlen ist 
aber gerade die Vereinigungsmenge von 2)î. 

Es gelingt auch nicht etwa, die Heranziehung des Individuenbereiches 
der reellen Zahlen dadurch zu umgehen, daB man anstatt der Dedekind- 

1 Auf den hier vorliegenden Sachverhalt hat Weyl in seinér Schrift ,,Das 
Kontinuum“ (Leipzig 1918) besonders nachdrücklich hingewiesen. 
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§ 2. Die elementare Zahlentheorie. 


Das finite SchlieBen. 


schen Définition der reellen Zahlen die Définition durch eine Funda* 
mentalreihe oder durch einen Dualbruch benutzt. Vielmehr wird hier- 
durch der ProzeB nur noch komplizierter, indem noch ein rekursives 
Verfahren hinzutritt. Es sei dies kurz für den Fall der Définition der 
reellen Zahlen durch Du£dbrüche angegeben. Wir haben es dann zu tun 
mit einer Menge von Dualbrüchen 

0 , ûj ^2 ^3 • • • > 

die wiederum durch eine gewisse Bedingung 33 bestimmt ist; und die 
obéré Grenze stellt sich dar durch einen Dualbruch 

0 ) ^1 ^2 • • • > 

der folgendermaûen definiert ist: 

= 0, wenn bei allen Dualbrüchen, welche der Bedingung 33 ge- 
nügen, an erster Dualstelle 0 steht, sonst ist = i; 

— 0, wenn bei aUen Dualbrüchen, welche der Bedingung 33 
genügen, und deren erste n Dualziffern bzw, mit by,b^, . . .,h^ über- 
einstimmen, an der (n + l)ten Stelle 0 steht, sonst ist = 1. 

Hier tritt die Gesamtheit der reellen Zahlen auf als die Gesamtheit 
aller Dualbrüche, und wir machen Gebrauch von der Voraussetzung, 
daB für die aus NuUen und Einsen gebildeten unendlichen Folgen das 
,,tertium non datur“ gilt. — 

Nun ist aber auch diese Voraussetzung der Gesamtheit aller reellen 
Zahlen bzw. aller Dualbrüche als eines Individuenbereiches noch nicht 
ausreichend. Dies zeigt sich an folgendem einfachen Fall: Es sei a 
die obéré Grenze einer Menge von reellen Zahlen. Wir woUen zeigen, 
daB es eine Folge von reellen Zahlen aus der Menge gibt, welche gegen a 
konvergiert. Hierzu schlieBen wir folgendermaBen : 

Aus der Eigenschaft der oberen Grenze folgt, daB es für jede ganze 
Zabi n eine Zahl in der Menge gibt, so daB 


OL C<n Ci y 

n ^ “ 



ist. Die Zahlen bilden somit eine gegen a konvergente Folge, und sie 
gehôren aile der betrachteten Menge an. 

Wenn wir so argumentieren, so verdecken wir durch die Ausdrucks- 
weise einen prinzipiellen Beweispunkt. Indem wir nâmlich die Schreib- 
weise anwenden, denken wir uns für jede Zahl n unter denjenigen 
reellen Zahlen c, welche zu der betrachteten Menge gehôren, und die 
Ungleichung ^ 

a C, c^. a 

n 

erfüllen, eine bestimmte ausgezeichnet. 
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Hierin liegt eine Voraussetzung. Was wir unmittelbar schlieBen 
kônnen, ist nur, da 6 es zu jeder Zabi n eine Teilmenge unserer 
betrachteten Menge gibt, welche aus den Zahlen besteht, die der obigen 
Ungleichung genügen, und daB für jedes n diese Teilmenge mindestens 
ein Elément enthâlt. Nun wird vorausgesetzt, daB wir in jeder dieser 
Mengen 

9kl, alla. S!K3, .. . 


je ein Elément, in 9ki, Cg in akj, ... in 9k„, auszeichnen kônnen, 
so daB wir eine bestimmte unendliche Folge von reellen Zahlen erhalten. 

Wir haben hier einen Spezialfall des AuswahipHnzips vor uns, welches 
allgemein folgendes besagt: „Wenn es zu jedem Ding x einer Gattung ©i 
mindestens ein Ding y der Gattung ©g gibt, welches zu in der Beziehung 
ïd{x, y) steht, so gibt es eine Funktion (p, welche jedem Ding x der 
Gattung @1 eindeutig ein solches Ding q){x) der Gattung ©2 zuordnet, 
welches zu x in der Beziehung '^{x,(p[x)) steht." 

In dem vorliegenden Fall ist die Gattung ©j die der positiven ganzen 
Zahlen, ©2 die der reellen Zahlen, die Beziehung ’ià{x,y) besteht in 
der Ungleichung 

a <y -^a, 

X 

und die Funktion cp, deren Existenz aus dem Auswahlaxiom entnommen 
wird, ist die Zuordnung der reellen Zabi zu ihrer Nummer x. 

In der Anwendung des Auswahiprinzips, welches zuerst von Zermelo 
als eine besondere Voraussetzung erkannt und in mengentheoretischer 
Fassung formuliert worden ist, liegt eine weitere Art der Überschreitung 
des finiten Standpunktes vor, die über die Anwendung des ,,tertium 
non datur" noch hinausgeht. Die angestellte Betrachtung von metho- 
dischen Beispielen lehrt uns, daB die Begründung der Infinitesimal- 
rechnung, wie sie seit der Entdeckung der strengen Methoden gegeben 
wird, nicht im Sinne einer Zurückführung auf das finite zahlentheore- 
tische Denken erfolgt. Die hier vollzogene Arithmetisierung der GrôBen- 
lehre ist insofern keine restlose, als gewisse systematische Grundvor- 
stellungen eingeführt werden, die nicht dem Bereich des anschaulichen 
arithmetischen Denkens angehôren. Die Einsicht, welche uns die 
strenge Begründung der Analysis gebracht hat, besteht darin, daB 
diese wenigen Grundannahmen schon genügen, um die GrôBenlehre als 
Théorie der Zahlenmengen aufzubauen. 

Von den Methoden der Analysis werden groBe Gebiete der Mathe- 
matik beherrscht, so die Funktionentheorie, die Differentialgeometrie, 
die Topologie (Analysis situs). Der weitgehendste Gebrauch von 
nichtfiniten Annahmen, noch weit über die Voraussetzungen der 
Analysis hinaus, wird in der allgemeinen Mengenlehre gemacht, deren 
Methoden auch in die neuere abstrakte Algebra und in die Topologie 
eingreifen. 
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§ 2. Die elementare Zahlentheorie. — Das finite SchlieQen. 


Die Arithmetik in ihrer üblichen Behandlung entspricht somit 
keineswegs dem finiten Standpunkt, sondern beruht wesentlich auf 
hinzutretenden Prinzipien des SchlieBens. Wir sehen uns daher, wenn 
wir die Arithmetik in ihrer vorhandenen Form beibehalten woUen 
und andererseits die Anforderungen des finiten Standpunktes unter 
dem Gesichtspunkt der Evidenz anerkennen, vor die Aufgabe gestellt, 
die Anwendung jener Prinzipien, mit denen wir über das finite Denken 
hinausgehen, durch einen Nachweis ihrer Widerspruchsfreiheit zu recht- 
fertigen. Wenn ein solcher Nachweis für die Widerspruchsfreiheit der 
üblichen arithmetischen SchluBweisen gelingt, so haben wir damit auch 
die Gewâhr, daC die Ergebnisse dieser SchluBweisen niemals durch eine 
finite Feststellung oder eine finite Überlegung widerlegt werden kônnen ; 
denn die finiten Methoden sind ja in der üblichen Arithmetik inbegriffen, 
und eine finite Widerlegung eines mit den üblichen Mitteln der Arithmetik 
bewiesenen Satzes würde daher einen Widerspruch innerhalb der üblichen 
Arithmetik bedeuten. 

Wir kommen so auf das im § 1 gestellte Problem zurück. Nun bleibt 
aber noch die Frage zu béant worten, von welcher die Betrachtungen 
dieses Paragraphen ausgingen: ob wir nicht, anstatt einen Unmôglich- 
keitsbeweis für das Auftreten eines Widerspruchs in der Arithmetik an 
Hand der Formalisierung der Schlüsse zu führen, einfacher direkt ohne 
zusâtzliche Annahmen die ganze Arithmetik begründen und damit 
jenen Unmôglichkeitsbeweis entbehrlich machen konnen. 

Die Antwort hierauf ist zum einen Teil bejahend, zum anderen ver- 
neinend. Nâmlich was die Môglichkeit einer direkten finiten Begründung 
der Arithmetik, in einem für die praktischen Anwendungen ausreichenden 
Umfange, betrifft, so ist diese durch die Untersuchungen von Kronecker 
und von Brouwer aufgezeigt worden. 

Kronecker, der als erster die Anforderungen des finiten Stand- 
punktes geltend gemacht hat, ging darauf aus, die nichtfiniten SchluB- 
weisen allenthalben aus der Mathematik auszuschalten. In der Théorie 
der algebraischen Zahlen und Zahlenkôrper ist er damit zum Ziel ge- 
kommen^. Hier gelingt auch die Einhaltung des finiten Standpunktes 
noch in solcher Weise, daB man von den Sâtzen und Beweismethoden 
nichts Wesentliches aufzugeben braucht, 

Nachdem die Problemstellung Kronecker s lange Zeit hiridurch 
gânzlich abgelehnt worden war, hat in neuerer Zeit Brouwer sich an 
die Aufgabe gemacht, die Arithmetik unabhângig von dem Satz vom 
ausgeschlossenen Dritten zu begründen, und hat im Sinne dieses Pro- 
gramms erhebliche Teile der Analysis und Mengenlehre entwickelt*, 

^ Die Ergebnisse dieser Untersuchungen wurden von Kronecker nicht 
systematisch publiziert, sondern nur in Vorlesungen mitgeteilt. 

2 Ein ausführliches Verzeichnis der Verôffentlichungen Brouwers ûber diesen 
Gegenstand findet sich in dem Lehrbuch von A. Fraenkel: ,,Einleitung in die 
Mengenlehre Dritte Auflage. Berlin: Julius Springer 1928. 
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Allerdings müssen bei diesem Verfahren wesentliche Sâtze preisgegeben 
und betrâchtliche Komplikationen der Begriffsbildung in Kauf ge- 
nommen werden, 

Der methodischc Standpunkt des „Intuitionismus“, den Brouwer 
zugrunde legt, bildet eine gewisse Erweiterung der finiten Einstellung 
insofern, als Brouwer zulâBt, daB eine Annahme über das Vorliegen 
einer Folgerung bzw. eines Beweises eingeführt wird, ohne daB die 
Folgerung bzw. der Beweis nach anschaulicher Beschaffenheit bestimmt 
ist. So sind z. B. vom Standpunkt Brouwers Sâtze zugelassen von der 
Form „wenn unter der Voraussetzung der Satz 58 gilt, so gilt auch 

oder auch ,,die Annahme, daB 31 widerlegbar sei, führt auf einen 
Widerspruch" bzw. nach Brouwers Ausdrucksweise : ,,die Absurditât 
von 3Ï ist absurd“. 

Eine derartige weitere Fassung des finiten Standpunktes, welche 
erkenntnistheoretisch darauf hinauskommt, daB man zu den anschau- 
lichen Einsichten noch Überlegungen allgemein logischen Charakters 
hinzunimmt, erweist sich als erforderlich, wenn man mittels der finiten 
Betrachtungen über einen gewissen elementaren Bereich hinaus gelangen 
will. Wir werden in einem vorgerückten Stadium unserer Betrachtun- 
gen auf dieses Erfordernis hingeführt werden. 

Wenngleich nun durch die genannten Untersuchungen cin Weg ge- 
wiesen ist, wie man sich in der Mathematik weitgehend ohne die nicht- 
finiten SchluBweisen behelfen kann, so wird doch damit ein Nachweis für 
die Widerspruchsfreiheit der üblichen Methoden der Arithmetik keines- 
wegs entbehrlich gemacht. Denn die Vermeidung der nichtfiniten Metho- 
den des SchlieBens erfolgt nicht im Sinne einer vollen Ersetzung dieser 
Methoden durcli andere Überlegungen, vielmehr gelingt sie in der Ana- 
lysis und den an sie anschlieBenden Gebieten der Mathematik nur um 
den Preis einer wesentlichen EinbuBe an Systematik und Beweis- 
technik. 

Dem Mathematiker kann aber nicht zugemutet werden, eine solche 
EinbuBe ohne zwingenden Grund hinzunehmen. Die Methoden der 
Analysis sind in einem AusmaB erprobt, wie wohl sonst kaum eine 
wissenschaftliche Voraussetzung, und sie haben sich aufs glânzendste 
bewâhrt. Wenn wir diese Methoden unter dem Gesichtspunkt der 
Evidenz kritisieren, so entsteht für uns die Aufgabe, den Grund für 
ihre Anwendbarkeit aufzuspüren, so wie wir es überall in der Mathematik 
tun, wo ein erfolgreichcs Verfahren auf Grund von Vorstellungen geübt 
wird, die an Evidenz zu wünschen übriglassen. 

Es ist also, sofern wir den finiten Standpunkt einnehmen, ein 
nicht abzuweisendes Problem, uns betreffs der Anwendbarkeit der 
nichtfiniten Methoden eine klare Einsicht zu verschaffen, und so- 
fern uns unser Vertrauen auf diese Methoden nicht tâuscht, kann 
diese Einsicht nur darin bestehen, daB wir GewiBheit darüber er- 
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halten, daB diese üblichen arithmetischen Methoden niemals zu 
einem nachweislich falschen Ergebnis führen kônnen, genauer gesagt, 
daB die Ergebnisse ihrer Anwendung sowohl miteinander wie auch 
mit jeder vorn finiten Standpunkt ersichtlichen Tatsache im Einklang 
stehen. 

Dieses Problem ist aber kein anderes als das eines Nachweises der 
Widerspruchsfreiheit unserer üblichen Arithmetik. 

Zur Behandlung dieses Problems habeii wir im § 1 bereits die in der 
symbolischen Logik ausgebildete Méthode der Formalisierung des 
logischen SchlieBens in Aussicht genommen. Diese Méthode erfüllt 
jedenfalls die Bedingung, daB durch sic die Aufgabe des geforderten 
Nachweises der Widerspruchsfreiheit — sofern die vollstândige Formali- 
sierung der üblichen Arithmetik gelingt — zu einem finiten Problem 
gemacht wird. Denn wenn die übliche Arithmetik formalisiert ist, d. h. 
ihre Voraussetzungen und SchluBweisen in Ausgangsformeln und Regeln 
der Ableitung übersetzt sind, so stellt sich ein arithmetischer Beweis 
als eine anschaulich überblickbare Aufeinanderfolge von Prozessen dar, 
deren jeder einem von vornherein angegebenen Bestande von in Be- 
tracht kommenden Handlungen angehôrt. Wir haben also dann grund- 
sâtzlich dieselbe methodische Sachlage wie in der elementaren Zahlen- 
theorie, und so wie es dort gelingt, Unmôglichkeitsbeweise in finitem 
Sinne zu führen, z. B. dafür, daB es nicht zwei Ziffern nt, n geben 
kann derart, daB 

m • m = 2 • n • n , 


so ist es auch ein finites Problem, zu zeigen, daB es in der formalisier- 
ten Arithmetik nicht zwei Beweise geben kann derart, daB die End- 
formel des einen mit der Négation der Endformel des anderen über- 
einstimmt. 

Von einer Lôsung dieses Problems sind wir allerdings noch weit 
entfernt. Doch sind in der Verfolgung dieses Zieles bereits mannigfache 
lohnende Ergebnisse gewonnen worden, und es hat sich auf diesem Wege 
ein neues Feld der Forschung erôffnet, indem die Formahsierung des 
logischen SchlieBens zu einer systematischen Beweistheorie verwertet 
wurde, welche die Frage nach der Tragweite der logischen SchluBweisen, 
die von der traditioneUen Logik nur in einer sehr speziellen Form ge- 
stellt und gelôst wurde, in systematischer Allgemeinheit behandelt und 
durch deren Untersuchungsmethode die Problème der Grundlagen der 
Mathematik mit den logischen Problemen in unmittelbaren Zusammen- 
hang treten. 

Diese Bew’eistheorie, auch ,,Metamatheniatik“ genannt, soll im 
folgenden entwickelt werden. Wir beginnen mit der Formalisierung 
des SchlieBens, die wir zunâchst unabhângig von der Anwendung auf 
die Arithmetik' darlegen wollen. 
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§ 3. Die Formalisierung des logischen Schliefiens 1: 

Der Âussagenkalkul. 

Bereits im § 1 haben wir uns mit der logischen Symbolik vertraut ge- 
macht. Sie diente uns dort als eine Formelsprache, an Hand deren wir uns 
die Struktur von mathematischen Axiomen deutlich vor Augen führten. 
Jetzt woUen wir mit Hilfe dieser Formelsprache zu einer Formalisierung 
der logischen Schlüsse gelangen. Das logische SchlieBen soll nachgebildet 
werden durch ein âuBeres Handeln nach bestimmten Regeln. 

Der Schritt, den wir hiermit vollziehen, ist analog dem Übergang 
von der inhaltlichen zur formalen Axiomatik. So wie wir da von der 
sachlichen Bedeutung der betrachteten Gegenstande und Beziehungen 
abstrahieren und nur noch auf die formale Struktur der Zusammen- 
hânge achten, so schalten wir auch jetzt die inhaltliche Bedeutung 
der logischen Verknüpfungen und der SchluBfolgerungen aus und 
ziehen nur deren formale Struktur in Betracht. 

Ehe wir daran gehen, das System der Regeln des SchlieBens im 
Sinne dieses formalen Standpunktes aufzustellen, müssen wir zunâchst 
als wichtige Hilfsdisziplin die elementare Aussagenlogik behandeln, die 
sich am einfachsten als eine inhaltlich-kombinatorische Théorie der 
,,Wahrheüsfunktionen“ entwickeln lâBt. 

Hierzu knüpfen wir an die Betrachtung derjenigen Aussagenverbin- 
dungen an, für die wir schon im ersten Paragraphe!! Symbole ein- 
geführt haben: die Konjunktion, die Disjunktion, die Implikation, 
die Négation. Wir wollen uns klarmachen, inwiefern diese logischen 
Bildungen den Charakter von Wahrheitsfunktionen haben. 

Nehmen wir als Beispiel die Konjunktion. Sind 5t, irgendwelche 
Sâtze, von denen feststehe, daB sie eindeutig entweder wahr oder falsch 
sind, dann ist auch ^ gg 


entweder wahr oder falsch, und wir brauchen zur Feststellung, welcher 
der beiden Fâlle vorliegt, nichts von dem genauen Inhalt der Sâtze 
?1, 93 zu wissen, sondern es kommt allein darauf an, ob 91 und ob 93 wahr 
bzw. falsch ist. In der Tat ist ja 91 & 93 dann und nur dann wahr, wenn 
sowohl 91 wie 93 wahr ist. 

Wir kônnen demnach die Konjunktion auffassen als eine Funktion 
zweier Argumente A, B, deren jedes die Werte ,,wahr“, ,, falsch" an- 
nehmen kann und welche jedem Wertsystem der Argumente wiederum 
einen der beiden Werte ,,wahr‘‘, ,, falsch" als Funktionswert zuordnet. 
Der Verlauf dieser Funktion stellt sich durch folgendes Schéma dar: 

B 

wahr falsch 


wahr 

falsch 


wahr 

falsch 

falsch ! 

falsch 
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Hier entspricht jedem der vier Felder je eine der vier Kombinationen 
von Wahrheitswerten für die Argumente A, B, und der in das Feld 
eingetragene Wahrheitswert ist der zugehôrige Funktionswert. 

Im gleichen Sinne wie die Konjunktion lâBt sich auch die Dis- 
junktion, die Négation und die Implikation als Wahrheitsfunktion 
deuten. Die Négation A ist eine Funktion von nur cinem Argument, 
welche durch das Schéma 


r wahr 

falsch 

1 falsch 

wahr 


dargestellt wird, d. h. A ist wahr oder falsch, je nachdem A falsch oder 
wahr ist. 

Das Schéma àor Disjunktion AM B lautet: 


B 



wahr 

falsch 

( wahr 

wahr 

wahr 

1 falsch 



wahr ; 

falsch 


d. h. .4 V B ist wahr, wenn mindestens eines der Argumente A, B den 
Wert ,,wahr“ hat. 

Die Implikation 2t -> 33 haben wir im § 1 direkt als Wahrheitsfunktion 
erklârt, nâmlich als diejenige, die den Wert ,, falsch" hat, wenn A wahr 
und B falsch ist, und sonst den Wert ,,wahr" hat. Das Schéma dieser 
Wahrheitsfunktion lautet also 


H 



wahr 

falsch 

i wahr 

wahr 

falsch 

* falsch 

wahr 

wahr 


Die Auswahl der genannten vier Wahrheitsfunktionen erfolgt in 
Anlehnung an die Sprache; die Konjunktion, die Négation, die Dis- 
junktion und die Implikation sind den Worten ,,und", ,,nicht", ,,oder", 
„wenn — so“ der Sprache zugeordnet. Und zwar stellt sich diese 
Zuordnung folgendermaBen dar: Für jede der vier Wahrheitsfunktionen 
besteht die (notwendige und hinreichende) Bedingung ihrer Wahrheit 
in derjenigen Verknüpfung der Wahrheit der Argumente, welche sich 
mittels des zugeordneten Wortes ausdrückt; d. h. die Bedingung der 
Wahrheit besteht 

für die Konjunktion A SlB darin, daB A wahr ist uncL B wahr ist, 

,, „ Négation À „ „ nicht A wahr ist, 

,, ,, Disjunktion A y B ,, „ A wahr ist oder B wahr ist, 

,, ,, Implikation A B „ ,, .4 wahr ist, so B wahr ist. 
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Wir verwenden die den vier Wahrheitsfunktionen zugeordneten 
Wôrter beim Lesen der Formeln zur Angabe der Wahrheitsfunktionen, 
wobei wir uns darüber klar sein müssen, daB diese Verwendung sich 
nicht immer mit dem Sprachgebrauch deckt^. 

Noch eine andere Wahrheitsfunktion wollen wir einführen, die der 
,,Âquivalenz“ A~ B. Durch diese wird die Übereinstimmungzweier Aus- 
sagen ini Wahrheitswert zum Ausdruck gebracht, eine Beziehung, für die 
wir im Sprachgebrauch kein Wort zur Verfügung haben. Das Schéma 
dieser Wahrheitsfunktion lautet: 

B 

wahr faisch 

i wahr 
faisch 

d. h. B ist wahr, wenn A , B beide wahr oder beide faisch sind, 
andernfalls ist A ~ JB faisch. 

An die Einführung der fünf Wahrheitsfunktionen knüpfen sich 
sogleich einige Bemerkungen und Fragestellungen. Zunâchst fâllt es 
sofort auf, daB diese Funktionen nicht voneinander unabhângig sind. 
Des Genauercn zeigt sich, daB eine jede von ihnen sowohl durch 
Négation und Konjunktion, wie durch Négation und Disjunktion, wie 
auch durch Négation und Implikation darstellbar ist. 

Um uns kurz ausdrücken zu kônnen, wollen wir zwei Aussagen- 
verknüpfungen durch einander ,,ersetzbar“ nennen, wenn sie dieselbe 

^ Die sprachlichen Aussagen-Verknüpfungen sind Verkntipfungen der Aus- 
sagen selbst, nicht ihrer Wahrheitswerte. Dieser Unterschied macht sich aller- 
dings für die Konjunktion und die Négation nicht fühlbar, wohl aber für die 
disjunktive und die hypothetische Verknüpfung. Die Bedeutung einer Aussage 
,,'31 oder 33" ist, daû 33 Môglichkeiten sind, die zusammen den Bereich der 
Môglichkeiten in einer Hinsicht erschôpfen. Eine Aussage ,,wenn 21, so 33" bringt 
einen Zusammenhang zum Ausdruck, zufolge dessen das Zutreffen von 21 ein 
Erkenntnisgrund für das Zutreffen von 33 ist. In beiden Fâllen lâût sich der Inhalt 
der Aussage nicht einfach als eine Beziehung zwischen den Wahrheitswerten von 
21 und 33 ausdrücken. 

Hieraus erklüren sich die Diskrepanzen, welche sich ergeben, wenn man dis- 
junktive und hypothetische Satzverbindungen einerseits als Wahrheitsfunktionen, 
andererseits geniaB dem Sprachgebrauch interpretiert. Bilden wir z. B. aus dem 
falschen Satz ,,der Schnee ist schwarz" und dem wahren Satz ,,der Schnee ist 
weiû" die Satzverbindungen ,,der Schnee ist schwarz oder der Schnee ist weiB", 
,,wenn der Schnee schwarz ist, so ist der Schnee weiB", so sind diese als Wahrheits- 
funktionen beide wahr, nâmlich die erste ist eine wahre Disjunktion, die zweite 
eine wahre Implikation; dagegen wird man sie gemâB dem Sprachgebrauch jeden- 
falls nur mit Widerstreben als wahre Urteile anerkennen. 

Diese Schwierigkeit ist in betreff der Implikation vielfach vermerkt worden; 
auf den analogen Sachverhalt bei der Disjunktion hat insbesondere P. Hertz 
hingewiesen. Vgl. den Vortrag „Über Axiomensysteme beliebiger Satzsysteme‘‘ 
Ann. d. Philos, Bd. 8 (1928) Heft 6, sowie auch „Vom Wesen des Logischen, , . 
Erkenntnis Bd. 2, (1932) Heft 5/6. 


wahr 

faisch 

faisch 

wahr 
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Wahrheitsfunktion darstellen. Die eben aufgestellten Behauptungen 
ergeben sich aus folgenden Beziehungen der Ersetzbarkeit, die man 
leicht nachprüfen kann; es ist ersetzbar: 

B durch {A & B) V {A & B) 
sowie durch {A ^ B) Sc {B -> A), 

A B durch À M B, 

A y B durch A B 
sowie durch A 8c B, 

A 8i B durch A M B. 

Es besteht noch eine weitergehende Reduktionsmôglichkeit. Nâmlich 
die fünf betrachteten Wahrheitsfunktionen lassen sich aile durch eine 
einzige sechste darstellen. Als .solche kann die Funktion 

Ay B , ,,A besteht nicht zusammen mit B“ , 

,,A und B schlieBen einander aus", 

gewâhlt werden^, welche falsch ist, wenn A und B beide wahr sind, 
und sonst wahr ist, sowie auch die Funktion 

A 8c B, ,,weder A noch B“ 

welche wahr ist, wenn A und B beide falsch sind, und sonst falsch ist ; 
d. h. durch jede dieser beiden Wahrheitsfunktionen für sich allein kônnen 
unsere betrachteten Wahrheitsfunktionen ausgedrückt werden. 

Der Nachweis hierfür ist sehr einfach: Führt man für die durch 
Ay B dargestellte Wahrheitsfunktion das SHEFFERsche Symbol A\B 
ein, so ist, wie man leicht verifiziert, 

A ersetzbar durch A\A , 

A 8c B durch {A\B)\{A'\B) , 

und mittels der Négation und der Konjunktion sind, wie wir wissen, 
die Disjunktion, die Implikation und die Àquivalenz darstellbar. 

Ganz entsprechend ergibt sich die Ausdrückbarkeit der fünf Wahr- 
heitsfunktionen durch die Verknüpfung ,,wedcr-noch". — 

Von der Betrachtung der Beziehungen der Ersetzbarkeit gelangen 
wir zum ,, Aussagenkalkul" , indem wir aus diesen Beziehungen Regeln 
der Umformung von Aussagenverbindungen entnehmen. Dieses Um- 
formen ist hier im Sinne der gegenseitigen Ersetzbarkeit zu ver- 
stehen, d. h. ein gegebener Ausdruck wird durch einen anderen ersetzt, 
der dieselbe Wahrheitsfunktion darstellt. Dabei handelt es sich um 
solche Ausdrücke, die aus Variablen A, B, .. . mittels der Symbole 
&, , V, ~ gebildet sind. 

^ Die Entdeckung dieser einfachen und interessanten Tatsache der Logik 
ist dem 20. Jahrhundert vorbehalten geblieben; sie stammt von Sheffer: Amer. 
Math. Soc. Trans. Bd. 14 (1913). 
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Aus der Bedeutung der Ersetzbarkeit entnehmen wir zunâchst 
folgende allgemeinen Substitutionsregeln : 

Si : Es sei ein Ausdruck U durch ersetzbar; A K seien die 
in U, ® vorkommenden Variablen, und es entstehe U' aus U, ÎB' aus 
indem für die Variablen A, K die Ausdrücke 91, . . il gesetzt 
werden; dann ist auch U' durch 95' ersetzbar. 

5 2 : Es sei der Ausdruck U durch 95 ersetzbar, der Ausdruck Ê ent- 
halte U als Bestandteil, und aus ® entstehe (£', indem an Stelle des Bestand- 
teils U der Ausdruck 95 gesetzt werde; dann ist © durch ersetzbar. 

Wir stellen ferner eine Keihe von spezielleren Ersetzbarkeiten, die 
sich aus den Definitionen der Wahrheitsfunktionen in Verbindung mit 
der Regel Si ergeben, als „ Ersetzungsregeln" zusammen. (Die groBen 
deutschen Buchstaben bedeuten Ausdrücke der betrachteten Art.) 

1. Regeln für die Konjunktion und Disjunktion: 

a) 91 & 21 sowie auch 21 V 21 ist durch 21 ersetzbar. 

b) Die Konj unktion und Disj unktion ist assoziativ und kommutativ. 

c) Es gilt ein beiderseitiges distributives Gesetz^: 

(21 tSc 93) V © ist ersetzbar durch 21 V (5 & 93 V (£ , 

21 V 93 & (£ ist ersetzbar durch (21 & 6) V (93 & Ê) . 

2. Regeln für die Négation: 

a) ^ ist durch 21 ersetzbar. 

b) 21 & 93 ist durch ^ V ^ ersetzbar 

21 V 93 ist durch 21 & ^ ersetzbar. 

Diese Regeln 1 und 2 bringen die formalen Eigenschaften der 
Konjunktion, Disjunktion und Négation zum Ausdruck. Dazu kommt 
eine andere Art von Ersetzungsregeln, die sich aus der Feststellung 
ergeben, daB die Funktion A W À sowie auch A \/ A y B stets den 

Wert ,,wahr‘‘, die F'unktion A & A sowie auch A & A & B stets den 

Wert ,,falsch‘‘ hat. 

3 . Regeln der Kürzung und Erweiterung: 

a) 21 & 93 V 93 sowie auch 

21 & 93 V 93 V ist durch 21 ersetzbar; 

b) 21 V (93 & 93) sowie auch 

21 V (93 & ^ & ®) ist durch 21 ersetzbar. 

Ferner brauchen wir die früher schon genannten Umformungen, 
mittels deren sich -> und ~ durch &, V, ” ausdrücken lassen : 

4 . Regeln der Elimination bzw. der Einführung von Implikation 
und Âquivalenz: 

a) 21 -> 93 ist ersetzbar durch 21 V 95, 

b) 21 ~ 93 ist ersetzbar durch (21 & 93) V (21 & ^). 

1 Betreffs der Schreibweise sei an unsere Vereinbarung erinnert, daû für 
die Trennung von Ausdrücken & den Vorrang haben soll vor V. 

Hilbert-Bernays, Gruiidlagen der Mathematik I. 4 
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Als Anwendungsbeispiele für diese Regeln seien einige Umformungen 
durchgeführt. 

Nach dcr Regel 4 a) ist durch V 58 ersetzbar. Nehmen wir 

hier für 91 die Variable A, für 58 den Ausdruck R -> C, so ergibt sich, 
dafi 


A -> {B C) durch A V (R -> C) 

ersetzbar ist. 

In dem letzten Ausdruck kann [nach Regel 4 a) und S 2]^ B ^ C 
durch BMC ersetzt werden, so daB wir als Umformung von 


A -> (R C) 

den Ausdruck 

A V (R V C) 

und, wegen des assoziativen Charakters der Disjunktion [Regel 1 b)], 
auch den Ausdruck 

Â V R V C . 


erhalten. Hier kônnen wir AM B zusammenfassen und dafür [Regel 2 b)] 
A & R setzen. Somit erhalten wir: 


A & BMC, 

und hierfür kann [Regel 4 a)] 

(A & R) -> C 

gosetzt werden. Auch dieser Ausdruck ist somit durch 

A > (R > C) 

ersetzbar. 

Da ferner A & R durch R & A ersetzbar ist [Regel 1 b)], so ergibt 
sich, daB 

A - > (R C) durch R > {A C) 

ersetzbar ist. 

Betrachten wir jetzt den durch vordere Klammerung gebildeten 
Ausdruck 

(A -> R) - C; 

eliminieren wir hier nach Regel 4 a) die beiden Implikationen, so er- 
halten wir 

A V R V C. 

Hierin ist A V R ersetzbar durch A & R [Regel 2 b)] und weiter durch 
A & R [Regel 2a)], also ergibt sich: 

(A & R) V C, 

1 Die Anwendung der Substitutionsregel S 2 soll im folgenden nicht jedesmal 
eigens erwàhnt werden. 
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wofür wir auch nach dem distributiven Gesetz [Regel 1 c)] 

^ V C & S V C 

setzen kônnen. Durch diesen Ausdruck ist also {A -*■ B) C ersetzbar. 
Durch dieselbe Umformung erhalten wir aus 

den Ausdruck ^ 

Ay B &By B, 

und wegen des kommutativen Gesetzes für die Disjunktion [Regel 1 b)]: 

A y B & B y B. 


Hier kann nun nach der Kürzungsregel 3 a) das zweite Konjunktionsglied 
weggelassen werden, so daO wir 

A y B als Umformung von {A B) -* B 

erhalten. Wir finden hier also, daB die Disjunktion durch die Implikation 
allein darstellbar ist. 

Betrachten wir die Négation d(‘r Implikation: 

A~n3. 


Hierfür erhalten wir zunâchst [nach Regel 4 a)] 

A y B, 

hieraus weiter [nach Regel 2 b)] 

À de B 

und, da A durch A ersetzbar ist [Regel 2 a)]: 

A 8c B. 


Nun ist A B ersetzbar durch A ^ B [Regel 2 a)], also auch durch 


A & B; 

dies ist die Darstellung der Implikation durch Konjunktion und Né- 
gation. 

Für die Àquivalenz A ~ B haben wir gleich zu Anfang zwei Dar- 
stellungen gegeben : 

{A 8c B) y {À 8c B) 

sowie 

{A -> B) 8c {B A). 

Aus diesen ergibt sich zunâchst auf Grund des kommutativen Gesetzes 
für die Konjunktion [Regel 1b)] die Ersetzbarkeit von H ~ B durch 
B ~ A. Bilden wir von dem Ausdruck {A > B) & {B -*■ A) die Négation, 
so erhalten wir [nach 2 b)] 

{À ->"B) V {B ->~A). 


4 * 
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Hier kann, wie eben festgestellt, 

A B durch A B 

und ebenso 

B A durch B & A 

ersetzt werden, so daB wir im ganzen erhalten; 

{A & B) y {B & A). 

Diese Aussagenverbindung stellt das ausschliejSende „oder“ dar; denn 
sie ist dann und nur dann wahr, wenn eines der Argumente A, B den 
Wert „wahr“ und das andere den Wert ,,falsch‘‘ bat, Diese Wahrheits- 
funktion ist offenbar, ebenso wie die Konjunktion, die Disjunktion 
und die Àquivalenz, symmetrisch in A, B. 

Da B & A auch durch A & B [wegen der Kommutativitât der 
Konjunktion [Regel 1 b)] und nach 2 a)] ersetzbar ist, so erhalten wir 
für das ausschlieBende ,,oder'‘ auch die Darstellung 

{A&B)y {A & B), 

die wiederum, auf Grund der Darstellung (^ & J5) V (A & B) für die 
Àquivalenz, durch 

A--B 

ersetzt werden kann. 

Wir finden somit, daB die Négation der Àquivalenz ersetzbar ist 
durch das ausschlieBende ,,oder“ sowie auch durch 

und daher auch, auf Grund der Symrnetrieeigenschaft der Àquivalenz, 
durch 

À- B. 

Von den vier Ausdrücken; 

A~B, À-B 

stellt somit der erste und vierte die Àquivalenz, der zweite und dritte 
das ausschlieBende ,,oder“ dar. 

In dieser Weise führt uns die Théorie der Wahrheitsfunktionen auf 
einen Aussagenkalkul. Einen systematischen Überblick über diesen 
Kalkul gewinnen wir aus einigen allgemeinen Betrachtungen, die sich 
an die Ersetzungsregeln knüpfen. 

Zunâchst einmal fâllt auf, daB in den Ersetzungsregeln 1 bis 3 
Konjunktion und Disjunktion voUkommen symmetrisch auftreten, 
so daB das System dieser Regeln ungeândert bleibt, wenn man überall 
& mit V vertauscht. Die hierin zum Ausdruck kommende ,,Dualüàt“ 
findet ihre Erklârung darin: die Konjunktion und Disjunktion stehen 
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als Wahrheitsfunktionen in der Beziehung, daB man die eine ans der 
anderen erhâlt, indem man sowohl in den Argumentwerten wie im 
Funktionswert überall „wahr“ und ,,falsch“ miteinander vertauscht. 
Man verifiziert das leicht durch Vergleichung der Schemata für & und V. 

Für die Algebra der Logik, d. h. für die Verfolgung der Analogie 
zwischen dem Aussagenkalkul und der Algebra, wie sie sich aus den 
Ersetzungsregeln i ergibt, bat diese Dualitât zur Folge, daB es uns 
freisteht, welche von den beiden Verknüpfungen &, V wir als Sunime 
und welche als Produkt ansehen woUen. In der Tat haben wir ja hier 
im Aussagenkalkul zwei distributive Gesetze. Die in der Literatur 
vorherrschende Auffassung der Konjunktion als „logisches Produkt", 
der Disjunktion als „logische Summe" entspricht dem Standpunkt der 
Umfangslogik, wâhrend die umgekehrte Zuordnung vom Standpunkt 
der Inhaltslogik die natürliche ist. 

Die Bedeutung der Ersetzungsregeln liegt vor allem darin, daB sie 
uns ein Verfahren geben, um jeden aus den betrachteten Wahrheits- 
funktionen gebildeten Ausdruck in gewisse Normalformen über- 
zuführen^. 

Die Regeln 4 gestatten zunâchst, die Zeichen ~ und - ► zu ent- 
fernen Sodann kônnen wir durch wiederholte Anwendung der Regeln 2 
erreichen, daB der Negationsstrich nur über den einzehien Variablen 
steht und daB auch keine mehrfachen Negationen vorkommen. Nun- 
mehr konnen wir mit Hilfe der Regeln 1 b), le) aUe Klammern weg- 
schaffen, indem wir im Sinne des einen oder des anderen der beiden 
distributiven Gesetze ,,ausmultiplizieren". Je nachdem wir das erste 
oder das zweite distributive Gesetz anwenden, gelangen wir zu einer 
konjunktiven oder einer disjunktiven Normalform. 

Eine konjunktive Normalform besteht aus konjunktiv verbundenen 
einfachen Disjunktionen, eine disjunktive Normalform aus disjunktiv 
verbundenen einfachen Konjunktionen, wobei unter einer „einfachen" 
Disjunktion bzw. Konjunktion eine solche zu verstehen ist, deren 
Glieder entweder Variable oder einmal überstrichene Variable sind. 
Zu berner ken ist dabei, daB die Konjunktion oder Disjunktion evtl. 
nur aus einem einzigen Gliede zu bestehen braucht. Die durch das 
beschriebene Verfahren erhaltene Normalform stellt dieselbe Wahrheits- 
funktion dar wie der Ausdruck, von dem wir ausgegangen sind. 

Als Beispiel für die Herstellung einer konjunktiven und einer dis- 
junktiven Normalform wollen wir den Ausdruck 

^ B) ~ C 

behandeln. Die Anwendung der Regeln 4 ergibt 
(A VR&C) V{lVR&Q. 

^ Die Anwendung der Regel S 2 ist hier wiederum inbegriffen. 
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Der in der zweiten Klammer stehende Ausdruck 


AM B8cC 

ergibt nach Anwendung von 2 b) 

(3 & 1 ) & C 

und nach 2 a) : 

{A &B)& C, 

so daB wir im ganzen erhalten; 

{A MB & C) V {{A & B) &C). 

Hieraus gewinnen wir durch Anwendung des ersten distributiven Ge- 
setzes und Weglassung unnôtiger Klammern den Ausdruck: 

ÂM BMA &ÀMBMB&AMBMC&CMA & CMB&CMC. 

Dieser Ausdruck ist eine konjunktive Normalform. Durch die An- 
wendung des zweiten distributiven Gesetzes erhalten wir aus dem vor- 
letzten Ausdruck die disjunktive Normalform 

{Â&C)M {B &C)M {A &: B 8c C). 

Die konjunktive Normalform bietet ein bequemes Verfahren, um 

festzustellen, ob ein Ausdruck für jede Wertverteilung der Variablen 

den Wert ,,wahr“ hat. Ein Ausdruck von dieser Eigenschaft môge 

,,identisch wahr“ genannt werden. 

Haben wir einen Ausdruck in eine konjunktive Normalform über- 

geführt, so kônnen \vir, ohne die verschiedenen Wertverteilungen 

durchzugehen, direkt aus der Gestalt der Normalform ersehen, ob die 

durch sie dargestellte Wahrheitsfunktion identisch wahr ist. Das 

notwendige und hinreichende Kriterium besteht darin, daB in jeder 

der konjunktiv verbundenen einfachen Disjunktionen mindestens eine 

Variable sowohl unüberstrichen wie auch überstrichen als Glied auftritt. 

DaB dieses Kriterium hinreichend ist, ergibt si ch leicht daraus, 

daB der Ausdruck . . , ^ „ 

AM AM B 

immer den Wert ,,wahr“ hat. DaB es notwcndig ist, sieht man folgender- 
maBen ein: Damit eine Konjunktion identisch wahr ist, muB jedes 
einzelne Glied identisch wahr sein. In einer identisch wahren konjunk- 
tiven Normalform muB also jede der einfachen Disjunktionen identisch 
wahr sein. Damit ferner eine einfache Disjunktion identisch wahr ist, 
muB in ihr mindestens eine Variable sowohl ohne Négation wie mit 
Négation als Glied auftreten; denn kâme jede Variable entweder nur 
unüberstrichen oder nur überstrichen vor, so würde die Disjunktion 
den Wert „falsch“ erhalten, indem wir den unüberstrichenen Variablen 
den Wert ,,falsch‘‘, den überstrichenen den Wert „wahr“ beilegen. 
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Das hiermit gewonnene Entscheidungsverfahren hat sein duales 
Gegenstück: wir kônnen an Hand der disjunktiven Normalform in 
ganz analoger Weise entscheiden, ob ein Ausdruck für aile Wertsysteme 
der Variablen den Wert ,,falsch“ hat, also „identisch falsch" ist. 

Dabei besteht folgender Zusammenhang : Ein Ausdruck 91 ist dann 
und nur dann identisch wahr, wenn 91 identisch falsch ist. Ferner gilt: 
eine Disjunktion ist dann und nur dann identisch falsch, wenn jedes 
Glied identisch falsch ist. — Man beachte aber, dafi eine Disjunktion 
sehr wohl identisch wahr sein kann, ohne daB eines der Glieder identisch 
wahr ist. Das einfachste Beispiel bUdet die Disjunktion 

Ay A. 

Mit Hilfe unseres Entscheidungsverfahrens kônnen wir nun auch 
von zwei gcgebenen Ausdrücken 9f, 93 feststellen, ob der eine durch 
den anderen ersetzbar ist oder nicht. 91 ist dann und nur dann durch 93 
ersetzbar, wenn für aile Wertsysteme der vorkommenden Variablen 
91 denselben Wert hat wie 93, d. h. wenn der Ausdruck 91 ~ 93 identisch 
walir ist. Ob dies aber der Fall i.st oder nicht, kônnen wir ja durch 
unser Verfahren entscheiden. 

Diese Méthode zur Entscheidung über Ersetzbarkeit ist freilich 
nicht sehr bequem. Wir kônnen die Entscheidung aber noch auf 
einem anderen Wege gewinnen, indem wir die konjuktive und die 
disjunktive Normalform noch weiter spezialisieren. Hierzu werden wir 
ohnehin veranlaBt, indem wir bemerken, daB die konjunktive sowie 
die disjunktive Normalform keineswegs eindeutig ist. 

Z. B. stellt die konjunktive Normalform 

AVB&BVC&CVA 

dieselbe Wahrheitsfunktion dar wie die andere konjunktive Normalform 

AVB&BVC&CVA. 

Wir werden daher versuchen, durch zusâtzliche Forderungen die Normal- 
form festzulegen. Eine solche Normierung gelingt in der Tat, allerdings 
nur in dem Sinne, daB im voraus angegeben wird, welche Variablen, 
auBer den in dem betrachteten Ausdruck auftretenden, noch mit als 
Argumente der betreffenden Wahrheitsfunktionen angesehen werden 
soUen. Z. B. bekommen wir für die durch A dargestellte Wahrheits- 
funktion eine andere Normalform, je nachdem wir sie in Abhângigkeit 
von A allein oder etwa von A und B betrachten. Die Überlegung, 
welche uns am einfachsten zu dem Ergebnis führt, ist auch an und 
für sich zum AbschluB der Théorie der Wahrheitsfunktionen erforder- 
lich. In der Tat haben wir bisher eine grundsâtzliche Frage noch auBer 
acht gelassen, nâmlich die, ob denn unter den von uns betrachteten 
Ausdrücken aile môglichen Wahrheitsfunktionen vorkommen. Diese 
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Frage ist zu bejahen, und indem wir hierfür den Nachweis erbringen, 
gewinnen wir zugleich die gewünschte Normaldarstellung der Wahrheits- 
funktionen, und zwar, entsprechend der Dualitât, auf zweifache Weise. 

Überlegen wir uns zunâchst, wie viele verschiedene Wahrheits- 
funktionen von n Variablen 

A^, . . .,A^ 

es gibt. Die Anzahl der verschiedenen Wertsy sterne für die Variablen 
ist 2”, und für jedes dieser Wertsystemc kommen zwei Funktionswerte 
(,,wahr“, ,,falsch‘') in Betracht; somit ist die Anzahl der verschiedenen 
Wahrheitsfunktionen 

2 ( 2 ») _ 

Uni nun zu zeigen, daü jede dieser Wahrheitsfunktionen durch einen 
aus den Variablen A-^, ... A^ mit &, V, ~ gebildeten Ausdruck dar- 
stellbar ist, brauchen wir nur 2^'^"^ solche Ausdrücke anzugeben, welche 
lauter verschiedene Wahrheitsfunktionen darsteUen. 

Hierzu verfahren wir nach Booi.e so: Wir gehen aus von dem 
Ausdruck 

(Al & A,) V (A 2 & A 2 ) V ... V (A„ & A„); 


dieser ist eine disjunktive Normalform. Durch distributives Entwickeln 
erhalten wir daraus eine konjunktive Normalform mit 2” Gliedern. Das 
erste Glied ist 


Al VAj V ... VA 


n > 


und die folgenden Glieder unterscheiden sich von diesem nur dadurch, 
daC gewisse von den Variablen überstrichen sind. AuBer dieser kon- 
junktiven Normalform betrachten wir noch aile die Teilkonjunktionen, 
die aus ihr durch Wegstreichen von Konjunktionsgliedern entstehen. 
Die Anzahl der verschiedenen so entstehenden konjunktiven Normal- 
formen ist ^ 

da jedes der 2” ursprünglichen Konjunktionsglieder beibehalten oder 
weggestrichen sein kann, nur mit der Einschrânkung, daB nicht aile 
Glieder weggestrichen sein kônnen. 

Nun ist nicht .schwer zu erkennen, daB je zwei verschiedene Teil- 
konjunktionen auch verschiedene Wahrheitsfunktionen darstellcn. 
Denn eine Teilkonjunktion, welche ein gewisses Glied, z. B. 

A^y A^\J A^y A^y ...y A^, 


enthâlt, unterscheidet sich als Wahrheitsfunktion von jeder Teil- 
konjunktion, die das Glied nicht enthâlt, dadurch, daB sie den Wert 
,,falsch" ergibt, wenn für die Variablen, die in der betreffenden Dis- 
junktion unüberstrichen vorkommen, der Wert ,,falsch“, für die über- 
strichenen dagegen der Wert ,,wahr“ gesetzt wird. Zugleich folgt 
hieraus, daB keine der Teilkonjunktionen identisch wahr ist. 
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Setzen wir demnach fest, da6 die 0-gliedrige Konjunktion als 
Darstellung der identisch wahren Wahrheitsfunktion gelten soll, und 
rechnen sie zu den betrachteten Teilkonjunktionen hinzu, so stellen 
die 2^" Teilkonjunktionen des distributiv entwickelten Ausdrucks 

ebensoviele verschiedene Wahrheitsfunktionen dar. 

Hiermit ist erstens bewiesen, daB jede Wahrheitsfunktion sich 
durch &, V, ausdrücken lâBt — man beachte, daB die 0-gliedrige 
Konjunktion ja durch A-^, ersetzbar ist — und ferner, daB jeder 
aus A^, A^, A^ mit &, V, ~ gebildete Ausdruck ersetzbar 

ist durch eine Teilkonjunktion des distributiv entwickelten obigen 
Ausdrucks. Diese Teilkonjunktion, welche abgesehen von der Reihen- 
folge der Konjunktionsglieder eindeutig bestimmt ist, bildet die ,, aus- 
gezeichnete konjunktive Normalform" für die durch den Ausdruck dar- 
gestellte Wahrheitsfunktion von 

A^t • . . > A^. 

Aus diesem Satz gewinnen wir auf Grund der Dualitât ohne weiteres 
auch den folgenden; Für jede Wahrheitsfunktion von A^, . . . ,.4„ gibt 
es eine (bis auf die Reihenfolge der Disjunktionsglieder eindeutig be- 
stimmte) ,, ausgezeichnete disjunktive Normalform", welche eine Teil- 
disjunktion des distributiv entwickelten Ausdrucks 

A^y À^&A^V A^Sc. . .&A„V A^ 

bildet; dabei ist die ,,0-gliedrige Teildisjunktion" als Darstellung der 
identisch falschen Wahrheitsfunktion anzusehen. 

Die Herstellung der ausgezeichneten Normalform gelingt mit Hilfe 
der Ersetzungsregeln auf einem vorgeschriebenen Wege, indem man zu- 
nâchst auf die früher beschriebene Art eine konjunktive bzw. disjunk- 
tive Normalform herstellt und aus dieser dann durch Anwendung der 
Regeln la), b) und 3^)» b) zu der ausgezeichneten Normalform über- 
geht. Die Méthode dieses Überganges soll für den Fall der konjunktiven 
Normalform an ein paar Beispielen vorgeführt werden, aus denen man 
leicht das allgemeine Verfahren abstrahieren kann. 

WoUen wir die Wahrheitsfunktion A in Abhângigkeit von A und B 
durch eine ausgezeichnete konjunktive Normalform darstellen, so er- 
setzen wir nach 3 h) 

A durch A y {B & B). 

Die distributive Entwicklung ergibt: 

Ay B ôcAy B, 

und dieses ist die gesuchte ausgezeichnete Normalform. 
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Um für A Sc {B y AM B) die ausgezeichnete konjunktive Normal- 
form zu erhalten, setzen wir einerseits für A den eben erhaltenen 
Ausdruck; ferner kônnen wir 

B y Ay B 

nach 1b) und la) durch 

Ay B 

ersetzen, so daB wir im ganzen erhalten 

Ay B diAy B &.Ay B. 

Hier kann nach la) von den beiden übereinstimmenden Konjunktions- 
gliedem Ay B das zweite weggelassen werden, wir erhalten also wieder: 

Ay B &Ay B. 

Betrachten wir noch die konjunktive Normalform, die wir durch Um- 
formung des Ausdrucks 

{A •-> B) ~ C 

erhalten haben. Sie lautete: 

AyByA&ÀyByB&ÂyBycôcCyA&cyB&cyc. 

Hier kônnen zunâchst nach der Regel 3 a) die Glieder 

AyÉyA, lysyB, 
die ja nach Ib) durch 

By Éy À 

ersetzbar sind, weggelassen werden ; desgleichen auch C V C . Es bleibt 
also nur [mit Benutzung von 1 b)] der Ausdruck 

Ày Byc&Ayc&Byc. 

Dieser ist aber noch keine ausgezeichnete Normalform, weil im zweiten 
Konjunktionsglied die Variable B, im dritten die Variable A nicht auf- 
tritt. Hier wenden wir nun die Regel 3 b) an. Nach dieser ist 

A y C ersetzbar durch {A y C) y {B & B) 

und gemâB dem distributiven Gesetz le) durch 

(.4 V C V B) & (^ V C V B) , 

femer nach Ib) durch 

^ VB VC&^ VB VC. 

Auf dieselbe Art kônnen wir B V C überführen in den Ausdruck : 

A y By C &Ay By C, 
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so daB wir im ganzen erhalten: 

^VBVC&^VSVC&^VBVC&^VjBVC&JvBVC. 

Hier kônnen nun noch die Konjunktionsglieder nach Ib) umgeordnet 
Averden, und das zweimal auftre tende Glied AM BN C braucht nach 
la) nur einmal gesetzt zu werden. Wir erhalten daher: 

AM BM C &. AM B M C 8cÂy B y C ScÂ y BM C, 

und dies ist die gesuchte ausgezeichnete Normalform. 

Mit Hilfe der ausgezeichneten Normalformen gewinnen wir nun auch 
ein einfaches Verfahren zur Entscheidung darüber, ob zwei vorgelegte 
Ausdrücke 91, 93 dieselbe Wahrheitsfunktion darstellen oder nicht: Man 
schreibe sich zunâchst die sâmtlichen in 91 oder 93 vorkommenden 
Variablen in irgendeiner Reihenfolge auf und stelle sowohl für 91 wie 
für 93 als Funktionen aller dieser Variablen die ausgezeichnete kon- 
junktive Normalform (bzw. für beide die ausgezeichnete disjunktive 
Normalform) lier. Dann, und nur dann, wenn diese Normalform für 91 
dieselbe ist wie für 93, ist 91 durch 93 ersetzbar. 

Auf diese Weisc kônnen wir z. B. die obige Behauptung nachprüfen, 
daB 

AM B 8cBM C 8cCM A 

ersetzbar ist durch: 

A V B & B V C & C V A . 

Der zweite Ausdruck wird aus dem ersten erhalten, indem man A mit A , 
B mit B, C mit C vertauscht. Zum Nachweis unserer Behauptung 
genügt es also, zu zeigen, daB die ausgezeichnete konjunktive Normal- 
form des einen dieser Ausdrücke bei dieser Vertauschung ungeândert 
bleibt. 

Zur Herstellung der ausgezeichneten konjunktiven Normalform 
wenden wir wieder die Regel 3a.) an; wir ersetzen 

AM B durch (A V B) V (C & C) 

und nach dem distributiven Gesetz durch 

A VB VC&A V B VC. 

Entsprechend ersetzen wir 

BMC durch BVCVA&BVCVA 

und ebenso 

C V A durch CVAVB&CVAVB. 

Auf Grund dieser Umformungen erhalten wir, nach einigen Umstellungen 
gemâB 1b), im ganzen: 

A VB VC&ÂVB VC&A VB VC&A VB VC&A VB VC&A VBVe. 
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An dieser ausgezeichneten konjunktiven Normalform ist nun ersichtlich, 
daü, wenn wir A mit A , B mit B , C mit C vertauschen, sich weiter nichts 
ândert, als daB das erste Konjunktionsglied mit dem zweiten, das dritte 
mit dem vierten und das fünfte mit dem sechsten vertauscht wird. 

Der gewünschte Nachwcis ist damit geliefert. In diesem Falle ist 
freilich die ausgezeichnete disjunktive Normalform einfacher als die kon- 
junktive. Wir erhalten sie, indem wir 

Ay B SiBy C & cy A 


nach dem zweiten distributiven Gesetz entwickeln und gemâB 3 b) aile 
diejenigen Disjunktionsglieder weglassen, in denen dieselbe Variable so- 
wohl unüberstrichen wie überstrichen als Konjunktionsglied vorkommt. 
Auf diese Weise finden wir die ausgezeichnete disjunktive Normalform 

(.4 & B 8cC)y {À &B 8cC), 


die wiederum bei der Vertauschung von A mit A, B mit B, C mit C 
(bis auf die Reihenfolge der Disjunktionsglieder) ungeândert bleibt. 
Aus dem Kriterium der Ersetzbarkeit, welches durch die ausgezeich- 
neten Normalformen geliefert wird, in Verbindung mit der Tatsache, 
daB die ausgezeichnete konjunktive bzw. disjunktive Normalform für 
einen Ausdruck stets mittels der Ersetzungsregeln (nebst der Sub- 
stitution sregel S 2) herstellbar ist, erhalten wir noch folgendes Ergebnis: 
Ist der Ausdruck 51 durch 93 ersetzbar, so kônnen wir mittels der Er- 
setzungsregeln nebst der Regel 52 von 91 zu 93 gelangen; oder kurz 
gesagt; eine jede Ersetzbarkeit là^t sich mit Hilfe unserer Ersetzungs- 
regeln feststellen. — 

Hiermit haben wir die Théorie der Wahrheitsfunktionen in den 


Grundzügen entwickelt. Es kommt nun darauf an, die Beziehung dieser 
Théorie zu dem logischen Schlie^en zu erkennen. 


Es seien 




gewisse Satze, etwa mathematische Behauptungen, von denen wir vor- 
aussetzen wollen, daB ein jeder in objektiv eindeutiger Weise entweder 
wahr oder falsch ist. Welcher der beiden Fâlle aber vorliegt, braucht 
von den einzelnen Sâtzen nicht bekannt zu sein. Nun môgen gewisse 
Abhângigkeiten zwischen den Sâtzen feststehen; es sei etwa erwiesen, 
daB, falls <Bi und @2 beide wahr sind, auch @3 wahr sein muB. Dann 
ergibt sich daraus, gemâB der Définition der Implikation, daB der Aus- 


druck 


@1&(S2-^(53 


jedenfalls den Wert ,,wahr“ hat. 

Wissen wir umgekehrt, daB der Ausdruck 


@1 & ©2 -> ©3 
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auf Grund der Wahrheitswerte der Sâtze <Si, ^2> ®3 Wert ,,wahr“ 
hat, so kônnen wir daraus entnehmen, da6 im Falle der Wahrheit von 
©1 und ©2 auch der Satz ©3 wahr ist. 

Ebenso ergibt sich, daB, wenn das Zusammenbestehen der Wahr- 
heit von ©1 mit der Falschheit von ©2 die Wahrheit von ©3 ausschlieBt, 
dann der Ausdruck 

(©,. & ©2) - ©3 


auf Grund der Wahrheitswerte der Sâtze ©j, ©2, ©3 den Wert ,,wahr“ 
hat, und umgekehrt : hat der Ausdruck für die den Sàtzen ©^ , ©2 , ©3 
zukommenden Wahrheitswerte den Wert ,,wahr", so ist im Falle der 
Wahrheit von ©1 und der Falschheit von ©2 jedenfalls ©3 falsch. 

Jede Abhângigkeit zwischen Wahrheit und Falschheit von gewissen 
Sâtzen ^ ^ 


stellt sich also durch die Wahrheit einer Implikation dar. 

Die Fragestellung der Aussagenlogik ist nun folgende : Es seien einige 
Abhângigkeiten zwischen den Sâtzen ©^ , . . . , ©^ (bzw. ihren Gegen- 
teilen) als bestehend angenommen; auch kann von einzelnen der Sâtze 
selbst die Wahrheit bzw. Falschheit angenommen werden. Zu unter- 
suchen ist, ob aus diesen Annahmen rein logisch, und zwar ohne Ein- 
gehen auf die Struktur der Sâtze ©j, ...,©„, die Wahrheit oder Falsch- 
heit eines bestimmten Satzes oder eine weitere Abhângigkeit gefolgert 
werden kann. 

Jeder der gemachten Annahmen entspricht ein Ausdruck, der aus 
©J , . . . , ©„ mit den Zeichen & . ~ gebildet ist, und der auf Grund 
der Annahme den Wert ,,wahr“ ergibt, wenn für ©j, . . ., ©„ die ihnen 
zukommenden Werte „wahr" bzw. „falsch“ gesetzt werden. Auf diese 
Weise werden die Annahmen durch gewisse Ausdrücke 


31 (©1, 


©n). 33(@1,...,©„) t(©i,...,©„) 


reprâsentiert. Soi! nun der SchluB auf die Wahrheit einer Beziehung 
2 ;(©i, . . ©J môglich sein, so muB zunâchst die Implikation 


(31(©i,...,©J&33(©i,...,©J&...&®(©i,...,©J)^£(©i,....©J 


den Wert ,,wahr“ ergeben, wenn für ©1, ©2, . . ., ©„ die ihnen zu- 
kommenden Werte ,,wahr" bzw. „falsch“ gesetzt werden. 

Nun soll aber der SchluB auf die Wahrheit von î(©i, . . ., ©„) ohne 
Rücksicht auf die Struktur der Sâtze ©^ , . . . , ©„ gültig sein. Daher 
muB die obige Implikation auch dann den Wert ,,wahr“ ergeben, wenn 
die Sâtze ©i , . . . , ©» durch irgendwelche anderen ersetzt werden, sofern 
diese nur die Bedingung erfüllen, eindeutig wahr oder falsch zu sein; 
d. h. die Implikation 

21 (^ 1 , . . ., AJ & . . . & SÎ(Ai, . . ., AJ -> 5 :(Ai, .... AJ, 
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welche aus der obigen entsteht, indem , . . . , bezüglich durch die 
Variablen Aj, . . A„ ersetzt werden, muB identisch wahr sein. 

Ist andererseits diese Bedingung erfüllt, so ergibt sich ohne weiteres, 
daB im Falle des Zutreffens der durch 

reprâsentierten Annahmen auch der Satz wahr ist; man 

kann dann also unter diesen Annahmen auf die Wahrheit von 0^ 
schlieBen. Die Frage nach der Môgliclikeit eines logischen Schlusses 
aus den Annahmen 51, . . Sî auf die Wahrheit von % reduziert sich 
somit darauf, zu entscheiden, ob die Formel 

identisch wahr ist. Und hierzu besitzen wir ja ein einfaches Verfahren. 

Wir erkennen hier die Bedeutung, welche den identisch wahren Aus- 
drücken für das SchlieBen im Bereich der Aussagenlogik zukommt; 
sie liefern uns die Schemata der SchluBfolgerungen; die Prinzipien des 
logischen SchlieBens werden durch sie in Formeln dargestellt. Durch 
die Übersicht über die identisch wahren Ausdrücke wird uns das Kom- 
binieren der logischen Schlüsse im Bereich der Aussagenlogik erspart. 

Wir brauchen, um hier das SchlieBen zu formalisieren, nur die Fest- 
setzung zu treffen, daB, wenn ein Ausdruck 

51(Ai, . . ., AJ & . . . & t(Ai. . . ., A J -> %{A^, . . ., AJ 
identisch wahr ist, dann aus den Prâmissen 

51(01,... ,0J,...,5î(©i,...,0J 
die ,,Konsequenz“ 2(0i, .... 0J nach dem Schéma 

51(©x...@J 

2:(®i . • • @n) 

entnommen werden kann. Das durch diese Festsetzung angegebene 
Verfahren lâBt sich formai noch in einfachere zerlegen. Zunâchst kônnen 
wir den Ausdruck 

51(Ai. . . ., AJ & . . . & Sï{Ai, . . ., AJ ^ 2(Ai, . . ., AJ 
durch einen anderen ersetzen. Wir haben früher festgestellt, daB 
A & B C ersetzbar ist durch A -* {B C). 

Hieraus ergibt sich weiter, daB 

A & B & C -*■ D ersetzbar ist durch A ^ {B & C -> D) 
und daher auch durch 

A->{B ^*{C->D)). 
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A &B& . . .ScK-^T 

ersetzbar ist durch 

GemâB der Regel 5l ergibt sich hieraus, daB ein Ausdruck 

%{A„ .... A„) & ... & A„) -> %{A„ ...,An) 

ersetzbar ist durch 

«(/l. . . . .4„)-*(S8(^. . . . .4„) - (St0i. . . 

und dieser Ausdruck ist somit auch identisch wahr, sofem der vorige 
es ist. Um nun von dieser Formel ausgehend mit Hilfe der Prâmissen 

zu der Konklusion 2(@i, . . ., zu gelangen, brauchen wir erstens 
eine Regel, welche uns gestattet, für die Variablen die 

Satze @ 1 , . . . , einzusetzen, so daB wir zu der Formel 

?({©, e„) -> (» (S, . . . ©J ■ > ■ • • -(®(S, ...©.)■► 2(©, .. . ©„)) . . .) 

gelangen, und ferner eine Regel, gemaB der wir nacheinandcr die Vorder- 
glieder der Implikationen, welche ja mit unseren Prâmissen überein- 
stimmen, weglassen (,,abhângen“) kônnen. 

Die Formalisierung der Schlüsse von der betrachteten Art kann 
daher durch eine Aufeinanderfolge von „Formeln“ geschehen, indem 
wir folgendes festsetzen: 

Als Ausgangsformel kann jeder identisch wahre Ausdruck genom- 
men werden, ferner jede Prâmisse, die mit Hilfe der logischen Symbolik 
dargestellt ist. 

Hinter eine Formel kann eine solche gesetzt werden, die aus ihr 
entsteht, indem für eine oder mehrere Variablen ein (symbolisch dar- 
gestellter) Satz eingesetzt wird {Regel der ,,Einsetzung“). Ferner kann 
eine schon erhaltene Formel wiederholt werden. 

Hinter zwei Formcln U, U SS kann SS als Formel gesetzt werden, 
d. h. es darf das ,,Schlufischema“ 

U 

angewandt werden. ^ 

Die beiden Elementarprozesse der formalen Ableitung: Einsetzung 
und SchluBschema, die sich hier zum erstenmal einstellen, bilden das 
formale Analogon der einfachsten inhaltlichen Schlüsse, des Schlusses 
vom Allgemeinen aufs Besondere („dictum de omni") und des Schlusses 
vom Grund auf die Folge („modus ponens" des hypothetischen Schlusses). 
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Im Rahmen der Théorie der Wahrheitsfunktionen entsprechen diesen 
beiden Schlüssen zwei Regeln, durch welche ebenso wie durch die frü- 
heren Ersetzungsregeln elementare mathematische Sachverhalte kon- 
statiert werden. Diese lautcn: 

1. Aus einem identisch wahren Ausdruck erhalten wir wieder einen 
solchen, wenn wir für eine oder mehrere der darin vorkommenden 
Variablen — überall, wo sie vorkommcn — je einen beliebigen (mit &, 
V, ~ und Variablen gebildeten) Ausdruck einsetzen. 

2. Sind 51 und 51 -> 59 identisch wahre Ausdrücke, so ist auch 59 ein 
solcher. 

Die erste Regel ergibt sich daraus, daB ja durch die Einsetzung der 
Wertevorrat des Ausdrucks nicht vermehrt wird, und die zweite Regel 
entnimmt man daraus, daB für einen identisch wahren Ausdruck 51 
die Implikation 51 59 stets denselben Wert hat wie 59 . 

Diese FeststeUung regt nun zu der Frage an, ob es nicht môglich 
ist, sâmtliche identisch wahren Ausdrücke aus einigen wenigen unter 
ihnen auf Grund der beiden Regeln, d. h. durch Einsetzung und durch 
Anwendung des SchluBschemas, zu erhalten, also das System der 
identisch wahren Ausdrücke deduktiv zu gewinnen. DaB man über- 
haupt mit endlich vielen Ausdrücken als Ausgangsformeln auskommt, ist 
insofern nicht ganz selbstverstândlich, als bei unbegrenzter Variablen- 
zahl auch die Zahl der identisch-wahren Ausdrücke nicht mehr endlich 
ist. Tatsàchlich genügen aber endlich viele Ausgangsformeln zur Her- 
leitung des Gesamtsystems der identisch-wahren Ausdrücke^. Man kann 

^ Für den Bereich der mit Implikation und Négation allein gebildeten Aus- 
drücke — unter diesen sind ja bereits aile Wahrheitsfunktionen enthalten — 
hat zuerst Frege ein vollstàndiges System von Ausgangsformeln aufgestellt, 
in seinem Buch ,,Begriffschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formel- 
sprache des reincn Denkens'' (Halle 1879). 

Dieses System, bestehend aus den sechs Formeln 

A 

(A (B C)) Q). 

(A (B-> Q) {(A -► B)-* (A -> C)), 

(A -^B)-> (B A), 

A -i^A, 

A-*- A, 

ist lange unbeachtet geblieben. Sehr bekannt ist dagegen das in den ,,Principia 
mathematica" (Vol. I, I.Aufl. Cambridge 1910) von Whitehead und Russell 
aufgestellte System der , .primitive propositions", welche in unserer Schreibweise 
lauten A V A -> A , 

A B V A, 

A v B -* BV A , 

(B C) (A V B -> A V C). 

Dieses entsprichtallerdings insofern nicht ganz der hier betrachteten Problemstellung, 
als darin die Implikation nicht als Grundverknüpfung genommen, sondern durch 
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sogar, wie A. Tarski erkannt hat, mit einer einzigen Ausgangsformel 
auskommen^. 

Es ergibt sich nun hier, ganz analog wie für die deduktive Entwick- 
lung der Elementargeometric, die Aufgabe, das System der Ausgangs- 
formeln môglichst einfach und naturgemâfi zu wâhlen, derart, dafi die 
Kolle, die einer jeden von den betrachteten Aussagenverknüpfungen 
für das logische SchlieBen zukommt, môglichst deutlich hervortritt. Da- 
bei nimmt die Implikation insofern eine ausgezeichnete Stellung ein, 
als ja das SchluBschema bereits eine auf die Implikation bezügliche 
Anweisung gibt. 

die Disjunktion und Négation definiert wird, was formai der Anwendung unserer 

Ersetzungsregel 4 a) gleichkommt. Ebenso werden in den ,,Principia mathematica" 

die Konjunktion und die Âquivalenz durch Definitionen cing'eführt, welche den 

Ersetzungsregeln 2b) und 4b) formai gleichwertig sind. Jede solche Définition 

kann jedoch durch ein Paar von Ausgangsformeln vertreten werden, und man 

crhiilt so für unseren gesamten Aussagenkalkul ein vollstandiges System von 

Ausgangsformeln, indem man zu den genannten vier Formeln noch die folgenden 

sechs hinzufügt; . „ 

^ Am B ^ {A B) , 

{A ^ B)--* AM B, 

A M B-^ A & B, 

A Sc B ^ Am B, 

{A -> B) Sc {B -> A) {A -- B) , 

{A~B)-> (A -> B) &(B >A). 

^ Dieses Ergebnis (ans dem Jahre 1925) ist dargestellt in der Abhandlung von 
S. Lesniewski: ,,Grundzüge eines neuen Systems der Grundlagen der Mathe- 
matik“ Fundamenta Math. Bd. 14 (1929). Unter Zugrundelegung der durch 
das SHEFFERsche Symbol A\B dargestellten Verknüpfung ,,A,B schlieBen ein- 
ander aus“ als Grundverknüpfung, hat zuerst Nicod [in der Abhandlung; ,,A 
réduction in the number of the primitive propositions of logic", Proc. Cambr. Phil. 
Soc. Bd. 19 (1917)] eine Formel aufgestellt, welche als cinzige Ausgangsformel 
genügt, um aile mit jener SuEFFERSchen Verknüpfung gebildeten identisch-wahren 
Ausdrücke durch Einsetzung und durch das SchluBschema 

3( 

91 1 (33 I (£) 

zu gewinnen. Dièses SchluBschema ist allcrdings ein stürkeres Hilfsmittel als das 
gewohnliche Schéma 

91 95 

58 ’ 

da es ja gestattet, zwei Ausdrücke auf einmal zu eliminieren. 

Für das System der mit der Implikation und der Négation gebildeten Aus- 
drücke haben J. Lukasiewicz und Sobocinski verschiedene Formeln aufgestellt, 
deren jede als einzige Ausgangsformel bei Anwendung des gewôhnlichen SchluÛ- 
schémas ausreicht. Vgl. den zusammenfassenden Bericht von Lukasiewicz und 
Tarski: ,,Untersuchungen über den AussagenkalküV* (C. R. Soc. Sci. Varsovie 
Bd. 23, Klasse III. Warschau 1930). 

Hilbert-Bemays, Grundlagen der Mathematik l. 


5 
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Es sei hier ein System von Ausgangsformeln angegeben, welches im 
Hinblick auf jene Anforderungen gewâhlt ist. Entsprechend den Axiom- 
gruppen in Hilberts ,,Grundlagen der Geometrie" sind hier ver- 
schicdenc Gruppen von Ausgangsformeln gesondert. 

I. Formcln der Implikation: 

1 ) 

2 ) {A >{A-^B))~^{A >B), 

3 ) (A - B) - ({B C) - {A C)) . 

II. 1^'ormeln der Konjunktion. 

1) A&B->A, 

2) A 8c B B, 

3) {A B) {{A ^ C) -> [A -> B & C)) . 

TII. Formeln der Disjunktion. 

1) A ^ A y B , 

2) B^Ay B, 

3 ) {A -> C) - > {{B C) -> {A y B^ C)) . 

IV. Formeln der Àquivalenz. 

1) (A--B)->(A->B), 

2) {A -- B) {B A) , 

3 ) {A~^B)^{{B-^A}^(A~B)). 

V. Formeln der Négation. 

1) {A-^ B) -> {B >A), 

2 ) A-^A, 

3 ) Â->A. 

Die Formeln dieses Systems sind sâmtlich, wie man leicht nach- 
prüft, identisch wahre Ausdrücke, und es kônnen daher aus ihnen auch 
nur identisch wahre Ausdrücke abgeleitet werden. Andererseits ist aber 
das System auch vollstàndig in dem Sinne, daB jeder (mit den Symbolen 
&, V, , ->, ~ und Variablen gebildete identisch wahre Ausdruck sich 
aus den Formeln I bis V mit Hilfe der beiden Regeln ableiten lâBt. 

Der Nachweis dafür sei hier nur angedeutet. Man zeigt crstens, 
daB jede identisch wahre konjunktive Normalform aus unserem System 
abgeleitet werden kann, und ferner beweist man, daB, wenn ein Aus- 
druck 21 durch einen Ausdruck 23, gemâB einer unserer Ersetzungs- 
regeln 1 bis 4 (eventuell in Verbindung mit Regel 5 2), ersetzbar ist, 
dann die Formel 21 -♦ 23 aus unserem System ableitbar ist. 

Hiernach ergibt sich die Behauptung folgendermaBen : Sei 21 ein 
identisch wahrer Ausdruck. Wie früher gezeigt, kann jedenfalls 2t auf 
Grund der Ersetzungsregeln in eine konjunktive Normalform 22 über- 
geführt werden. Das geschieht durch eine Reihe von Ersetzungen, so 
daB zunâchst 21 durch 2Ii , dann 2Ii durch 212 , ... , zuletzt 21* durch 22 
ersetzt wird, wobei jede dieser Ersetzungen gemâB den Regeln 1 bis 4 
und S 2 erfolgt und die Ersetzbarkeit jedesmal eine gegenseitige ist. 
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Indem man die Reihe der Ersetzungen rückwârts durchlâuft, stellt man 
gemâC dem schon Bewiesenen fest, daB die Implikationen 

aile aus unserem System ableitbar sind. Ferner ist 91 ableitbar : denn 9Î 
ist ja eine konjunktive Normalform und auBerdem identisch wahr, weil 
ja 9î dieselbe Wahrheitsfunktion darstellt, wie der als identisch wahr 
vorausgesetzte Ausdruck 91. Um aber aus 9Î und den obigen ableit- 
baren Implikationen 91 zu erhalten, braucht man nur mehrmals das 
SchluBschema anzuwenden. 

Aus der angestellten Überlegung kônnen wir noch einen weiteren 
Vollstândigkeitssatz entnehmen, bei welchem der Begriff des identisch 
wahren Ausdrucks ganz eliminiert ist. 

Betrachten wir nâmlich irgendeinen Ausdruck 93, der nicht aus 
unserem System ableitbar ist. Dieser ist dann nach dem eben Bewiesenen 
nicht identisch wahr. 93 kann durch eine Reihe von Ersetzungen in eine 
konjunktive Normalform 9Î übergeführt werden, und diese i.st wiederum 
nicht identisch wahr. Die Reihe der Ersetzungen führe von 93 zu 93i, 
von 93i zu 932 , . ■ . , endlich von 93^ zu 9Î . Dann sind die Implikationen 

93-^93i. 33 i->S 33. • • .,33i-^9î 
aile aus unserem System ableitbar. 

Nehmen wir daher die Formel 93 zu unserem System der Formeln 
I bis V hinzu, so konnen wir nunmehr durch wiederholte Anwendung 
des SchluBschemas zu der Formel 9Î gelangen; und durch Anwendung 
der Formeln II kônnen wir jedes einzelne Konjunktionsglied von 9Î 
erhalten. Da aber 9î nicht identisch wahr ist, so gibt es unter den Kon- 
junktionsgliedern von 91, welche ja ihrerseits einfache Disjunktionen 
sind, mindestens eine solche Disjunktion, in der jede der vorkommenden 
Variablen entweder nur unüberstrichen oder nur überstrichen auftritt. 
Setzen wir nun für die unüberstrichenen Variablen A , für die über- 
strichenen A ein, so gelangen wir zu einer Disjunktion, in der jedes 
Glied entweder A oder A ist, und aus dieser kann man durch Benutzung 
der Formeln I, III und V 3 ) den aus der Variablen A allein bestehenden 
Ausdruck ableiten. Für die Variable A kônnen wir aber jeden beliebigen 
Ausdruck einsetzen. 

Somit erhalten wir folgendes Ergebnis: Das System der Formeln I 
bis V ist in dem Sinne vollstândig, daB für jeden mit den fünf Ver- 
knüpfungen &, V, ~, ~ gebildeten Ausdruck 93 die Alternative 
besteht: entweder ist 93 aus dem System jener Formeln mit Hilfe von 
Einsetzungen und Anwendungen des SchluBschemas ableitbar, oder bei 
Hinzunahme von 93 als Ausgangsformel wird jeder heliehige Ausdruck 
ableitbar. 

Dieser Satz wâre nichtssagend, wenn aus dem System der Formeln I 
bis V bereits jeder Ausdruck abgeleitet werden kônnte. Wir wissen ja 
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aber, daB nur identisch wahre Ausdrticke aus dem System ableitbar 
sind. 

Zur Charakterisierung des Systems der Formeln I bis V ist fcrner 
zu bemerken; Das System ist so angelegt, daB in den Formeln der 
Gruppe I nur die Implikation und in jeder der weiteren Formelgruppen 
nur die Imjdikation und die durch die bctreffende Formelgruppe cin- 
goführte Verknüpfung vorkommt. 

Bei der Wahl der Formeln ist ein wesentlicher Gesichtspunkt, daB 
durch die Formelgrupjjcn I bis IV aus dem Gesamtbereich der Aus- 
sagonlogik die ,, positive Logik“ ausgcsondert wird, d. h. die Formalisie- 
rung derjenigen logischen Schlüsse, welche unabhangig sind von der 
Voraussetzung, daü zu jedt'r Aussage ein Gegenteil existiert. 

Diese Aussonderung der positiven Logik wird dadurch hewirkt, daB 
in die Formelgruppe I nur solche Formeln aufgenorarnen sind, welche 
den Kegeln d('s hyjinthetischen SchlieBt'iis entsprechen. Die Art dieser 
Abgrenzung di'V h'orinelgruppe I laBt sich mathematisch vollkommc'ii 
prazisieren*^. 

Dazu führen wir den Begriff der ,,regularen Iniplikationsformcl" ein. 
h'in Ausdruck, welcher aus den Variablen mit Hilfe der Implikation 
allein gebildet ist, moge als ,,Implikationsfornier‘ bezeichnet werden. 
hüne Implikationsformel von d(‘r Gestalt 

- 


gebildet aus solchen Ausdrücken vvorin jedes vor- 

kommende Vorderglied nur aus einer Variablen besteht, soll eine 
,,regulare" Implikationsformel heiBen, wenn .Si' entweder selbst unter 
den Ausdrücken bii vorkommt oder aus ihncn durch An- 

wendung des SchluBschemas — aber ohnc Einsetzungcni — abgeleitet 
werden kann. 

So sind Z. B. die drci l’'ormeIn I regulare Tmplikationsformcln. Bei 
<l,-r 1-onncl ^ 


ist dieses ohne weitercs ersichtlich; die Formel 


(/I y {A - > B)) -y {A > B) 

hat die h'orm Ijl wobei fur die Ausdrückc 


A y{A y B), A, B 

zu setzen sind; aus A ► (.d -*• B) und *1 kann aber B durch zweimalige 
Anwendung des .SchluBschemas abgeleitet werden. Die Formel 

(/I - B) -y {{B y C) y {A -y Q) 


^ Dicsc Abgrenzuni.' ist oinc wesentlich anderc als die, welche Lkwis durcii 
seinen Begriff der , .strict implication'* vorgenoinmen hat. (C, I. Lkwis, ,,A survey 
of symboiie logic", Berkeley 1918.) Die Théorie der strict implication geht darauf 
aus. den l'ntcrschied des bloli Tatsach lichen gegenüber dem Notwendigen im 
axiomatischen Aufbau der theoretischen Logik zur Geltung zu bringen. 
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hat die Form 31 -»■ (33 -> (® -> '3))), wobei für 33, X die Ausdrücke 

A~>B, B *C, A, C 
zu selzen sind; und aus 

A, A^B, B>C 

kami durch zwcimalige Anwendung des Schlul3schemas C abgeleitet 
werdci) ^ . 

Als ,, positiv identiscîi" soll nuii eine Implikationsformel bozeichnet 
werden, wcnn sic entwcdcr eine regulare oder aus ciner regularen Formel 
durch Einsotzmig ontstt'hcnde Formel ist od('r aus Formeln diesor Art 
inittels des Schlullschemas gcwonnen wird. 

Hierniich ist z. B. die Formel 

((A ^ A) B) >B 

eine positiv identisehe Implikationsformel; demi sie wird mittels des 
SchluBschemas erhaltcn aus den Formeln 

A >/l, 

(/I >/l) >(((/! -A) > B) y H), 

v'ou denen die erste eine regulare Implikationsformel ist imd die zweitc 
aus di-r regularen Implikationsformel 

A > ((/l ^ B) > B) 

durch lunsetzung hervorgeht. 

Hierrnit ist der Begriff der positiv identischeii Implikationsformel, 
ohne Auszeichnung irgendwelcher speziellen Ausgangsformeln, lodiglich 
durch Bezugnahme auf die SchluBregeln definiert. Es laBt sich mm 
beweisen, daB der Bereich der positiv identisrhen Implikationsformeln 
zusamrnenfallt mit dem Bf'reich derjenigen identisch wahren Ausdrücke, 
welche mit Milfe von Einsetzungen und SchluBsehematen aus den l-'or- 
meln I abgeleitet werden kônnen. 

^ Durch regulare TmplikationsforuK'ln slcllen sich alhi die veraligeiiieinei teii 
Kcttenschlüssc dar, wolche P, Ukrtz in seiner 1 heoric der Siitzsystemc bchandell. 
|,,()ber Axiomensysteme fur bcliebigc Satzsystemc'', Math. Ann. Ikl. SO (192 J) 
Heft 1/2; 13d. 101 ( 1929 ) Hcft 4.1 Krsetzt inan namlich cinen jeden der in dieser 
Théorie betrachteten Satzc der h'orin 

. . . (if — b 

durch den cntsprcchenden Ausdrnek 



so entspricht jedem durch die HERTZschen SchluGregcln zugelassenon SchluO 
mit den Prjlmisscn , . . . , und dem SchhiOsatz 0 eine regulare îrnpU- 

kationsformel 

''4>i -> • * ’ ~ -> S) . . .) . 
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Dieser Bereich umfaBt aber nicht sâmtliche identisch wahren Im- 
plikationsformeln. Vielmehr gibt es unter den identisch wahren Impli- 
kationsformeln auch solche, die nicht positiv identisch sind, z. B. 

Von dieser Formel lâBt sich zeigen, daB sie nicht ans den Formeln I 
mit Hilfe der beiden Regeln ableitbar ist. Es genügt aber, diese Formel 
zusammen mit den Formeln I 1) und I 3) als Ausgangsformeln zu 
nehmen, um mit Hilfe von Einsetzungen und SchluBschematen aile 
identisch wahren Implikationsformeln zu erhalten^. 

Was den Bereich der positiv identischen Imphkationsformeln betrifft, 
so genügen für diesen als Ausgangsformeln die beiden regulâren Im- 
plikationsformeln 

A -* {B A) , 

(A {B ^ C)) ^ ((A -> B) -> {A C)). 

Die zweitc von diesen lâBt sich ableiten aus den dnû Formeln 
(B --> C) ->{{A - B)-(A-C)), 

>C)) >(B->(/l->C)), 

(A > (A B)) > (A -> B) . 

Man wird so auf ein System von vier AiisgangsfoniK'ln geführt, be- 
stehend aus den Formeln 11), I 2) und den beiden Formeln 

(A^(B ~>C))-‘(B-^(A-^C)). 

(B C) -► ((A -» B) » (A -► C)). 

In diesem System lassen sich die beiden letzten Formeln, wie J. Lukasie- 
wicz erkannte, durch die eine Formel I 3) ersetzen, womit man zu dem 
System 1 1) bis 3) gelangt. 

Unser System der Formeln I bis V ist so beschaffen, daB bei Weg- 
lassung der Formel V 3). d. h. der Formel 

A A, 

^ Ein System von Ausgangsformeln, das zur Ablcitung aller identisch wahren 
Implikationsformeln ausreicht, hat zuerst M. Schônfinkel aufgestellt. A. Tarski 
hat erkannt, daû als Ausgangsformeln für diesen Bereich schon die drei Formeln 
I 1), I 3) und 

((A -> B) -> C) ((A C) -> C) 

genügen. Hier kann noch die dritte Formel durch die obengenannte einfachere 
ersetzt werden. Von M. Wajsberg und J. Lukasiewicz wurden verschiedene 
Formeln gefunden, die jede für sich schon als einzige Ausgangsformel zur Ab- 
leitung aller identisch wahren Implikationsformeln ausreichen. Vgl. hierzu den 
schon genannten Bericht von Lukasiewicz und Tarski: ,,Untersuchungen über 
den Aussagenkalkür' (C. R. Soc. Sci. Varsovie Bd. 23. Warschau 1930). 
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iiur solche Implikationsformeln abgeleitet werden kônnen, die positiv 
identisch sind^. 

Ferner erfüllt unser Formelsystem die Bedingung, daC jede der 
Formeln von allen übrigen unabhàngig, d. h. aus den übrigen nicht ab- 
leitbar ist. 

Durch geringe Ànderungen kônnen aber hier Abhângigkeiten ent- 
stehen. Ersetzen wir z. B. die drittc der Formeln für die Konjunk- 
tion II 3) durch die einfachere Formel 

{B^ A ScB), 

so wird die Formel I 1) aus den Formeln I 2), 3). zusammen mit den 
Formeln der Konjunktion ableitbar^. Ersetzen wir die Formel V 2) 

durch die Formel ^ ^ 

{A->A)^A, 

so wird die Formel I 2) aus den Formeln I 1), 3) und den Formeln der 
Négation ableitbar. 

Überhaupt lâBt sich in Hinsicht auf die Kürze unser System in 
verschiedener Weise überbietcn. So genügt z. B. an Stelle des Systems 
unserer seclis Formeln I, V das System der drei Formeln 

{A > Z^) -> ((B -> C) (A ->C)), 

A -► {A -> B ) . 

{A^A)-->A, 

sowie auch das System 

A -> {B -> A), 

{A (B -> C)) -* ((4 -> B) -> (A ■ ► f)). 

(A B) (B A) , 

1 Mit dem System unserer Formeln I, II gleichwertig ist das System der 
Formeln, die A. Heyting in seiner Formalisierung der intuitionistischen IvOgik 
[,,Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik“, S. -B. preuB. Akad. Wiss., 
Math. -Phys. Klasse Bd. 2 (1930)] gemeinsam für die Implikation und die Konjunk- 
tion aufgestellt hat. Für die Disjunktion nimmt Heyting auch die Formeln III. 

2 Dagegen entsteht keine Abhàngigkeit, wenn wir an Stelle der Formel II 3) 
die Formel 

(A B) {A A & B) 

setzen, durch welche auch die Formel II 3) ini System der Formeln I, II vertreten 
werden kann. 

Was die Frage der entsprechenden Vertretbarkeit der Formel III 3) durch die 
Formel 

{A-> B) -> {A y B B) 

anbelangt, so besteht die Vertretbarkeit zwar im System der Formeln I, III, V, 
also erst recht im Gesamtsystem der Formeln I bis V, aber nicht bei Auslassung 
der Formel V 3). 
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welche beide von Lukasiewicz aufgestellt und als ausreichend zur 
Ableitung aller mit der Implikation und der Négation gebildeten iden- 
tisch wahren Ausdrücke erkannt wurden. 

Es sei noch darauf hingewiesen, daB die Formeln V 1), 2), 3) in dem 
erwâhnten pREGEschen System des deduktiven Aussagenkalkuls als Aus- 
gangsformeln auftretcn^. 

Die Nachweise für die verschiedenen aufgestellten Beliauptungen 
über Ableitbarkeit konnen hier übergangen werden, da wir im folgen- 
den von dem deduktiven Aufbau der Aussagenlogik keinen Gebrauch 
machen werden. Es sei abcr hier noch der Nachweis erbracht für die 
Unahhàngigkeit einer jeden der Formeln I bis V von den übrigen 
Formeln. Dazu môge zunâchst die allgemeine Méthode auseinander- 
gesetzt werden, die zu diesen Unabhângigkeitsbeweisen verwendet wird. 
Auf diese Méthode werden wir hingeführt, wenn wir die Beziehung 
der deduktiven Aussagenlogik zur Théorie der Wahrheitsfunktionen 
betrachten. 

Fassen wir die Verknüpfungen &, V, als Wahrheitsfunk- 

tionen auf, so bekommen wir damit für das vSystem der deduktiven 
Aussagenlogik, wie es durch die Formeln I bis V und die Regeln charak- 
terisiert ist, eine Art von Inter pretaiion. 

]3ei der Betrachtung dieser Interprétation konnen wir abstrahieren 
von dem eigentlich logischen Gesichtspunkt, auf Grund dessen die 
Formeln der Aussagenlogik die Bedeutung von ScliluBregeln erhalten. 
DaB die Werte der Wahrheitsfunktionen und ihrer Argumente gerade 
„wahr“ und ,,falsch“ sind, darauf kommt es uns hier nicht an, sondern 
vielmehr nur darauf, daB wir es mit gewissen zweiwertigen Funktionen 
zu tun haben, deren Argum{'nte ebenfalls nur derselben zwei Werte 
— sie môgen a, /f genannt werden — filhig sind. Dû; Définition dieser 
Funktionen wird gegeben durch unsere früheren Schemata, wenn wir 
darin ,,wahr“ durch ^x, „faisch“ durch fi er.setzen. Wir konnen diese 
Definitionen auch in der Form von Gleichungen geben, namlich die 
Définition von durch die Gleichungen: 

(X ► a — (X , 

P P — - (X , 

fi -► oc -- - oc , 

(X -> fi, 


1 In dem pREGEsclien System ist übrigens die t'ormel 

C)) -► C)) 

entbehrlich, was sich an Hand des letztgenannten Systems von Lukasiewicz 
erweist. 
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die Définition von “ durch. die Gleichungen 

ÔC = fi, ^ = IX, 

die Definitionen von ,,V'‘ durch die Gleichungen 

oc & (X a y X a , 

und die Définition von durch die Gleichungen 

et ~ (X — a , 

x~ft = fi = 

DaB ein Ausdruck identisch wahr ist, besagt hiernach, daB er auf Griind 
der gegebenen Definitionen stets den Wert x liefert. Und die Über- 
legung, durch die wir uns klarmachen, daB das System der Formeln I 
bis V nur identisch wahre Formeln liefert, stellt sich in der neuen ab- 
strakteren Bezeichnungsweise so dar: 

Zuniiehst verifiziert man, daB die Ausdrücke I bis V auf Grund der 
Définition von >■ stets den Wert (X liefern. Danach hat man nur noch 
/Al zeigen, daB die Anwendung der Regeln beim Ausgehen von Formeln, 
die stets den Wert haben, wieder nur zu solchen Formeln führt. 

Dies ist zunachst für die Regel d(‘r Einsetzung unmittelbar ersicht- 
lich, demi durch eine Einsetzung kann ja der Wertevorrat eines Aiis- 
drucks nicht erweitc'rt werden. Was ferner das vSchluBschema betrifft, 
so haben wir zu zi'igen, daB, wenn der Ausdruck sowie auch -> SI 
stets den Wert x hat, daim auch stets dcai Wert x hat. Das ist tat- 
sachlich der Fall; demi wenn St den Wert x hat, so hat Sf > -6 denselben 
Wert wie x >33; x ► 33 hat aber gemâB der Définition von »- stets 
denselben Wert wi(' 33. Also muB, damit 31 - > 33 den Wert x hat, auch 
den Wert x haben. 

Aus der angestellten Überlegung ergibt sich insbesondere, daB aus 
den Formeln I bis V jedenfalls nicht zwei Ausdrücke 3f, 31, von denen 
der zweite die Négation des ersten ist, ableitbar sind. Denn wenn 31 
stets den Wert x hat, so hat ja 31 stets den Wert x = fi. 

Die bei diesem Verfahren notwendige Feststellung, daB die Aus- 
drücke I bis V stets den Wert x liefern, erscheint zunachst mühsam. 
Man kann jedoch die Verifikation durch geeignete Fallunterscheidungen 
kürzer und übersichtlicher gestalten. Wir wollen dieses am Beispiel der 
Formel I 3) 

(A . B) ^ {(B - C) - (.1 C)) 

zeigen. Es sei bereits festgestellt, daB der Ausdruck 
A -> {B ^ A) sowie auch A -> A 
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stets den Wert a hat. Dann kann man einfach so argumentieren : Unter 
den Werten, die für A , B ,C eingesetzt werden, müssen jedenfalls zwei 
übereinstimmen. Wenn B und C dcnselben Wert haben, dann hat 
A B densclben Wert wie A C , und der Wert des betrachteten 
Ausdrucks I 3 ist dahcr auch ein Wert von 

A -> {B->A), 

also = oc. 

Wenn die Werte von A und C übereinstimmen, so hat A - >■ C den 
Wert oc, und da 

oc — >■ Oc —>■ oc oc , 

also jeder Ausdruck der Form (x den Wert oc hat, ergibt sich : 

{A B) -> {{B C) > {A -> C)) 

= {A B) -> {{B C) -> oc) 

— {A -> B) -> (X a. 

Stimmen schlieülich die Werte von A und B überein, so stimmt auch 
der Wert von B C mit dem von A > C überein, also hat 

{B -* C) {A -^C) 

den Wert oc, und somit folgt: 

{A^ B)-^ {{B C) (A -> C)) - (/I -> B) oc = oc. 

13as dargelegte Beweisverfahren, das wir aus der Betrachtung der 

zweiwertigen Funktioncn gewonnen haben, lâBt sich nun derart ver- 

allgemeinern, daB es uns eine Méthode zur Ausführung von Unabhângig- 

keitsbeweisen liefert. Die Verallgemeinerung besteht darin, daB an Stelle 

der Definitionen von „ 

&, V, ~, 

als zweiwertiger Funktionen, die wir aus den Schematen für die W'ahr- 
heitsfunktionen entnommen haben, andere Definitionen, und zwar auch 
solche von mehrwertigen Funktionen, betrachtet werden. Von dem 
Wert.system wird eine gewisse Teilgesamtheit von ,,ausgezeichneten 
Werten" ausgesondert, welcher die entsprechende Rolle wie dem Wert oc 
in der obigen Betrachtung zukommt. 

Eine solche Définition der Symbole *•, &, V, ~ durch Funktionen 
in einem endlichen Wertbereich, verbunden mit einer Aussonderung 
von ausgezeichneten Werten, wollen wir kurz als ,,Wertung" bezeichnen, 
und diejenige Wertung, welche den Schematen der Wahrheitsfunktionen 
entspricht, môge die „normale Wertung" genannt werden. 

Um zu zeigen, daB aus gewissen Formeln 
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eine Formel U nicht abgeleitet werden kann, haben wir nur nôtig, eine 
Wertung anzugeben, bel der folgendes erfüUt ist: Die Ausdrücke 

nehmen nur ausgezeichnete Wertc an. Wenn ferner irgendein Aus- 
druck © sowie auch © -^ î nur ausgezeichneter Werte fâhig ist, so gilt 
das gleiche von X. Der Ausdruck U nimmt dagegen auch solche Werte 
an, die nicht ausgezeichnet sind. 

Damit ist dann tatsâchlich die Unableitbarkeit von U erwiesen; 
demi aus den genannten Eigenschaften der Wertung ergibt sich ja, 
daB beipi Ausgehen von den Formeln Stj, . . ., 94, die nur ausgezeich- 
neter Werte fâhig sind, die Anwendung der Einsetzung und des SchluB- 
schemas wieder nur zu solchen Formeln mit nur ausgezeichneten Wertcn, 
also nicht zu der Formel U führen kann. 

Nach dieser Méthode wollen wir nun für jede der Formeln I bis V 
ihre Unableitbarkeit aus den übrigen Formeln erweisen. 

Für die Formeln aus den Formelgruppen II bis V genügen hierzu 
solche Wertungen, welche von der normalen Wertung jeweils nur in 
der Définition für dasjenige logische Symbol abweichen, welches durch 
die betreffende Formelgruppe eingeführt wird. Wir kônnen daher die 
Unabhângigkeitsbeweise für die Formeln II bis V in eine Tabelle zu- 
sammenfassen, in welcher wir zu jeder Formel ^ aus einer der genannten 
Formelgruppen eine Définition für das durch die Formelgruppe ein- 
geführte Symbol angeben, welche eine von der normalen Wertung ab- 
weichende Wertung bestimmt, durch die sich die Unabhângigkeit der 
Formel ^ von den übrigen der Formeln I bis V erweist. Und zwar lâBt 
sich diese Définition jedesmal durch eine einzige Definitionsgleichung 
ausdrücken, die für jede Verteilung der Werte oc, fi auf die vorkommenden 
Variablen gelten soU. Die Unabhângigkeit der Formel erweist sich 
jeweils dadurch, daB innerhalb der dieser Formel zugeordneten Wertung, 
deren Abweichung von der normalen Wertung durch die betreffende 
Definitionsgleichung angegeben ist, die Formel für ein gewisses Wert- 
system der Variablen — welches wir auch in der Tabelle angeben — 
den Wert /8 erhâlt, wâhrend jede andere von den Formeln I bis V den 
Wert oc erhâlt. 

Die Nachprüfung der letztgenannten Tatsache braucht jeweils nur 
für die Formeln derjenigen Formelgruppe ausgeführt zu werden, zu 
welcher gehôrt, da ja die Abweichung der der Formel % zugeordneten 
Wertung von der normalen Wertung nur für diese Formeln zur Geltung 
kommt. 

Man beachte, daB bei allen diesen Unabhângigkeitsbeweisen die 
Définition für -► ungeândert bleibt, so daB jede in der Tabelle angegebene 
Wertung die Eigenschaft besitzt, daB, wenn die Formeln ©, ©-^2^ 
beide stets den Wert oc haben, auch % stets den Wert oc hat. 
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Wir geben nun die Tabelle dcr Unabhângigkeitsbeweise für die 
Formeln II bis V an. 


Die als uuabhaiigig zu erweisende Formel 

Die von der norma- ! 
Icn Wertung abwei- 
chciide Définitions- , 
gîeichung 

Wertsystem der Varia- 
bleii, wclehcs dcr Formel 

JÇ’ den Wert fi erteilt 

II 1 ) 

A & B B 

A ^p, B ---= oc 

2) A & B B 

A 8c B = A 

A B^p 

3) (.1 -> B) ^ ((A -> C) -> (A - > B & Q) 

A Sc B - /I 

A ~~ (X , B — (\, C (X 

111 1) A->AVB 

A V 7? =- B 

il 

2) B -> A V B 

A V / >’ A 

A P . B (V 

3) {A -> C) -► {(B -> C) -> (A V B C)) 

A v B ^ IX 

\A^ p.Br^p. C^p 

IV 1) (.1 ~il) -> (/I -»-7ü 

A ~ B — B - y A 

j A oc, B ^ P 

2) (A'^B) -► (B -► A) 

A ~ 77 = A -y B 

A -p, B (V 

3) (A^B)->{(B->A)-*{A^B)) 

A ~ B -- P 

A (\. , B a 

Vi) (A B) -y (B -* A) 

; A A 

A - P . B - a 

2) A -y A 

A -P 

\a~(x 

3) A -y A 

! A., a 

A P 


Ans den in dieser Tabelle zusammengestellten Wertungen lassen 
sich auch noch manche zusâtzlichen Folgerungen entnehmen. Z. B. 
zeigt die Wertung, welclie die Unabhângigkeit der Formel II 3 ) erweist, 
zugleicli auch, daB diese Formel in dem Gesamtsystem der Formeln I 
bis V nicht vertreten werden kann durcli die Formel 

{A -> B) & {A -> C) -> (A B & C) ; 

deim diese Formel erhalt ja bei jener Wertung, welche durch die Defi- 
nitionsgleichung A & B ^ fi 

be.stimmt ist, stets den Wert a, ebenso wie die Formeln I, 11 1 ), 2 ), 111 
bis V, wâhrend dieses für die Formel II 3 ) nicht zutrifft. 

Ferner zeigt die zum Nachweis der Unabhangigkeit von V 3 ) be- 
nutzte Wertung, welche durch die Definitionsgleichung 

A = <x 

bestimmt wird, daB die Formel V 3 ) nicht abgehntet werden kann aus 
den Formeln I bis IV, V 1), 2) und der Formel 

A MA, 

daB sie also im Gesamtsystem der Formeln I bis V nicht durch diese 
Formel vertreten werden kann. Denn für die genannte Wertung haben 
aile Formeln I bis IV, V 1), 2) sowie auch AM A stets den Wert tx, 
wâhrend dieses für -V 3 ) nicht der Fall ist. 

Nun bleiben noch die Unabhângigkeitsbeweise für die Formeln I zu 
führen. Bei diesen kônnen wir nicht so einfach wie bisher verfahren, 
weil das Symbol -► in allen fünf Formelgruppen auftritt. 
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Wir geben die Unabhângigkeitsbeweise für die Formeln I 1), 2), 3) 
durch drei voneinander wesentlich verschiedene Wertungen. 

Gemeinsam an diesen Wertungen ist, daB jedesmal (x. als der einzige 
ausgezeichnete Wert genommen wird. Die Bedingung, daB, wenn (3 

und (3 î stets den Wert oc ergeben, auch % stets den Wert oc ergibt, 

wird dadurch erfüllt, daB in allen drei Wertungen der Ausdruck oc-^ A 
für A oc einen von oc verschiedenen Wert bat. Ferner haben die 
Wertungen noch folgende Eigenschaften gemeinsam; 

Für jeden Wert von A und von B bestehen die Gleichungen 

A&B == B & A, Ay B = By A, A ^ B B ^ A , 
oc, A & A — A , A y A — A, A ^ A = oc, 

A oc — a, A — a , 

A , A y oc = a , A & fi = fi , A y fi - A , 

a — fi , fi = oc . 

Diese Bedingungen sind, wie man leicht erkennt, miteinander ver- 
traglich. Die; aus ilinen sicli ergebenden Definitionsgleichungen wollen 
wir als die ,,Grundgleichungen“ bezeichnen. Zu diesen kommen jedes- 
mal zusatzliche Definitionsgleichungen hinzu. 

Zum Nachweis der Unabhângigkeit von I 1) nehmen wir eine Wertung 
mit vier Werten oc, fi, y, â. Für diese sind die zusatzlichen Definitions- 
gleichungen folgende ; 

OC- - > fi - /? , oc -> y fi , OC- -> (5 fi , 
y > fi fi, ô > fi 

y Ô - • fi , Ô > y — oc , 

y & ô = ô , y y à — y , 

ÿ = Ô , Ô rrrr y , 

A'^B ^ fi für A f B . 

GemâB der so bestimmten Wertung ist für jede der Formeln I 2), 3)» 
11 bis V der Wert stets gleich oc. 

Zur Erleichterung der Verifikation ist folgendes zu bc'achten \ A B 
hat stets einen der Werte oc, A & B sowie auch A y B hat stets 
(ünen der Werte A , B . Hierzu kommt noch die Eigenschaft unserer 
Wertung, daB sic für Ausdrücke, die aus oc, ^ mittels der fünf logischen 
Symbole gebildet sind, mit der normalen Wertung übereinstimmt. 

DaB die Formel H) ^ ^ 

niclît stets den Wert oc liefert, kann man an verschiedenen Wertsystemen 
feststellen, z. B. für die Werte ^ = â, B = a , für welche sich der Wert ^ 
ergibt. 


A-*A=-- 

A & v = 
und es ist. 



78 § 3- Die Formalisierung des logischen SchlieBensI: Der Aussagenkalkul. 


Für dieselben Werte von A , B liefert auch die Formel 

A - > {B^A&B) 

den Wert fi. Daraus folgt, daü dicse Formel nicht abgeleitet werden 
kann aus den Formeln I 2), 3). II bis V. 

Auf die gleiche Art erkennt man, daB auch die Formeln 

A y A. Â~&A , {A A)->A, A-^{A-> B) 

nicht aus den Formeln I 2), 3). II bis V ableitbar sind. 

Ferner folgt aus dem Umstande, daB die betrachtete Wertung für 

die Formel A -*■ A sowie auch für B (A - > A) stets den Wert oc liefert, 

daB im Gesamtsystem der Formeln I bis V die Formel 1 1) nicht durch die 

Formel A A und auch nicht durch B {A -> A) vertreten werden kann. 

Die Unabhângigkeit der Formel I 2) erweist sich an Hand einer 

Wertung mit drei Werten oc, fi, y, welche zuerst von Lukasiewicz 

hetrachtet wurde. Für diese Wertung lauten die zusatzlichen Glei- 

chungen a a a 

oc > fi =: fi , OC -> y — y , y fi = - y , 

oc fi = fi, oc'^y ^ y, f{ ^ y y ^ = 

(Für^ 8c B und/1 y B wird durch die Grundgleichungen bereits die voll- 
stiindige Définition geliefert.) 

DaB diese Wertung für jede der Formeln I 1), 3), II bis V den Wert oc 

liefert, entnimmt man leicht aus folgender arithmetischer Interprétation ; 

oc, fi , y sind bzw. die drei Zahlen 0, 1, ^ i!? ist die arithmetische 

Differenz B~A, falls A B , und sonst gleich 0; A 8c B ist der 

maximale, A y B der minimale von den Werten A , B ; A ~ B ist der 

absolute Betrag von A — B , A ist gleich (1 — A). 

Die Formel I 2) , . 

' {A^ {A~* B)) ^ (/I -> B) 

ergibt aber bei dieser Wertung, wenn A = y , B = fi gesetzt wird, nicht 
den Wert oc, sondern y. 

Ebenso stellt man fest, daB keine der Formeln 

{A {A ^ B)) {A 8c A -> B), 

A y A, A 8c A, (A Â) A 

stets den Wert a liefert. Diese Formeln sind also nicht aus den For- 
meln I 1), 3), II bis V ableitbar. 

Um nun auch die Unabhângigkeit von I 3) nachzuweisen, nehmen 

wir eine Wertung mit vier Werten a, /3, y, ô, für welche die zusâtz- 

lichen Definition.sgleichungen durch folgende Festsetzungen bestimmt 

sind : -si 

y = ô, 0 = y, 

y 8c ô — ^ , y y ô ~ oc , oc-*- ^ y. 
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fémer ist inr A, B ^ ^ , A ^ B 

A-^B = B-, 

endlich ist für jeden Wert von A, B 

A~ B = {A-^ B) di{B-> A). 

Man erkcnnt leicht, daB diese Festsetzungen untereinander sowie 
auch mit den Grundgleichungen im Einklange stehen, und daB sie die 
Wertung vollstândig bestimmen. 

Nun lâBt sich verifizieren, daB gemaB dieser Wertung die Formeln 
I 1), 2), II bis V stets den Wert Oi ergeben. Dagegen ergibt die Formel I 3) 

{A^B)^ {{B C) {A ^ O) 

für das Wertsystem A— <x,B — ^,C = à den Wert ô. 

Ans dem Umstande, daB bei dieser Wertung die b'ormel 

/I -> (0 -> B) B) 

für A — a, B = ^ den Wert <5 ergibt, ersieht man, daB zur Ableitung 
dieser Formel aus den Formeln I bis V die Formel I 3) nicht entbehrt 
werden kann. 

Hiermit ist für aile Formeln I bis V der Unabhangigkeitsbeweis 
geführt. AnschlieBend soll noch mittels einer Wertung gczeigt werden, 
daB die Formel 

{(A-* B) -> A) ^ A, 

wclche wir im vorherhergehenden als Beispiel einer zwar identisch 
wahren, aber nicht positiv identischen Implikationsformel angeführt 
haben, aus dem System der Formeln I bis V nicht ohne Benutzung 
von V 3) abgeleitet werden kann. 

Hierzu nehmen wir eine Wertung mit drei Werten oc, y. Für 
diese sollen wiederum die ,, Grundgleichungen" gelten; zu diesen treten 
folgende zusâtzlichen Gleichungen: 

oc P (i , a y = y , y - > ^ ^ ^ , 
oc ~ /i = fi , = fi y = p , 

y = p. 

Bei der so definierten Wertung erhalten aile Formeln I bis IV, Vl), 2) 
stets den Wert oc; dagegen erhâlt die Formel 

{(A -^B)-^A)-^A 

für A = y, B — P den Wert y. Diese Formel ist also in der Tat nicht 
aus den Formeln I bis IV, V 1), 2) ableitbar. Das gleiche gilt von der 
identisch wahren Formel 

A W {A -> B), 

welche gemaB der betrachteten Wertung für A = y, B = p auch den 
Wert y ergibt. 
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Unser Verfahren der Définition von raehrwertigen Funktionen lâBt 
sich ohne weiteres auch für solchc Unabhângigkeitsbeweise verwenden, 
bei denen nicht nur eine Ânderung des Formelsystems, sondern auch 
einc solche der Regeln in Betracht gezogen wird. 

So zcigt Z. B. die Wertung, die wir zum Nachweis für die Unabhângig- 
keit der Formel I 1) aufgestellt haben, daü die Formel I 1) nicht ver- 
tretcn werden kann durch das Schéma 

Demi dieses Schéma führt von einer Formel, die auf Grund der genannten 
Wertung stets den Wert « hat, wieder zu einer solchen Formel, da ja 
A -► a bei dieser Wertung stets den Wert a hat. Somit sind auch bei 
der Hinzunahme des genannten Schémas aus den Formeln I 2), }), 
II bis V nur solche Formeln ableitbar, die geiniiB der betrachteten 
Wertung stets den Wert ot haben, wâhrend die Formel I 1) nicht diese 
Eigenschaft besitzt. 

Nach der gleichen Méthode soll der Nachweis erbraclit werden, daB 
bei der Beschrankung auf die Formelgruppen I bis III die Formel II 3) 

{A -> B) {{A C) -> {A -> B & O) 
nicht etwa vertreten werden kann durch das Schéma 

W >33 

(§) 31 -> © 

d. h. also, daB auch bei Hinzunahme dieses Schémas (ê) als formaler 
SchluBregel die l'ormel II 3) nicht aus den Formeln I, II 1), 2), III 
ableitbar ist. 

Hierzu betrachten wir ein vierwertiges System. Unter den Werten 
a, (i, y, ô soll wieder nur oc au.sgezeichnet .sein. Es gelten wiederum 
die Grundgleichungen, und die zusatzlichen Definitionen lauten: 

A B für /I 4 A A B\ 

y & ô = fi , y \J 6 — oc . 

Zunachst ist nun festzustellen, daB auf Grund dieser Definitions- 
gleichungen jede der Formeln I, II 1), 2), III stets den Wert oc liefert. 
Ferner gilt, daB, wenn ein Ausdruck @ sowie auch 0 X stets den 
Wert oc hat, dann auch % stets den Wert a hat; wir gelangen also bei 
der Anwendung des SchluBschemas 

S 

© 2 

S, 
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wenn wir es auf Formeln anwenden, die stets den Wert oc haben, wieder 
zu einer Formel von dieser Eigenschaft. 

Das gleiche gilt aber auch für das hinzugenommene Schéma (§): 

2l^S3&6; 

d. h. : Sind 2t, 93 , © Ausdrücke, für welche 21 -»■ 93 sowie 21 -> (ï stets den 
Wert (X ergibt, so ergibt auch 21 -► 93 & ® stets den Wert ot . Demi 
betrachten wir irgendeine bestimmte Einsetzung von Werten für die 
in 21, 93, (5 vorkommenden Variablen, so sind in Hinsicht auf den Wert 
von 21 folgende Fâlle zu unterscheiden : 

1. 21 erhalt den Wert jS; dann hat 21 93 & © jedenfalls den Wert oc . 

2. 21 erhalt den Wert a ; da 21 -*• 93 und 21 (5 nach unserer Annahme 

den Wert oc haben, so muB dann 

^ 33 ^ (X, = e = 

also 

93&{5 = (X->«&(X — (X 

sein. 

3- 21 erhalt einen der Werte y , à. Da 21 ^ 93 und 21 > Ê don Wert oc 
haben, so muB dann 93 entweder denselben Wert wie 21 oder den Wert oc 
haben, und dasselbe gilt auch von Da nun 

y 8c y -■-= ocôcy --- y 8c oc — y , 
ô8cô = oc8cô = ô8coc = ô, 
oc 8c oc — oc 

ist, so folgt, daB auch 16 & 6 entwedi'r denselben Wert wie 21 oder den 
Wert oc hat, so daB 

entweder 21 93 & 6 = 21 ->• 21 a 

oder 21-^93&(5 = 21-'>-(X = <x ist. 

Wir erkennen somit, daB auch bei der Hinzunahme des Schémas (ê) 
aile ans den Formeln I, II 1), 2), III ableitbaren Formeln stets den 
Wert oc liefern. Dies gilt aber nicht von der Formel II 3)- Denn setzen 
wir in dieser für A, B ,C die Werte y ,y , à, so erhalten wir 

(j, . > yj ^ ((y _ > 8) -> (y y 8c ô)) 

-- oc->{ô-^{y^ P)) 

^ {y ->p) = ô y P = p. — 

Zu dem Ergebnis dieses Unabhangigkeitsbeweises .sind noch folgende 
Bemerkungen anzubringen : 

I. Wenn wir zu den betrachteten Formeln I, II 1), 2), III die 
Formelgruppe V hinzunehmen, so wird mit Hilfe unserer Regeln ein- 
schlieBlich des Schémas (§) die Formel II 3) ableitbar. 

Hilbert-Bernays, Grundlagen der Matbematik I. 5 
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2. Wenn wir an Stelle des Schémas (è) das modifizierte Schéma 

-> (S3 -> U) 

(§') 

"91 -> (58 -> U & «) 

einführen, so lâBt sich mit diesem die Formel II 3) ans den Formeln I 
aile in ableiten. 

In der Tat gestattet dieses Schéma (ê') folgende Anwendung: 

A (B -> A) 

A (^B B) 

A ^Jb Z A~& B) . 

Hier steht zuerst die Formel II), und die zweite Formel ist ans den 
Formeln I ableitbar. Wir gelangen also zu der Formel 

A-^{B ^A& B), 

und aus dieser kann mit Hilfe der Formeln I die Formel II 3) abgeleitet 
werden. 

Das Schéma (ê') genügt somit, um für die implizite Charakterisierung 
der Konjunktion die Formel II 3) zu vertreten. Der hier bei der Charak- 
terisierung der Konjunktion vorliegende komplizierte Sachverhalt tritt 
bei der Disjunktion nicht auf, vielmehr kann hier die Formel III 3) 

(A -> C) -> ((B -*C)-*(AVB-^ O) 

bereits durch das dem Schéma (§) entsprechende Schéma 

(t) 

31 V33->e'" 

vertreten werden. Denn mit Hilfe dieses Schémas und der Formeln I 
laCt sich die Formel III 3) ableiten. In der Tat genügt hierzu folgende 
Anwendung des Schémas; 

A [(A C) - > ((B C) -> C)] 

B -> [(A -> C) -> ((B C)1 

AMB-> f(A -> C) -> ((B -> C) -> C)] . 

Hier sind die beiden ersten Formeln aus den Formeln I ableitbar, tmd 
aus der dritten erhâlt man durch eine Vertauschung der Implikations- 
vorderglieder, die mit Hilfe der Formeln I bewirkt werden kann, die 
Formel III 3). — 

Wir wollen hiermit die Betrachtungen über die deduktive (axio- 
matische) Aussagenlogik abschlieCen. Unsere Ausführungen hierüber 
sind keineswegs erschôpfend, ihr Zweck ist auch nur, eine Vorstellung 
davon zu geben, welch eine Fülle von anregenden Fragestellungen und 
systematischen Gedanken in der deduktiven Aussagenlogik vorliegt. 
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Für unsere Zwecke der Formalisierung des Schliefiens werden wir 
die Aussagenlogik nicht in der axiomatischen Form, sondern nur in 
der zu Anfang dieses Paragraphen entwickelten Form als Théorie der 
Wahrheitsfunktion verwenden^. Diese Verwendung geschieht auf die 
bereits angegebene Art: wir nehmen einerseits die identisch wahren 
Ausdrücke, andererseits gewisse durch Formeln dargestellte Prâmissen 
als Ausgangsformeln und leiten nun durch Einsetzungen und mit Hilfe 
des SchluBschemas weitere Formeln ab. 

Es ist nun nützlich, sich gewisse hâufig vorkommende Übergange 
als Regeln anzumerken. Der dadurch sich ergebende Kalkul, den wir 
wieder als Aussagenkalkul bezeichnen wollen, schlieBt den vorher be- 
trachteten Aussagenkalkul, d. h. die Anwendung unserer Ersetzungs- 
regeln 1 bis 4, in sich 

Wenn nâmlich ein Ausdruck ^ gemaB diesen Regeln durch 33 ersetz- 
bar ist, so ist ja 31 -> 33 sowie auch 33 31 identisch wahr; jede dieser 

beiden Implikationen kônnen wir also als Ausgangsformel nehmen und 
konnen somit durch das SchluBschema von 31 zu 33, bzw. von 33 zu 31 
gelangen. 

Wir kônnen daher an irgendeiner beim formalen SchlieBen uns be- 
gcgnenden Formel jede der durch die Ersetzungsregeln angegebenen 
Verânderungen vornehmen. 

Einige wichtigc Umformungen, die man so erhâlt, scien hier be- 
sonders angeführt. Wie wir festgestellt haben, ist A {B C) ersetz- 
bar durch B (A -► C) , sowie auch durch A & B -> C. Wir kônnen 
daher in einer Implikation der Gestalt 

31 (33 e) 

die Implikationsvorderglieder ihre Stellen vertauschen lassen, so daB wir 

33 (31 ^ (ï) 

erhalten. l'erner kônnen wir die beiden Vorderglieder durch die Kon- 
junktion zu einem zusammenfassen, so daB wir 

31 & 33 - > e 

erhalten; und umgekehrt kônnen wir von einer Formel 

31&33->(S 

mit einer Konjuriktion im Vorderglied zu der Formel 

31 ^ (33 -> 

mit 31, 33 als Vordergliedern sukzessiver Implikationen übergehen. 

Der Übergang von 31 -► (33 zu 31 & 33 ® (das Hineinnehmen 

von 31 in das mit © verknüpfte Implikationsvorderglied) wird als ,,/w- 
portation", der umgekehrte ProzeB als ,, Exportation" bezeichnet. 

^ Nur zur heuristischen Motivierung der Regeln für das Allzeichen und das 
Seinszeichen werden wir die deduktive Aussagenlogik heranziehen. 


6 » 
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Die Prozesse der Vertauschung von Implikationsvordergliedern, der 
Importation und der Exportation, lassen sich auch auf mehrgliedrige 
Implikationen bzw. mehrgliedrige Konjunktionen im Vorderglied aus- 
dehnen. 

So kônnen wir von einem Ausdruck 

91 -> (93 -> (6 - > m) 

übergehen zu 

58 (91 (O; St)) . 

sowic zu ® -> (93 (91 St)) , 

sowie auch zu 91 & 58 & (5 -► St; 

und diese Übergange sind auch in umgekehrtcr Richtung ausführbar. 
Eine andere haufig gebrauchte Ersetzbarkeit ist die, welche zwischen 


den Ausdrücken 

A-^ B 

und 

B > A , 

ferner zwischen 

A B 

und 

B -> A , 

sowie zwischen 

A -> B 

und 

B A 

besteht. Wir konium 

danach 

von 



91 

9^ zu 

58 91 


übergehen, und umgekehrt, ferner von 

91 -> ^ zu 58 -> 91 

und von 

91 >• 58 zu 93 ‘■91. 

Diese Übergange môgen nach der entsprechenden inhaltlichen SchluB- 
weise als ,,Kontraposition“ bezeichnet werden. 

Ferner soi erwahnt, daB auf Grund der Ersetzbarkeit von 

A -> (.4 - >■ B) durch A > B 

ein doppelt stehendes Implikationsvorderglied einmal weggestrichen 
werden kann. 

Für die Àquivalenz besteht die Ersetzbarkeit von 91~58 durch 
58~91, ferner die FIrsetzbarkeit von 91~58 durch 91-^58 sowie von 
91 ~ 58 durch ^ 58 . 

AuBer die.sen Umformungen, welche auf der Ersetzbarkeit des Aus- 
drucks durch einen anderen beruhen, liefert uns die Aussagenlogik aber 
auch solche Übergange, welche nicht umkehrbare Prozesse darstellen. 

Ein solcher ist das Hinzufügen eines beliebigen Implikationsvorder- 
gliedes: Haben wir eine F'ormel 91 und ist 93 ein beliebiger Ausdruck, so 
gelangen wir zu 


58->91, 
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indem wir iii den identischen wahreii Ausdruck 

A -> {B->A) 

Sï für A und 93 für B einsetzeii und auf die dadurch entstehende Formel 

-> (93 21) 


zusammen mit der Formel 21 das SchluBschema anwenden. 

Das Hinzufügen eines Implikationsvordergliedes ist gleichbedeutend 
mit der Anwcndung des zuvor erwâhnten Schémas 

2t 

^ 2i. 


So wie wir hier aus der Hetrachtung des identischen wahren Aus- 
drucks 

A {B -> A) 


eine Regel des formalen Schliefiens gewinnen, kônnen wir auch aus 
anderen identisch wahren Ausdrticken solche Regeln entnehmen. 

Eine besonders wichtige Regel dieser Art ist die Regel des ,,KeUen- 
schlusses" : Haben wir zwei Formeln 


so konncn wir daraus 


21->93, 

21 -> 


23 >e, 
e 


ableiten. In der Tat brauchen wir hierzu nur in den identischen wahren 
Ausdruck 

{A B) -> ((/> -> C) -> (A -> O) 


21 für A , 93 für B , © für C einzusetzen und zweimal das SchluBschema 
anzuwenden; 


(21 -> 23) -> ((23 >(î) M2t^(S)) 
(93 -> ©) > (21 -> (5) 

93 

2f > e . 


l''ür die Konjunktion und die Disjunktion liefern uns die identisch 
wahren Ausdrücke 

(.4 B) -> {{A > C) (A -> B & O) , 

{A C) ~> {(B -> C) -> {Ay B O) 

folgcnde Regeln: 

Aus zwei Formeln 24 ->■ 93 und 2t -> © erhalten wir 2f 23 & (£, 

aus zwei Formeln 2f (î und 93 ® erhalten wir 21 V 93 ->■ (S. 

Diese beiden Regeln sind gleichbedeutend mit den im vorigen betrach- 
teten Schematen (ë) und (t). 
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Bei der Âquivalenz haben wir zunâchst die Regel, daB zwei Im- 
plikationen 

n -> 93 und 93 91 

sich zusammenfassen lassen in die Âquivalenz 91~93; d. h. man kann 
aus den beiden Implikationen die Âquivalenz und andrerseits aus dieser 
die beiden Implikationen ableiten. Dieses ergibt sich aus der Ersetz- 
barkeit von 

91-58 durch (91 -> 93) & (93 -> 91) . 

Aus der Vereinigung dieser Regel mit dem KettenscliluB gewinnen 
wir die Regel der Transitivitât der Âquivalenz: 

Aus 91 — 93 und 93 — K kann 91 — 6 

entnommen werden; desgleichen kann, wegen der Symmetrie und der 
Transitivitat der Âquivalenz, 

aus 91 — 6 und 93—6 die Formel 91 — 93 

entnommen werden. Diese beiden Übergange mogeii gemeinsam als 
„ Schéma der Âquivalenz" bezeichnet werden. 

An die.se Betrachtung des Formalismus der Ableitungen, wie er sich 
aus der Théorie der Wahrheitsfunktionen ergibt, schlieBt sich noch eine 
grundsatzlich wichtige Bemerkung. Wenn wir nur die identisch wahren 
Au.sdrücke als Ausgangsformeln benutzen, so wis.sen wir, daB wir sicher 
nicht einen Ausdruck 91 und zugleich auch .seine Négation 91 als ableit- 
bare Formeln erhalten kônncn. Die.ser Fall ist aber wohl moglich, wenn 
wir auBer den identisch wahren Ausdrücken noch formalisiertc Pra- 
rnissen als Ausgangsformeln nehmen. Wird durch die Hinzunahme 
solcher Prâmi.ssen eine gewisse Formel 91 samt ihrer Négation 91 ab- 
leitbar, so sagen wir, daB die Prâmis.sen zum Widerspruch führen. Wenn 
nun dieser Fall vorliegt, so ist überhaupt jede Formel ableitbar, die zur 
Einsetzung für die Variablen A, B, .. . in Betracht kommt. 

In der Tat, soi Ç eine solche Formel. Wir gehen aus von dem identisch 
wahren Ausdruck A -► {A -► B) . Hierin setzen wir für A die Formel 91, 
für B die Formel ^ ein, so daB wir 

91 -> (91 ^) 

erhalten. Da 91 und 91 nach unsercr Annahme ableitbar sind, so ge- 
langen wir von der eben genannten Formel durch zweimalige Anwendung 
des SchluBschemas zu 

Wissen wir daher von einem System von Prâmissen, daB eine ge- 
wisse Formel die zur Einsetzung für die Variablen A, B, .. . in 
Betracht kommt, auf Grund dieser Prâmissen jedenfalls nicht abgeleitet 
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werden kann, so haben wir damit schon die Gewiliheit, daB die Pra- 
missen überhaupt zu keinem Widerspruch führen kônnen. 

Von dieser Bemerkung werden wir spâter bei den Beweisen der 
Widerspruchsfreiheit Gebrauch machen. — 

§ 4. Die Formalisierung des Schliefiens II : 

Der Prâdikatenkalkul. 

Durch die Ausführungen des vorigen Paragraphen ist die b'ormali- 
sierung des logischen Schliefiens vorbereitet. 

Wir haben die Théorie der Wahrheitsfunktionen als eine Hilfs- 
disziplin entwickelt und ans ihr ein Verfahren zur Formalisierung 
gewisser Schlüsse entnommen. Dieses Verfahren besteht darin, dafi 
inan ausgeht von gewissen P'ormeln, die entweder identisch wahre 
Ausdrücke sind oder symbolische Darstellungen von Prâmissen (Axio- 
men), und aus diesen nach der Regel der Einsetzung und mit Hilfe 
des SchluBschemas weitere Formeln ableitet. 

Bei diesem Verfahren kommt ein wesentliches logisches Moment 
gar nicht zur Geltung, nâmlich die Beziehung der Aussagen auf Gegen- 
stânde, d. h. das Verhâltnis von Subjekt und Pràdikat. 

Dieses Verhâltnis und die darauf sich gründenden Schlüsse haben 
wir nun im Formalismus darzustellen. 

Der erste Schritt hierzu ist die Einführung der Individuen-Variablen. 
Wir wollen diese zunâchst an die Théorie der Wahrheitsfunktionen 
anknüpfen. Zum besseren Verstândnis wird es nützlich sein, eine 
mathematische Analogie heranzuziehen. 

Wenn wir in der Algebra eine formale Identitât haben, wie z. B. 

{x y) ' {x — y) ^ — y'^, 

so bleibt diese gültig, wenn wir darin die Variabien noch von einem 
oder mehreren ,,Parametern‘' abhângen lassen, also z. B. in der genann- 
ten Formel x, y durch 

xi^). y{t) 

ersetzen, so dafi wir erhalten: 

{x{t) + y{t)) • {x{t) - y{t)) == {x{t))^ - (y(/))^ 

Diese Gleichung gilt dann identisch, einerseits in x und y, andrerseits 
in t, wobei die Variable t auf einen gewissen Zahlbereich als Wertbereich 
bezogen ist und x, y nun Variable für Funktionen sind, die einer Zabi 
aus dem Wertbereich von t eine solche aus dem Wertbereich der ur- 
sprünglichen Variabien x, y zuordnen. Ganz entsprechend kônnen 
wir nun auch mit den Identitâten der Aussagenlogik, d. h. den identisch 
wahren Ausdrücken, verfahren. Wir kônnen die Variabien 

A, B, . 


• • 9 
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die nur der beiden Werte ,,wahr“, ..falsch" fâhig sind, noch von Para- 
nietern abhângen lassen, die sich ihrerseits auf irgendeinen Wertbereich 
beziehen, mag dieser bloB als Gattung von Dingen oder als fest ab- 
gegrenzter Individuenbereich bestimmt sein. 

Die Parameter unterscheiden wir als „Individuen-Variablcn“ a,h, . . . 
(kleine lateinische Buchstaben) von den Variablen des Aussagenkalkuls 

Ein Ausdruck ^ ^ ’ 

A{a) , A {a, h) 

stellt cine doppelte Variabilitât dar; die Festlegung von A geschieht 
durch eine Funktion, welche jedem zuliissigen Wert von a, bzw. von 
a, h einen der beiden Werte ,,wahr“, ,,falsch“ zuordnet. Eine solche 
Funktion ist gerade das, was wir im § 1 als Wertverlauf eines Pradi- 
kaies bezeichnet haben. Wir gelangen also durch die Einführung der 
Individuen-Variablen von der Aussagenlogik zur Pràdikatenlogik. 

Die hiermit eingeführte Erweiterung der Symbolik liefert uns aus 
den identisch wahren Ausdrücken der Aussagenlogik sofort eine neue 
Art von Identitâten. So gewinnen wir z. B. aus dem identisch wahren 
Ausdruck 

AM A 

Ausdrücke wie 

A (a) y A (a) 

A (a, b) y A {a, h) , 

welche in dem Sinne Identitâten sind, daB sie stets den Wert ,,wahr“ 
ergeben, wie man auch die Variable A durch ein Prâdikat und die 
Individuen-Variablen durch Individuen spezialisiert. In der Tat muB 
ja bei behebiger Festlegung von a, b 

A {a) bzw. A {a, b) 

einen der b€ïiden Werte ,,wahr“, ,,falsch“ ergeben, .so daB der ganze 
Ausdruck einen speziellen Wert des Ausdrucks 

yl V^l, 

also, weil dieser ja identisch wahr ist, den Wert ,,wahr“ liefert. 

Im Sinne dieser Überlegung geben wir nun der Einsetzungsn;gel 
eine erweiterte Fassung. Wir führen zunâchst den Begriff der ,, Formel" 
ein. Als ,, Formel" soit der symbolische Ausdruck einer variablen oder 
bestimmten Aussage bzw. eines variablen oder bestimmten Prâdikates 
gelten. 

Diese Erklârung bedarf der Prâzisierung durch Beschreibung der 
formalen Struktur derjenigen Ausdrücke, die wir als Formeln zulassen. 
Die Môglichkeit einer solchen formalen Charakterisierung ergibt sich 
aus dem Umstande, daB wir die Formalisierung des SchlieBens nur 
auf axiomatische Theorien anwenden woUen. 
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In einer axiomatischen Théorie werden von vornherein bestimmte 
Arten von Gegenstanden und ferner bestimmte Grundprâdikate ein- 
geführt. Jedes dieser Grundprâdikate stellt sich, je nach der Zabi 
der zugehôrigen Subjekte, durch ein Prâdikatensymbol mit einer be- 
stimmten Anzahl von Argumenten dar, deren jedes auf einen bestimm- 
ten Gegenstandsbereich bezogen ist. Jeder Art von Gegenstanden 
entsprechen zugehôrige Individuenvariablen. 

Wir werden uns im Folgenden auf den einfachsten Fall beschran- 
ken, daB nur eine Gattung von Gegenstanden vorhanden ist, so daB wir 
nicht nôtig haben, verschiedene Arten von Individuenvariablen zu 
unterscheiden. 

Wir erklâren nun zunâchst als ,,Primformel“ einen Ausdruck, 
der besteht aus einer der Variablen A, B, C, ... bzw. einer solchen 
mit einer oder mehreren Individuen- Variablen als Argumenten, oder 
aus einem Prâdikatensymbol mit den zugehôrigen Argumenten, ferner 
auch einen solchen Ausdruck, der aus einem der vorgenannten ent- 
steht, in dem eine Individuen variable durch den Namen eines Gegen- 
standes, ein ,,Individuensymbor‘, ersetzt wird. 

Als Formel bezeichnen wir einen Ausdruck, der entweder selbst 
eine Primformel ist oder aus solchen mit Hilfe der logischen Zeichen 
des Aussagenkalkuls 

-> & V ~ 

, VA, , V , , 

gebildet ist. 

Es sei gleich hier bemerkt, daB der Begriff der Formel noch eine 
gewiss(’ Erweiterung crfahren wird. Wir wollen aber schon von jetzt 
ab ,, Former ‘ als einen bestimmten Terminus gebrauchen‘ und im 
Zusammenhange damit die Variablen 

A, B, C, ... 

als ,, Formel- Variablen" bezeichnen. 

Die Formel- Variablen mit angefügten Individuen-Variableii be- 
zeichnen wir als Formel- Variablen ,,mit Argumenten". Diese Variablen 
haben die Kolle von Prâdikaten- Variablen. 

Innerhalb einer Formel kann dieselbe Formel- Variable mit wechseln- 
den Argumenten auftreten: sie ist als ,, dieselbe" gekennzeichnet durch 
die Übereinstimmung des groBen lateinischen Buchstabens sowie der 
Anzahl ihrer Argumente. Hiernach gelten Formel-V ariablen mit ver- 
schiedener Anzahl von Argumenten stets als verschiedene Variablen. 

Um eine Formel- Variable mit Argumenten losgelôst von den Be- 
setzungen ihrer Argumentstellen, mit denen sie innerhalb einer Formel 
oder einer Formelreihe auftritt, anzugeben, wâhlen wir eine ,,Nennform“ 
der Variablen, in welcher als Argumente solche Individuen- Variablen 

^ Daneben werden wir das Wort ,, Ausdruck*' oline scharfe Définition für 
irgendwelche Zeichenkomplexe unserer Symbolik verwenden. 
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stehen, die (wenn es mehrere sind) voneinandcr und von den in der 
l'ormel, bzw. der Formelreihc, auftretenden Variablen verschieden sind. 

Nunmehr kônnen wir die erweiterte Einsetzungsregel formuliercn. 
Der ProzcJJ der Einsctzung besteht allgemein in dem tîbergang von 
einer Formel zu eincr andern Formel, die sich von jener dadurch unter- 
scheidet, daB für eine gewisse Variable, überall wo sic in jener Formel 
auftritt, ein und derselbe Ausdruck gesetzt wird. Die genaueren Fest- 
setzungen hierüber sind für die verschiedenen Arten von Variablen 
folgende : 

Für eine Individuen-Variable kann wiederum eine Individuen- 
Variable sowie auch ein Individuensymbol cingesetzt werdcn. 

Für eine Formel- Variable ohne Argument kann irgendeine Formel 
eingesetzt werden. 

Für eine Formel- Variable mit einem oder mehreren Argumenten 
besteht das Verfahren der Einsetzung darin, daB zunâchst für eiru; 
Nennforrn dieser Variablen eine Formel ^^1 zur Einsetzung angegeben 
wird, welche die in der Nennforrn als Argumente stehenden Individuen- 
Variablen enthalt und dann an jeder Stelle, wo (in der bctrachtcten 
b'ormel) die Formel- Variable mit gewissen Argumenten auftritt, für sie 
diejenige Formel gesetzt wird, die man aus erhâlt, indem man an die 
Stelle der Individuen- Variablen der Nennforrn die Argumente der 
Formel- Variablen treten lâBt. 

Wie diese Einsetzungsregel für die Formel- Variablen mit Argumenten 
zu verstehen ist, môge durch ein Beispiel erlâutert werden. 

Es seien 0{a, b), 0{a, b, c) Prâdikatensymbole, und man habe die 
formel A{a, b) &0{a,c)-> A {c, b) . 

Aus dieser kann man durch Einsetzung die Formel 

0{a, a, b) ôc0{a, c) -> 0 (a, c, b) 

folgendermaBen gewinnen: Man wâhlt für die Formel-Variable A mit 
zwei Argumenten die Nennforrn A{m, n) und nimmt zur Einsetzung 
für A (m, n) die Formel 0(a, m, n). Dann ergibt sich für A {a, b) die 
Einsetzung 0{a, a, b), für A{c, b) die Einsetzung 0{a, c, b) und man 
erhâlt so die gewünschte Formel. — 

Zu den Einsetzungsregeln tritt die alte Regel, daB jeder identisch 
wahre Ausdruck dcr Aussagenlogik — wir wollen dafür jetzt kurz 
, Formel" sagen — als Ausgangsformel genommen werden 

kann, und ferner das SchluBschema 

21 

21->S3 

wr 

Der formule Kalkul, der sich aus diesen Regeln ergibt, soll durch 
einige Bemerkungen und Beispiele erlâutert werden. 
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Eine unmittelbare Folge aus der Erweiterung unserer Einsetzungs- 
regeln besteht darin, dafi wir jetzt das Verfahren des Kettenschlusses 
auf solche Formeln ausdehnen kônncn, welche Individuen-Variablen 
enthalten. 

So kônnen wir aus zwei Formeln 


die Formel 

91 (fl) 

^^(fl) 

->93(a) , 

->6(fl) 

und ebenso aus 

91 (fl) 

-^e(fl) 


b) ->93(fl, b), 

'^(fl, b) 

die Formel 

ableiten. 

9f(fl, b) 

->e(fl, b) 


Ebenso wic der Kcttenschluü sind auch die Umformungen gemaB 
dcn Ersetzungsregeln auf Ausdrückc mit Individuen-Variablen an- 
wendbar. 

Ein Beispiel, in wclchem auch die Regel der Einsetzung für die 
Individuen-Variablen zur Geltung kommt, ist folgendes: 

Für das Pradikat < («, b), ,,a ist kleiner als b“ , das sicli auf Zahl- 
grôBen bezieht, gelten die beidcn Axiome’^ 

<{a, a) , 

< (a, b) & <{b, c) -> < {a, c). 

Hieraus soll abgeleitet werden: 

< {a, b) <{b, a) . 

Diese Ableitung kônnen wir nach unseren Kegeln so ausführen: 

In das zweitc Axiom setzcn wir für c die Variable a ein : 


< (a , 6) & < (6 , a) -> < (fl , a) . 
Diese Formel gcht durch F3xportation über in 

<(fl, b) -> {<{b, fl) <(fl, fl)) . 
Nun wenden wir die identische F'ormcl 


{A -> B) -> {B -> A) 


an, indern wir für A einsetzen 
und für B einsetzen 


<{b,a) 
<{a, fl) . 


^ Das Wort ,, Axiom" gebrauchen wir hier wie auch sonst, wo kein MiBver- 
stândnis zu befürchten ist, für die Formeln, welche die Axiome darstellen. 
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So ergibt sich 

(< {h, a) > < [a, a)) -> (<^a, a) ► < (/;, a)) . 

Diose Formel zusammen mit der vorher erhaltenen liefert durch den 
Kettenschluü 

< (« , b) (< (a , a) -* <{b, a)) 
uiid durch Vcrtauschung dcr Vordergliedcr 

<{a, a) {<(a, b) ■ > <{b, a)) ; 
imd diese Formel zusammen mit dem Axiom 

<{a, a) 

ergibt nacli dem Schluûschema die gewünschte Formel 

<{a, b) -* < (b, a ) . 

Hier laOt sich die Anwendung auf bestimmte Zahlen anschlieljen. 

Ist Z. B. , , ^ 

<(|/2, ;j 

bewiesen, so konnen wir 

<i'i> y 2 ) 

ableiten, indem wir zuniiehst in die obige Formel y 2 für a, } für b ein- 
setzen und dadurch die Formel 


<(v'2, !]) -. <(3,y2) 

gewinnen, die zusammen mit 

<(y 2 , 5) 

gemâB demi SchluBscherna 
ergibt. 

An dic!S('m Beispicl einer formalen Ableitung treten uns folgende 
Unterschiede unseres formalen Verfahrens gegenüber dem üblichen 
inhaltlichen SchlieBen entgegen; An Stelle allgemeiner Satze üb(;r 
Zahlen, welche ohne weiteres auf jede (nnzelne Zahl Anwendung finden, 
haben wir hier F'ormeln mit Individiu'n-Variablen, aus denen die ent- 
sprechenden Formeln für bestimmte Zahlen durch den Prozeü der Ein- 
setzung (gemaB der Eins('tzungsregel) erhalten werden. AuBerdem 
findet sich eine Abweichung von der üblichen Form der hypothetischen 
Schlüsse. Seien etwa 

93(«) und (£(a) 


zwei Prâdikate und bezeichne a einen Gegenstand, der als Subjekt 
(Argument) von 33 und © in Betracht kommt. Haben wir dann den Satz 


,,wenn 33(«), so ©(a)", 



Formalisierung der hypothetischen Schlüsse. 


93 


und wissen wir auBerdem, daB S3 (<x) gilt, so schlieBen wir hieraus gemâB 
der inhaltlichen Logik direkt auf Ê {(x) . 

Bei unserem Verfahren dagegen wird aus der Formel 


95 (a) ->e(a) 

zunâchst durch Einsetzung 

93((x) ^ 6:(<x) 

abgeleitet, und erst diese Formel liefert zusammen mit 93 {<x) gemâB 

dem SchluBschema ®(a) . Wir zerlegen also den ProzeB des SchlieBens 

in eine Einsetzung und eine Anwendung unseres SchluBschemas. 

Diese Abweichung unseres Verfahrens von dem gewohnlichen 

SchlieBen hângt mit dem Bedeutungsunterschied zwischen der Impli- 

kation und der hypothetischen Verknüpfung zusammen. Nâmlich die 

Formel , 

93 («) ->©(«), 


die wir zur Formalisierung des hypothetischen Urteils 

,,wenn 93(«), so ^{a)“ 

vcrwenden, entspricht nicht direkt diesem hypothetischen Urteil, sondern 
der Behauptung, daB für jeden Wert von a die Implikation 93 (fl) ©(fl) 
wahr ist. Die beiden Aussagen sind zwar gleichwertig in dem Sinne, 
daB, sofern die eine von ihnen zutrifft, auch die andere zutrifft, aber 
sie haben doch nicht denselben Inhalt: wâhrend das hypothetische 
Urteil für den Fall des Zutreffens von 93 (fl) auf ein Ding a das Zutreffen 
von © (fl) aussagt und daher von der Feststellung 93 (a) unmittelbar auf 
a {oc) führt, liefert mir die zweite Behauptung eine Aussage über jedes 
Ding fl (des Individuenbereiches) unabhângig davon, ob 93 (fl) zutrifft, 
und diese auf oc angewandte Aussage ergibt erst in Verbindung mit 
93 (et) das Zutreffen von © {oc) . 

Wir kônnen somit die bei unserem forrnalen Verfahren stattfindende 
Zerlegung der hypothetischen Schlüsse in zwei Schritte mittels der 
Implikation inhaltlich deuten. Formai ist diese Zerlegung dadurch 
motiviert, daB beim Übergang von der Formel 

93(fl)->©(fl) 

zu ©(<x), der auf Grand der Prâmisse 93 ((x) vollzogen wird, zwei Ver- 
ânderungen vor sich gehen : an Stelle der Variablen a tritt der Geg(m- 
standsname oc, ferner wird von der Implikation nur das zweite Glied 
beibehalten . 

Diese beiden âuBerlich konstatierbaren Verânderungen werden 
in unserem Formalismus nacheinander ausgeführt. Dadurch gewinnen 
die Regeln der forrnalen Ableitung an Einfachheit und Übersichtlich- 
keit. — Die Einführung der Individuen- Variablen und die damit ver- 
bundene Erweiterung der Einsetzungsregeln bildet nur den Anfang zur 
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Formalisierung der Prâdikatenlogik. Zu dieser bedarf es noch der Sym- 
bole und Regeln, mit denen die logischen Formen des allgemeinen und 
des partikulâren Urteils sowie die auf diesen Urteilsformen beruhenden 
Schlüsse zur Darstellung gebracht werden. 

Für die allgemeinen Urteile haben wir zwar schon eine Darstellung. 
Denn eine Formel, welche eine oder mehrere Individuen-Variablcn 
enthâlt, entspricht ja einem allgemeinen Satz, welcher das Zutreffen 
eines Prâdikates für jeden Gegenstand (bzw. für jedes Paar, Tripel, . . . 
von Gegenstânden) aus dem Wertbereich der betreffenden Variablen 
aussagt. 

Diese Darstellung ist aber noch nicht ausreichend; denn ein Aus- 


druck 


sa{a), %{a,h) 


entspricht nur dann, im Sinne der inhaltlichen Deutung, einem all- 
gemeinen Urteil, wenn er für sich als Formel steht, dagegen nicht, 
wenn er als Bestandteil einer Formel auftritt. So entspricht einer Formel 


31 (a) 

keineswegs die Négation des durcli 

31 (a) 

dargestellten allgemeinen Urteils, sondern vielmehr die Allgemeinheit 
der Négation von 31 für jeden Gegenstand des Wertbereiches von a. 
In der Tat erhalt man ja aus 


durch Einsetzung ' ' 

für jeden Wert o von a. Wir konnen uns dieses auch so klarmachen: 
Das der Formel 31 (a) entsprechende Urteil muB wegen des Auftretens 
der Variablen a ein allgemeines Urteil sein, und zwar wegen des Auf- 
tretens der Négation ein allgemein verneinendes. Die Négation eines 
allgemein bejahénden Urteils ist aber nicht ein allgemein verneinendes, 
sondern ein partikulâr verneinendes Urteil. 

Wir sind also bisher nicht in der Lage, die Négation eines allgemeinen 
Urteils in unserem Formalismus auszudrücken. 

Aber auch schon für ein positiv allgemeines Urteil, das als Vorder- 
glied eines hypothetischen Satzes steht, haben wir noch keinen Ausdruck. 
So konnen wir das Urteil 


,,wenn 31 (a) für aile Werte von a gilt, so ist S3“, 
nicht etwa formai durch die Implikation 

81(«) 33 
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darstellen; denn aus dieser kann ja für jeden Wert a von a die Formel 

91(a)->S3 

entnommen werden, so daB danach bereits aus irgendeiner Formel 

91(0), 

wo 0 ein Wert von a ist, die Formel SB gemâB dem SchluBschema cr- 
halten wird. 

Die Formel 9l(a)->S8 

entspricht somit nicht etwa der Aussage, daB SB im Falle der Gültigkeit 
von 91 für aile Werte von a besteht, sondern vielmehr derjenigen, daB 
SB im Falle der Gültigkeit von 91 für irgendeinen Wert von a besteht. 

Wir sind also mit unseren bisherigen formalen Hilfsmitteln nicht 
imstande, allgemeine Urteile zu negieren, noch auch sie als Vorder- 
glieder von Implikationen einzuführen. 

Andrerseits zeigt uns diese Betrachtung, daB die Darstellung eines 
partikulâren (existentialen) Urteils mittels des bisherigen Formalismus 
gerade in den Verbindungen môglich ist, in denen das allgemeine Urteil 
nicht darstellbar ist. Nâmlich die Négation eines partikulâren Urteils 
,,für einige Werte von a gilt 91(a)“ oder schàrfer existential formuliert, 
,,cs gibt einen Wert von a, für den 91 (a) gilt“, ist gleichbedeutend mit 
dem allgemein verneinenden Urteil, dem die Formel ^(a) entspricht; 
und einem Urteil mit einem existentialen Bedingungssatz ,,wenn es 
einen Wert von a grbt, für den 91 (a) gilt“ oder kürzer ,,wenn 91 (a) für 
irgendeinen Wert von a gilt“, entspricht eine Formel 91(a)->SB. 

Dagegen haben wir für das existentiale Urteil selbst noch keinc 
F ormalisierung. 

Wir sehen uns somit veranlaBt, besondere Symbole für Allgemeinheit 
und Existenz einzuführen. Dabtü schlieBen wir uns (mit unwesentlicher 
Abweichung) der Symbolik der Principia Mathematica an, indem wir 
die schon im § 1 eingeführten Zeichen 

{x) ,, Allzeichen" 

{Ex) ,, Seinszeichen" 

zur Darstellung des allgemeinen bzw. partikulâren Urteils verwendeii. 
Betreffs dieser Symbolik ist folgendes zu bemerken; 

Das AUzeichen sowie das Seinszeichen bezieht si ch jeweils auf einen 
gewissen Ausdruck 91 (a;), vor dem es steht: 

{x) %{x) ,,für aile x ist 91 (^)", 

{Ex) 91 (^) ,,es gibt ein x, für das %{x) ist". 

Die in dem Zeichen und dem betreffenden Ausdruck gemeinsam 
auftretende Variable ist analog einer Summations- bzw. einer Inte- 
grations-Variablen. Der Ausdruck 

{x)Sii{x) bzw. {Ex)%{x) 
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hângt nicht von der Variablen x ab, sondern diese dient nur zur An- 
gabe der Subjektstellen, auf welche das ,,alle“ bzw. ,,es gibt“ bezogen 
werden soU. 

Betreffs der Schrcibweise sei daran erinnert, daB wir die Négation von 
(x)^(x) bzw. (Ex}n(x) 

durch Überstreichen des Allzeichens bzw. des Seinszeichens angeben. 

Die zu den Allzeichen und Seinszeichen gehorenden Variablen 
bezeichnen wir als ,,gebundene Individuel!- Variablen" und unterscheiden 
sie grundsatzlich von den bisherigen Variablen, die wir zum Unter- 
schied ,,freie Variablen" nennen. 

Uni den Unterschied zwischen den freien und den gebundenen Indi- 

viduen- Variablen âuBerlich kenntlich zu machen, werden wir für die 

freien Individuen- Variablen Buchstaben aus dem Anfang und der Mitte 

des Alphabets , 

a, b, c, m, n, r, s, 

für die gebundenen Variabkm die letzten Buchstaben des Aljihabets, 

U, V, u<, X, y, Z, 

verwenden. 

Nur für die freien Variablen gilt die Regel der Einsetzung. Auch 
darf für eine freie Individuen-Variable nicht eine gebundene Variable 
eingesetzt werden. 

Für das Operieren mit den gebundenen Variablen müssen wir die 
Kegeln jetzt aufstellen. Und zwar muü zuniiehst der Begriff ,, Formel" 
im Sinne der Erweiterung un.serer Symbolik au.sgedehnt werden. Dies 
geschieht dadurch, daB wir zu den Prozessen, mit Hilfe deren aus Prim- 
formeln weitere Formeln gebildet werden — wir hatten als solche bisher 
nur die Zusammensetzung mit Hilfe der logischen Symbole des Aus- 
sagenkalkuls zugelassen — , noch die Prozesse des Übergangs von 
einer Formel 

31 (a) 

{x) St{{x) bzw. {Ex) 3t(^) 

hinzunehmen, so daB, wenn 9f(«) eine Formel ist, hiernach auch 

{x)%{x) und {Ex)%{x) 

als Formeln gelten. Statt x kann hier auch eine andere gebundene 
Variable, z. B. y, stehen. Man bcachte, daB nach diesem Verfahren 
bei einem Ausdruck mit mehreren freien Variablen nacheinander 
mehrere Allzeichen und Seinszeichen in beliebiger Art der Aufeinander- 
folge vorgesetzt werden kônnen. So kônnen wir z. B., ausgehend von 
einer Formel 


h, c), 
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der Reihe nach folgende Formeln bilden: 

{Ey) (z) S&{y , b , z) , 

{X) {Ey) iz)<>ll{y,x,z). 

Auf der Vielfâltigkeit der Kombinationen von Ail- und Seinszeichen 
beruht vor allem die verwickelte Struktur des Prâdikatkalkuls, die 
freilich erst dann voll zur Geltung konimt, wenn Prâdikate mit mehreren 
Subjekten in Betracht gezogen werden. 

Auf eine gewisse Beschrânkung in dem Verfahren des Vorsetzens 
von Allzeichen und Seinszeichen haben wir noch hinzuweisen; Der 
ProzeB der Bildung von (a;)5Ï(;ï) oder {Ex)'il{x) aus 91 (a) liefert nur 
dann eine ,, Formel", wenn in 9f(a) nicht schon die gebundene Variable a; 
vorkommt. 

Die Notwendigkeit dieser Beschrânkung wird durch die Analogie 
der gebundenen Variablen zu den Summationsbuchstaben ohne weiteres 
ersichtlich. Haben wir cinen Rechenausdruck, der den Summations- 
buchstaben n und die freie Variable a enthâlt, etwa von der Form 

K 

^<p{n, a) 
n=-l 

und wollen wir nun die Summe 

^<p{n, i) -F 2) -F F k) 

n n n 

mit Hilfe des Summenzeichens darstellen, so konnen wir als Summations- 
buchstaben für die âuBere Summation nicht wieder n verwenden, da 
die Schreibweise ^ 

^<p{n, n) 

n^-1 n”l 

mehrdeutig wâre. 

So kônnte z. B. ^ + 2 w)” 

n n 

einerseits als gleichbedeutend mit 

2^ + 2 n}”-, 

m n 

ebensogut aber auch als gleichbedeutend mit 

^ (w -F 2 w)” 
gedeutet werden. ” 

Ganz entsprechende Mehrdeutigkeiten würden auftreten, wenn 
wir in der logischen Symbolik Ausdrücke wie 

{x) {%{x) & (X) S8(x, X)) 

oder 

{x) {Ex) %{x. x) 

Hilbert-Bernays, Grundlagen der Mathematik I. 


7 
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zulieüen. Wir setzen deshalb fest, dafi ein Ausdruck 


{x)'iH{x) bzw. {Ex)'i!l{x) 

nur dann als Formel gilt, wenn in der Formel 91 (a), ans der er durch 
Vorsetzen des Allzeichens bzw. des Seinszeichens gebildet ist, die 
gebundene Variable x nicht auftritt. 

Die Erweiterung des Begriffes „Former' ergibt automatisch eine 
Erweiterung der Einsetzungsregel in dem Sinne, daB die mit den All- 
zeichen und Seinszeichen gebildeten Formeln zii denen hinzugenommen 
werden, die wir für die Formclvariablen einsetzen kônnen und auf 
welche somit der Aussagenkalkul Anwendung findet. 

AuBerdem erstreckt sich jetzt die Regel der Einsetzung für Formel- 
variablen mit Argurnenten auch auf die Falle, wo in einer Formel die 
Argumentstellen einer Formel-Variablen (sâmtlich oder zum Teil) mit 
gebundenen Variablen besetzt sind. 

So Z. B. erhalt man aus der Formel 

{x) A{x,b) -y A {a, b) , 

wenn für die Nennform A {r , s) die Einsetzung 91 (a", s) angegeben wird, 
die Formel 

(A;)91(A;,ft)->91(rt,6). 

Diese Einsetzung ist jedocli nur dann zuliissig, wenn {x) %{x, b) eine 
Formel ist, d. h. wenn a: nicht schon in 91 (r, s) vorkommt. 

AUgemein ergibt sich beim Auftreten gebundener Variablen eine 
beschrankende Bedingung für die Einsetzung aus der Anforderung, daB 
durch die Einsetzung eine Formel stets wieder in eine Formel übergehen 
muB. So kann z. 13. in einer Formel von der Gestalt 

{x) (91 (:v) & B -> (5(v)) 

für die Formel- Variable B nicht die Formel {x) %{x) eingesetzt werden, 
weil der dadurch entstehende Ausdruck nicht die Eigcnschaft einer 
Formel haben würde. 

Das in dieser Einschrânkung liegende Hindernis wird unschadlich 
gernacht durch die Regel der Umbenennung der gebundenen Variablen, 
die wir ohnehin, mangels einer Einsetzungsregel für die gebundenen 
Variablen, einführen müssen. Diese lautet: 

In einem durch Vorsetzen eines Allzeichens oder eines Seinszeichens 
gebildeten Ausdruck wie 

(:.)91(^), (Ey)91(y) 

(mag er für sich als Formel oder auch als Bestandtcil einer Formel 
auftreten) kann die zu dem Allzeichen bzw. Seinszeichen gehôrige 
gebundene Variable durch eine andere gebundene Variable ersetzt 
werden, vorausgesetzt, daB diese nicht schon in 91(«) vorkommt. 



Umbenennung gebundener Variablen. 


99 


Als ein Beispiel für die Anwendung dieser Regel der Umbenennung 
wollen wir den Übergang von einer Formel 

{X) [E y) ^{x, y) 

ZVl 

{y) {Ex)%{y,x) 

ausführen. Zunâchst werde die Variable x durch eine in h) nicht 
vorkommende gebundene Variable, etwa 2^, ersetzt. Dadurch entsteht 

{Z) {E y) ^{z. y). 

Nun werde in 

{E y) n{z, y) 

die Variable y durch x ersetzt. Diese Ersetzung führt die Formel 

(2) (A y) 91 ( 2 , y) 

über in 

(z) {E x) {z, x) , 

und hier kann nun 2 durch y ersetzt werden, wodurch die gewünschte 
Formel 

(y) {E x) x) 

entsteht. 

Durch die bisherigen Regeln für die Allzeichen und Seinszeichen 
werden diese nur als gewisse mit gebundenen Variablen versehene 
Operatoren gekcnnzeichnet, welche eine Formel mit einer freien Variablen 
in eine andere Formel überführen, die von dieset Variablen nicht mehr 
abhangt. 

Wir bedürfen daher noch solcher Regeln, dm ch welche diesen 
Operatoren ihre besondere Rolle zugewiesen v/ird, namlich die logischen 
Formen des allgemeinen und partikularen (existentialen) Urteils in 
unserem Formalismus zu vertreten. Diese logischen Formen sind — 
nach einem in der Logik gebrauchlichen Ausdruck — Bestimmungen 
der ,,Quantitat des Urteils" und wir wollen in Anlelmung an diesen 
Terminus die Allzeichen und Seinszeichen gemeinsam auch als ,,Quan- 
toren“ bezeichnen. 

Zur Aufstellung der Formeln und Regeln für die Quantoren soll 
uns als heuristische Analogie die Auffassung der Allgemeinheit als einer 
über den Individuenbereich erstreckten, eventuell ,,unendlichen‘‘ Kon- 
junktion, der existentialen Form als einer über den Individuenbereich 
erstreckten Disjunktion dienen. Da es uns hier um eine implizite Cha- 
rakterisierung zu tun ist, greifen wir auf die axiomatische Form der 
Aussagenlogik zurück. 

Erinnern wir uns der Formeln, durch welche in dem A.xiomen- 
system der deduktiven Aussagenlogik, das wir im § 3 angegeben haben^, 
die Konjunktion und Disjunktion implizite eingeführt werden. Diese 
lauten : 


1 * 


1 Vgl. § 3, S. 66. 
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II. Formeln der Konjunktion: 

1) AàcB >A, 

2) A&B~>B, 

3) (/I B) ^ [(.4 -> C) -> (A -> B & C)j . 

III. Formeln der Disjunktion: 

1) A->AVB, 

2) B Ay B, 

3) {A -> C) [(5 -> C) {A V B -> C)] . 

Dièse Formeln betreffen zweigliedrigc Konjunktionen und Dis- 
junktionen. Durch Ablcitimg gowinnt man die entsprechenden Formeln 
für mehrgliedrige Konjunktionen und Disjunktionen und zugleich das 
assoziative und das kommutative Gesetz für die Konjunktion und die 
Disjunktion. So erhâlt man als Verallgemeinerung der Formeln I1 1) 2) 
Formeln vom Typus: 

A 8c B 8c ... 8c K A, 

A 8c B 8c ... 8c K B, 


Nun seien 


^ &Ff& ... 8cK->K. 
0, b, . . . , f 


Werte der Variablen a. Wir setzen in die obigen Formeln für 

A , B , . . . , K 


die Ausdrücke 

-4(û), .4 (b), .. 


ein; dann erhalten wir 

^ (a) & /I (b) & ... & 


A{ï) 

A{l)-^A (a) 


A (a) & ^ (b) & ... 8cA{t)-^A (f) . 

Fassen wir nun {x) A (x) als Konjunktion auf, erstreckt über aile Werte 
von X, so haben wir entsprechend den letztgenannten Formeln für 
jeden Wert c von a anzusctzen: 

(x) A{x) A (c) . 

Das System dieser (im allgemeinen unendlich vielen) F'ormeln kônnen 
wir im Sinne der Einsetzungsregel zusammen fassen in die eine Formel 

(a) {x) A{x)-^A {a ) . 

Diese Formel für das Allzeichen stellen wir also, in Analogie zu den 
Formeln II 1), 2) für die Konjunktion, auf. 
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Ganz entsprechend finden wir als Analogon der Formeln für die 
Disjunktion III 1), 2) die Formel 

(b) A (a) (Ex) A (x) . 

Nun kommt es darauf an, auch für die Formeln II 3) und III 3) das 
Analogon zu finden. Wir betrachten ziierst die Formel II 3) : 


(A -> B) > [(A C) (A ~> B & C)] . 

Die Verallgemeinerung auf endlich viele Konjunktionsglieder ergibt: 
(.4 -> B) (U ^ C) -> > {(A->K)-^{A-^ B ôcC & . . . & K)) ...). 


Setzen wir für 
die Ausdrücke 
wobei 


B, C, .... K 
B(a), Bib), .... Bit), 
0 , b , . . . , î 


Werte der Variablcn a sind, so erhalten wir 

> ((A -> B ib)) ((A B (!)) -^{A~*B{a)&B{b)&...6cB (î))) . . .). 

Hier kônnen wir nun die mehrgliedrige Implikation, welche sich auf 
die Werte 

a, 6, . . . , î 

der Variablen a erstreckt, im allgemeinen riicht auf den ganzen Wert- 
bereich ausdehnen, da wir keinen formalen Ausdruck für einc ,,un- 
cndliche Implikation" zur Verfügung habcn^. 

Jedoch kônnen wir den Übergang zu dem gesamten Individuen- 
bereicli vollziehen, wenn wir an Stelle der Formel II 3) die entsprechend 
gebildete Regel, d. h. das schon früher erwahnte Schéma (§) 

51 ->33 

Il -> 33 & e 


^ Man kônnte denken, da6 sich diese Schwierigkeit dadurch beheben liel3e, 
daû man in der mehrgliedrigcn Implikation die Vorderglicder durch die Kon- 
junktion zusaminenfaBt. Das würde darauf hinaiiskommen, daÛ man anstatt 
der Formel II 3) die Formel 

{A->B) & (A {A B & C) 

zum Ausgang nâhmc, Diese P'ormel genügt aber nicht, um zusammen mit den 
Formeln II l), 2) die Konjunktion implizite zu charakterisieren — wie der im 
vorigen Paragraphe!! (auf S. 76) gegebene Unabhângigkeitsbeweis lehrt. Und 
ebenso würde auch die entsprechende Formel für das Allzeichen 

(x) (A -> B (X)) -*(A-^ (X) B (X)) 

nicht zur impliziten Charakterisierung der über den Individuenbereich erstreckten 
Konjunktion genügen. 
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heranziehen. Lassen wir hier zunâchst wieder an die Stelle der zwei- 

gliedrigen Konjunktion eine mehrgliedrige Konjunktion treten, welche 

sich auf die Werte ^ ^ 

a, 0, . . . , t 

der Variablen a erstreckt, so erhalten wir das Schéma , 

->93(a) 

->S3(6) 




9l -> è(o”) & S8 (b) & . . . &93(ï) . 

An dieseni vScheina laüt sich nun der Übergang zii dem gesamten Wert- 
bereich der Variablen a ausführen. Nâinlich zunâchst kônnen wir 
in der Formel 

91 93 (û) & 99 (b) & ... & 93 (ï) 


an Stelle der endlichen Konjunktion 


{x)Sd{x) 


setzen. Allerdings mul3, damit (a:) 93 (a;) eine Formel ist, 93 (a) von der 
Variablen x frci sein. Das lâBt sich aber jedenfalls durch éventuelle 
vorherige Umbenennung von gebundenen Variablen erreichen. 

Auch das System der Prâmissen konnen wir auf den gesamten 
Wertbereich von a ausdehnen, indem wir an die Stelle der endlich 


vielcn Formeln 


die Foimel 


91-^93(0) 

91->93(b) 

91->93(ï) 

9l->93(a) 


treten lassen, die für jeden beliebigen Wert c der Variablen a 


abzuleiten gestattet. 

Hierbei ist freilich eine wesentliche Voraussetzung, daB in 91 die 
Variable a nicht vorkommt. Denn andernfalls würde ja durch die Ein- 
setzung für a der Ausdruck 91 verândert werden. Aus demselben Grunde 
darf auch in 93(«) die Variable a nur an der Stelle bzw. den Stellen 
auftreten, die durch das Argument bezeichnet sind; diese Voraussetzung 
braucht keineswegs immer erfüllt zu sein. Haben wir z. B. die Gleichung 

a ~ h 

abgekürzt, mitgeteilt durch 93 (b), so bezieht sich in 93(«) die Abhângig- 
keit von a nur auf die rechte Seite der Gleichung, obwohl die Variable a 
auch auf der linken Seite steht. 
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Wir werden hiernach zur Aufstellung des folgenden Schémas ge- 
führt : 

->»(«) 

das jedoch nur anwendbar ist, wenn die Formel 


die Variable a nur an dcr angegebenen Argumentstelle enthâlt — 
(wir sprechen kurz von ,,der Argumentstelle", auch wenn mehrere 
Stellen durch das Argument bezeichnet sind) — und wenn x nicht in 
33 (a) vorkommt. 

Dièses Schéma entspricht nun frcilich nicht der Formel II 3 ) für 
die Konjunktion, sondern dem Schéma (ê), welches, wie wir früher 
feststellten^, in der axiomatischen Einführung der Konjunktion keinen 
vollen Ersatz für die Formel II 3 ) bietet. Ein solcher wird vielmehr 
erst durch das Schéma (è') 

91 (33 > U) 

31 ^ (33 - 33) 

31 - > ’(33 -> U 


geliefert. Wenn wir an diesem Schéma wieder den Übergang von der 
zweigliedrigen Konjunktion zu derjenigen erstreckt über don W’ert- 
bereich der Variablen a vollziehen, so erhalten wir folgendes Schéma 
für das Allzeichon: 

31 ^ (33 (a;) ©(a;)) 


— wobei wieder die Vorbedingung ist, dafi die Variable a in der Formel 

31 -> (33 ©(«)) 


nur an der angegebenen Argumentstelle auftritt und daB die gebundene 
Variable x nicht in (J (a) vorkommt. 

Es lâBt sich nun aber zeigen, daB dieses Schéma aus dem obigen 
Schéma (a) als ahgeleitete Regel^ gewonnen werden kann, d. h. wir kônnen 
mit Hilfe des Schémas (a) und der von uns benutzten Regeln des 
Aussagenkalkuls von einer Formel 

31^ (33 > ©(a)) 

unter den genannten Bedingungen zu 

31 (33 (Ac) (£(ac)) 

gelangen. Wir brauchen hierzu nur nach der Regel der Importation 
die gegebene Formel durch 

31&33->e(a) 


^ Vgl. § 3, 80 — 82. 

2 Genaueres über die Rolle abgeleiteter Regeln siehe S. 107- 
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zu ersetzen. Nun liefert das Schéma (a) , zufolge der gemachten Voraus- 
setzungen über das Aiiftreten der Variablen a und x, die Formel 

und diese laBt sich wieder durch Exportation umformen in 

(33 -> (x)Œ(x)). 

Hier macht sich der Umstand geltend, daü wir ja bereits den Aussagen- 
kalkul (in der Form der Théorie der Wahrheitsfunktionen) zugrunde 
legen und daher nicht nôtig haben, die Konjunktion selbst, sondern 
nur das Analogon der Konjunktion, die ,,über einen Individuenbereich 
erstreckte Konjunktion" implizite zu charakterisieren. 

Infolge davon komrnen wir mit dem Schéma (a) aus und brauchen 
nicht statt dessen das kom])liziertere Schéma mit zwei Implikations- 
vorgliedern als Grundregel einzuführen. 

Entsprechend dem vSchema (ec) für das Alizeichen stellen wir für 
das Seinszeichen folgendes Schéma auf: 

.O. ^ 

(Ex) ië(x) >31, 

dessen Anwendung wiederum an die Bedingungen gebunden ist, daB 
die Variable a in der Formel 33(«) >31 nur an der angegebenen Ar- 
gumentstelle auftritt und daB x in 33 (a) nicht vorkommt. 

Dieses Schéma entspricht dem Schéma für die Disjunktion: 

31 -> e 
33^e 

welches, wie wir früher feststellten, in der axiomatischen Aussagen- 
logik einen vollkommenen Ersatz für die Formel III 3) bildet. 

Von den Formeln (a) , (b) imd den Schematen (oc) , (/5) , zu denen 
wir so an Hand der heuristischen Analogie gelangt sind, konnen wir 
nun auch direkt feststellen, daB sie im Sinne der Übersetzung des 
Formalismus ins Inhaltliche solchen SchluBweisen entsprechen, die sich 
aus der Bedeutung der Formen des allgemeinen und des existentialen 
Urteils ergeben. 

Der Formel (a) entspricht inhaltlich das ,,dictum de omni“ : ,,Ist o 
ein Ding und gilt 31 (x) für aile Dinge x, so gilt 31 (a). “ 

Der Formel (b) entspricht der SchluB von dem Zutreffen einer Eigen- 
schaft für ein bestimmtes Ding auf die Existenz eines Dinges von dieser 
Eigenschaft: ,,Ist a ein Ding und gilt 31 (a) , so gibt es ein Ding x, für das 
31 (x) gilt.“ 

Nicht ganz so unmittelbar, aber auch leicht aus der Bedeutung von 
,,alle“ und „es gibt" zu entnehmen sind die SchluBweisen, welche den 
Schematen (oc) , (/?) inhaltlich entsprechen : 
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,,Wenn für jedes Ding o, falls St gilt, 33 (o) gilt, so gilt, falls St gilt, 
33 (^) für aile Dinge x.“ 

„Wenn St gilt, falls 33 (o) gilt, welches Ding auch a sei, so gilt SI, 
falls es ein Ding a; gibt, für das 33 (ac) gilt.“ 

Unter „Dingen“ sind hier jedesmal Dinge des jeweils betrachteten 
Individuenbereiches zu verstehen. 

Der Deutlichkeit halber sei hervorgehoben, daB die Formalisierung der 
genannten vier SchluBweisen durch die beiden Formeln und die beiden 
Schemata erst in Verbindung mit der lunsetzungsregel geleistet wird. 

Wir haben nunmehr ein System von Regeln gewonnen, durch 
welches, wie sich zeigen wird, aile die üblichen SchluBweisen, die das 
Verhâltnis des Allgemeinen zum Besonderen und die Beziehungen 
zwischen allgemeinen und partikularen Urteilen betreffen, ihre Forma- 
lisierung erhalten. Der damit abgegrenzte Kalkul kann als Pràdikaten- 
kalkul bezeichnet werden — wobei wir, wie schon bisher, auch von Prii- 
dikaten mit mehreren Subjekten sprechen. Und zwar wollen wir als 
,, Formeln des Prâdikatenkalkuls" spezicll solche Formeln — im Sinne 
unserer Festlegung des Begriffes ,, Formel" — bezeichnen, die nur 
Variablen und logische Zeichen enthalten. Dagegen wollen wir von 
einer ,,Ableitung durch den Prâdikatenkalkul" auch in solchcn Fâllen 
sprechen, wo in den Formeln Prâdikatensymbole und eventuell auch 
Individuensymbole auftretcn. Auch konnen bei einer Ableitung durch 
den Prâdikatenkalkul auBer denjenigen Formeln, die generell im Prâ- 
dikatenkalkul als Ausgangsformeln festgesetzt sind, noch anderweitige 
Formeln (,, Axiome") als Ausgangsformeln genommen werden. Wirsagen 
dann, daB die Endformel aus diesen Axiomen durch den Prâdikaten- 
kalkul abgeleitet ist. 

Es seien nun die Regeln des Prâdikatenkalkuls noch einmal kurz 
zusammengestellt : 

Wir haben zunâchst die Regel der Einsetzung für die Formel-Variahlen, 
die ihre genaue Inhaltsbestimmung durch die Abgrenzung des Begriffs der 
,, Formel" erhâlt, ferner die Regel der Einsetzung für die freien Individuen- 
Variahlen und die Regel der Umbenennung der gehundenen Variablen^. 

Als Ausgangsformeln sind zugelassen die identischen Formeln des 
Aussagenkalkuls. Zu diesen kommen noch die beiden ,,Grundformeln" : 

(a) (ac) A{x) a {a) 

(b) A {a) -> {E x) A (x) . 

Als Schemata zur Gewinnung neuer Formeln aus vorherigen haben wir 
erstens das ursprüngliche SchluBschema 

31 

31->33 

93. ‘ 

1 Vgl. s. 89 — 90 und S. 96 — 98. 
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ferner die beiden neuen Schemata: 


(<x) 


^ {x) $81^) , 


( 8 ) 

(Ex)^8(x) ~>9l , 

welche beide nur Anwendung findcn, wcnn in der ersten Formel des 
Schémas die Variable a nur an der angegebenen Argumcntstelle auf- 
tritt und x nicht in 33 (a) vorkommt. 

Man beachte, daB die Sondcrstellung, welche in den Formeln (a) , (b) 
und den Schematen (x ) , (/S) die Variable x gegenüber den anderen ge- 
bundenen Variablen besitzt, durch die Regel der Umbenennung der 
gebundenen Variablen aufgehoben wird. — 

Wir wollen uns nun klarmachen, wie man durch die Anwendung 
diescr Regeln zu den üblichen SchluCweisen gelangt. Und zwar werden 
wir, ebenso wie im Aussagenkalkul, die logischen Uesetze, in denen die 
Regeln des Schlie liens ausgesprochen werden, durch ableitbare Formeln 
zur Darstellung bringen. 

Zuvor aber wollen wir kurz angcben, wie sich die Formeln der 
,,kategorischen Urteile" 

,,alle 31 sind 33“ ,,einige 31 sind 33“ 

,,kein 31 ist 33“, ,,einige 31 sind nicht 33“ 


mit Hilfe des Allzeichens und des Seinszeichens darstellen. 31 und 33 sind 
Prâdikate mit einem Argument, und die vier Urteile sind in unserer 
Symbolik so zu formulieren: 


(A;)(31(;r) >■ 33 (a;)) 
(a;) (31 (a:) -»■ ^ (a;)) 
{Ex){%{{x) & 33 W) 
{E x) (31 (x) & 33 {x)) 


(,,jedes Ding, das die Eigenschaft 31 hat, hat auch 
die Eigenschaft 33“): 

(,,ein Ding, das die Eigenschaft 31 hat, kann nicht 
die Eigenschaft 33 haben“); 

(,,es gibt ein Ding, das die Eigenschaft 3f und zu- 
gleich die Eigenschaft 33 hat“); 

(,,es gibt ein Ding, das die Eigenschaft 31, aber nicht 
die Eigenschaft 33 hat“). 


Inbetreff des allgemeinen Urteils „alle 31 sind 33“ ist hier zu bemerken, 
daB unsere Darstellung derjenigen Auffassung entspricht, wonach ein 
solches Urteil auch dann richtig ist, wenn es in dem Individuenbereich 
kein Ding von der Eigenschaft 31 gibt. In der Tat vertritt ja die Formel 


{X) mx)~>^8{x)) 

die inhaltliche Aussage, daB fur jedes Ding a des Individuenbereiches 

31 (û)-^ 33(0) 
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wahr ist, und da ja eine Implikation @ ï den Wert „wahr‘‘ hat, wenn 
<S> falsch ist, so ist jene Aussage schon dann erfüllt, wenn lür jedes 
Ding a des Individuenbereiches 

91 ( 0 ) 

falsch ist. Dieses Abweichen von der ARisxoxELischen Deutung des all- 
gemeinen Urteils, welche an sich durchaus einwandfrci ist, geschieht 
aus Gründen der Einfachheit. 

Wâhrend es sich somit empfiehlt, als Subjektsbegriff eines all- 
gemeinen Urteils auch einen solchen Begriff zuzulassen, unter den 
kein Ding des Individuenbereiches fâllt, erweist es sich andrerseits als 
sachgcmâB, einen leeren Individuenhereich ausztischlielSen. 

Dieses zeigt sich insbesondere daran, daB aus den Formeln (a) und (b), 

{x)A{x) A {a) 

A {a) (Ex)A(x) 

durch Anwendung des Kettenschlusses die Formel 

hervorgeht. (x)A(x)-*(l'x)A(x) 

Diese Formel ist in derTat bei einem leeren Individucnboreich nicht 
mit der Auffassung von (x)A (x) als Konjunktion und von {Ex) A (a;) als 
Disjunktion, beide erstreckt über den Individucnboreich, im Einklaiig. 
Demi eine 0-gliedrige Konjunktion ist im Sinne des Aussagenkalkuls 
als wahr, eine 0-gliedrige Disjunktion als falsch anzusehen^. Hiernach 
wâre für einen leeren Individuenhereich 

{x)A (x) -> [Ex) A {x) 

eine Implikation mit wahrem Vorderglied und falschem Hinterglied 
und somit falsch. — 

Indem wir uns nunmehr zu den formalen Ableitungen wenden, wollen 
wir beginnen mit der Zusammenstellung einiger ,,abgeleUeter Regeln" . 
Die Aufstcllung von abgeleiteten Regeln dient dazu, die formalen 
Deduktionen in abgekürzter und übersichtlicher Weise mitzuteilen. In 
einer solchen Regel wird das Ergebnis eines hiiufig wiederkelirenden 
Prozesses, bestehend aus Anwendungen der vorhin aufgezahlten Regeln 
{,,Grundregeln“) formuliert, und die Ableitung der Regel ist nichts 
anderes als die Angabe des betreffenden Prozesses. 

Einige derartige Regeln für den Aussagenkalkul haben wir bereits 
am Ende des vorigen Paragraphen angegeben. Diese ergeben sich als 
Anwendungen der Regel, daB jede identische Formel als Ausgangsformel 
genommen werden kann, in Verbindung mit dem SchluBschema sowie 
der Einsetzungsregel für die F'ormelvariablen. Die Anwendung dieser 
Regeln erstreckt sich auf Formeln in unserem weiteren Sinne. Diese 
Regeln seien hier noch einmal kurz aufgezâhlt: 


1 Vgl. s. 57- 
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1. Unsere aiifanglichen Ersctzungsregeln 1 bis 4. 

2. Die Regel der Importation und Exportation sowie der Um- 
stellung der Vbrderglieder. 

b Die Regel der Kontraposition. 

4. Die Ersetzungsregeln für die Àquivalenz. 

5. Das Weglassen von mehrfachen Implikationsvordergliedern und 
das Hinzufügen beliebiger Implikationsvordergliedcr. 

6. Die Regel des Kettenschlusses. 

7. Die Schemata {$) und (t) für die Konjunktion und Disjunktion. 

8. Die Regel der Zusammenfassung zweier wechselseitiger Impli- 
kationen in eine Àquivalenz. 

9. Das Schéma der Àquivalenz. 

Betreffs der Schreibweise der Eormeln wollen wir hier noch die Ver- 
abredung hinzufügen, da(3 für die Trennung von Ausdrücken das 
Zeichen~, ebenso wie bisher schon das Zeichen den Vorrang haben 
soll vor cS:, V und den Quantoren. 

Die nun folgenden Regeln betreffen das Operieren mit Allzeichen 
und Seinszeichen, und zwar handelt es sich dabei um den Übergang von 
freien zu gebundenen Variablen. In der Eassung der Regeln wird als 
freie Variable jedesmal a, als gebundene Variable x genommen. In der 
Auszeichnung di('ser Variablen liegt für die Anwendung keine Beschrân- 
kung: demi bei den freien Variablen kônnen wir die Umbenennung 
durch Anwendung der Ein.setzungsregel bewirken, und für die gebunde- 
nen Variablen haben wir ja eigens eine Regel der Umbenennung ein- 
geführt. An Hand der nachfolgcnden Ableitungen wird dieser Sach- 
verhalt ganz deutlich werden. 

Die gemeinsame Voraussetzung bei allen die.sen Regeln ist, ebenso 
wie bei den Schematen ((v), (/5), daÜ die Variable a in der Ausgangsformel 
nicht noch auBerhalb der angegebenen Argumentstelle vorkommt und 
daü die Eormeln, vor welche (x) bzw. (Ex) gesetzt werden soll — mit 
Ersetzung der freien Variablen durch die gebundene — , nicht bereits 
vorher die Variable x enthalten. Diese Vorbedingung für die Anwendung 
der Regeln soll nicht jedesmal besonders angeführt werden. 

Die erste hier zu erwâhnende Regel haben wir bereits bei der Erôrte- 
rung des Schémas {(x) gefunden. Sie lautet: 

Regel {y) : Von einer Formel 

91 -> («->©(«)) 

kann nian zu 

91-^(«->(A;)ew) 

übergehen. Diese Regel laüt sich, wie man sofort sieht, auf Implikationen 
mit noch mehr als zwei Vordergliedern ausdehnen. 

Hiermit wird das Schéma (a) für den Fall zweier oder mehrerer 
Implikationsvorderglieder verallgemeinert. Andererseits kann aber das 
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Vortreten des Allzeichens auch in dem Falle bewirkt werden, wo vor 
dem Ausdruck mit der freien Variablen gar kein Implikationsvorder- 
glied steht, d. h. ; 

Regel (y'): Von 9l(a) 

kann man 7 ai , , , 

(a;) 91 (a:) 

übergehen. Dies geschieht in der Wcise, daB man zunâchst zu der 

Formel 91 (a) das Implikationsvorderglied (C -> C) hinzufügt; auf die 

entsteliende Formel ^ 

(C C) -> 91 {a) 

laBt sich das Schéma {(x) anwenden und liefert 

(C -V C)~>{x)%{x), 

und diese Formel, zusammcn mit der idcntischen Formel C->- C, ergibt 
nach dem SchluBschema (x) 91 (x) . 

Will man umgekehrt von {x) 91 (a:) zu der Formel 91 (a) gelangen, 
so braucht man nur in die Formel (a), nach Wahl einer in 91 (;r) nicht 
vorkommenden freien Variablen, etwa c, fur die Nennform A{c) der 
Formelvariablen die Formel 91 (c) einzusetzen^, so daB sich 

{x) 91 -v^l(a) 

ergibt, und dann das SchluBschema anzuwcmden. 

Regel {ô) : Aus einer Formel 


erhalt man sowohl 
wie auch 


91(a)->^:8(a), 

(x) %{x) ^ (x) ^{x) 
{Ex) 91 (a) -> (Ex) 93 (a). 


Der erste Übergang geschieht so: 

Aus der Formel (a) erhalten wir durch Kinsetzung von 91 (c) für A (c) 


diese zusammen mit der gegebenen Formel liefert durch Anwendung 
des Kettenschlusses (;,)«(*)- s („) , 

und hieraus geht nach dem Schéma {oc) die Formel 

{x) 91 (a;) {x) 93 {x) 


hervor. Ganz entsprechend gelangen wir zu der Formel 

(£a:)91(^c)->(Fa:)93(a:); 

wir haben nur an Stelle der Formel (a) die Formel (b), in welche jetzt 
93 (c) für A {c) eingesetzt wird, und anstatt des Schémas {oc) das Schéma 
(/5) anzuwenden. 


1 Im folgenden soll die Einsetzung für die Nennform A (c) kiirz als Ein- 
setzung ,,für A (c)^^ angegeben werden. 
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Aus der Regel (ô) entnehmen wir leicht noch die folgende Regel: 
Regel {ô') : Aus einer Formel 

51 (a) 33 (a), 

erhâlt man sovvohl 5 , 

(£ x) a (x) ~ (£ x) <d (x) . 


Man braucht hierzu iiur die gegebene Àquivalenz sowie die beiden 
abzuleitenden Àquivalenzen je in zwei Implikationen zu zerlegen und 
die Regel (<5) anzuwenden. 

Wir gehen nun an die Ableitung einiger Fornieln des Pradikatenkalkuls. 
Als bereits abgelcitcte Formel nennen wir zuerst die 

Formel (1) : {x) A (x) -> (Ex) A (x) . 

Formel (2) : (x) A (x) ~ {Ex) A {x) . 

Wir spalten die Aquivalenz in die beiden Implikationen 

(2 a) {x)A (^) {E x) A (x) , 

(2 b) {E x) À [x] ■ > (x) A {x) : 

es genügt, diese beiden abzuleiten. 

(2 a) wird so erhalten; In die Formel (b) 

A (a) -> {Ex)A{x) 

setzeii wir A{c) für .1 (c) ein; es ergibt si ch 

A {a) {Ex) À{x) 

und hieraus durcli Kontraposition 

{E x) A {x) - > A {a) . 

Das Schéma (a) licfert nun 

{Ëx)A{x) {x)A{x) , 

woraus durch nochmalige Kontraposition die Formel (2 a) hervorgeht. 
Noch cinfacher erfolgt die Ableitung von (2b): Aus der Formel (a) 

{x) A {x) -*■ A {a) 

erhalten wii durch Kontraposition 

A {a) {x) A {x), 

und das Schéma (/I) liefert nun sofort die Formel (2b). 

Aus der Formel (2) erhalten wir durch den Übergang von ^ ~ 93 
zu 33 ~ 51, gemuB den Ersetzungsregeln der Àquivalenz, die 

Formel (2') : [E x) A {x) ~ {x) A{x) : 

Formel (3) : (a:) A {x) ~ {E x) A {x) . 



Ableitungen. 
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Diese gewinnen wir mit Benutzung der Formel (2). Wir setzen zunàchst 
in die identische Formel 

A--A 

für A ein A {a) , dadurch erhalten wir 

A{a) ~ A (a) 

und hieraus gemâü der Regel {ô'): 

{E:^A{^-{Ex)A{^ . 

Andererseits erhalten wir ans der Formel (2) durch Einsetzung von 
A (a) für A (a): _ 

{x) A {%) ~ {Ex) A {x) . 

]>ie beiden erhaltenen Formcln liefern, nach dem Schéma der Aquivalenz 

{x) A {x) ~ {Ex) A {x) , 

d. h. die Formel (3). 

Ans (3) ergibt sich durch den Übergang von ~ 33 zu 33 ~ 91 die 

Formel (3') ; {E x) A {x) ~ {x) A {x) . 

Formel (4) : {x) {A B (x)) {A ■ > {x) B (x)) . 

Wir zerlegen die Aquivalenz wieder in zwei Implikationen : 

(4a) {x) {A B (x)) -> {A - > (x) B (x)) , 

(4b) {A -> {x)B{x)) -> {x) {A B{x)) . 

Zur Ableitung von (4a) s(!tzen wir in die h'ormel (a) für A {c) die Formel 
A »• B{c) ein: 

{x) {A + B{x)) {A -»■ B [a]) . 

Nun hefert die Regel {y) unmittelbar die Formel (4a). 

Um (4b) zu erhalten, gehen wir aus von der durch Einsetzung aus 
der Formel (a) entstehenden Formel 

{x) B {x) -> B {a ) . 

Die Anwendung der identischen Formel 

{B - C) > {(A -> B) - {A -> O) , 

worin {x) B {x) für B und B {a) für C eingesetzt wird, liefert in Ver- 
bindung mit dem SchluBschema : 

{A->{x)B{x)) -*{A *B{a)), 

und nun ergibt das Schéma (a) die Formel (4b). 

Formel (5) : (a:) {A y B (x)) ~ (A V {x) B {x)) . 
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Zu dieser Formel gelangen wir mit Hilfe der Formel (4) folgender- 
maBen: Aus der identischen Formel 

AM B --{A B) 

erhalten wir einerseits durch Einsetzung von {x) B (x) für B die Formel 

A V {x) B {x) ~ (X) B {X)) , 

andererseits durch Einsetzung von B (a) für B und Anwendung der 
Regel {ô') : 

{x) [A V B (x)) ~ (x) {A B{x)) . 

Ferner ergibt sich durch Einsetzung von A für A in die Formel (4): 

{x) {A B (X)) ~ (.4 -> (X) B (X)) . 

Die drei erhaltenen Formeln zusammen ergeben gcmaB dem Schéma 
der Àquivalenz die Formel (5). 

Formel (6) : {x) {A & B (x)) ~ A & [x) B (x) . 

Diese Àquivalenz wird wieder in zwei Implikationen zerlegt: 

(6a) {x) {A & B (A^)) ^ & (a;) B (;v) , 

(6b) A ôc{x) B {x) {x) {A & B (x)) . 

Zur Ableitung von (6a) gehen wir aus von der Formel 

(x) {A & B(x))-^A &B{a) , 

die durch Einsetzung aus der Formel (a) erhalten wird. Ferner setzen 
wir in die identische Formel 

A&B >A 

B {a) für B ein. Die entstehende Formel zusammen mit der vorherigcn 
ergibt durch den KettenschluB 

{x) {A ôc B (x)) A . 

Andererseits erhalten wir die Formel: 

{x) {A &B(x)) > {x)B{x), 
indem wir auf die Formel 

A & B{a) ~> B{a), 

welche durch Einsetzung aus der identischen Formel 

A&B^ B 

hervorgeht, die Regel (ô) anwenden. 

Die beiden gewonnenen Formeln zusammen ergeben nach dem 
Schéma (ê) für die Konjunktion die Formel (6a). 



Ableitungen. 
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Um zu (6b) zu gelangen, geht man aus von der Formel 

die durch Einsetzung aus der Formel (a) entsteht. Durch die An- 
wendung der identischen Formel 

{B -> C) (A & B A & C) 

und des SchluBschemas erhalten wir daraus 

A & (x)B(x) -y A &B(a), 

und nun ergibt sich die Formel (6b) gemâB dem Schéma (tx). 

Formel (7) : (x) (A (x) & B {x)) ~ (x) A (x) & {x) B (x) . 

Wir zerlegen die Àquivalenz in die Implikationen 
(7 a) {x) [A {x) & B {X)) (x) A (x) & {x) B (x) 

(7b) {x)A{x) & {x)B{x) -y (x) {A{x) & B(x)). 

(7a) ergibt sich so: Aus der identischen Formel 

A & B y A 

t'rhalten wir durch Einsetzung von A {a) , B {a) für A , B und durch 
Anwendung der Regel (â) die Formel 

{x) {A (X) & B (;V)) {x)A {x) ; 

entsprechend finden wir durch Anwendung der identischen Formel 
A ik B -y B die Formel 

[x] {A (x) & B (x)) -* (x) B {x) . 

Dièse beiden Formeln zusammen liefern nach dem Schéma (§) der 
Konjunktion die Formel (7a). 

Zur Ableitung von (7b) setzen wir in die Formel 

A&B-yA 

{x)A{x) für A und {x)B{x) für B ein, so daI3 sich 

{x)A{x)&{x)B{x) y{x)A{x) 

ergibt. Diese Formel zusammen mit der Formel (a) liefert auf Grund 
des Kettenschlusses : 

{x)A{x) & {x)B{x)->A{a). 

Ganz entsprechend erhalten wir 

{x)A{x) &{x)B{x) ^ B{a), 

Diese beiden Formeln zusammen ergeben nach dem Schéma (è) der 
Konjunktion die Formel 

{x)A{x) & {x) B{x)->A {a) &B{a), 
woraus nach dem Schéma («) die Formel (7b) hervorgeht. 

Hilbert- Bernays, Grundlagen der Mathematik I. 
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Die Formeln (5), (6), (7) für das Allzeichen haben jede ihr Gegenstück 
in einer Formel für das Seinszeichen, die man ans jener auf Grund 
einer Erweiterung der früher, im Aussagenkalkul, gefundenen Dualitàt 
erhâlt. 

Wir stellen dual gegenübcr: 

& V 
(x) {E x) 

sa -><$> 83 91 

Die Àquivalenz soll zu sich selbst dual sein. 

GemâB dieser gegenseitigen Zuordnung crhalten wir folgendes duale 
Entsprechen von Formeln und Schematen: 

A&B-^A ■ A-^Ay B 

A &B-* B B^A y B 

Schéma (§) für die Konjunktion Schéma (t) für die Disjunktion 
Formel (a) Formel (b) 

Schéma (^) Schéma (/?) 

Zu sich selbst dual sind; die Regel des Kettenschlusses, die Zerlcgung 
der Àquivalenz in Implikationcn sowie die Regeln (ô) und (<5'). 

Bei der Ableitung der Formeln (6) und (7) wird auBer diesen eben 
aufgezahlten Formeln und Regeln, die jede ihr duales Gegenstück haben, 
nur noch der Übergang von 

83 -> e zu 91 & 83 -> 91 & © 

benutzt. Auch dieser ProzeB hat sein duales Gegenstück, namlich in 
dem Übergang von 

e->83 zu 91 ve — 91V 83. 

Somit gewinnen wir durch duale Übersetzung der Ableitungen von 
(6) und (7) die dual entsprechenden Formeln 

Formel (8) ; {E x) {A y B (x)) ~ (/I y {Ex) B {x)) , 

Formel (9) : [E x) {A (x) V B {x)) ~ {(E x) A {x) V {Ex) B (x)) . 

Zu der Formel (5) dual ist die 

Formel (10) : (Ex) {A & B (x)) {A & (Ex)B (x)) . 

Diese kônnen wir allerdings nicht durch duale Übersetzung der für (5) 
gegebenen Ableitung gewinnen, da bei dieser die Regel (y) benutzt wird, 
zu der wir keine dual entsprechende haben. Jedoch kônnen wir von 
der Formel (5) folgendermaBen zu (10) gelangen: 

Aus (5) erhalten wir durch beiderseitige Négation die Formel 

(x) {A y B {X)) ~ A y {X) B (x ) . 



Ableitungen. 


as 


Hierin setzen wir A für A , B (a) für B (a) ein und formen die rechte 
Seite gemâB der Ersetzungsregel für die Négation um; so ergibt sich 

(10a) (x) {A V B{^)) ~ (.4 & W B{x )) . 

Ans der Formel (2) erhalten wir durch Einsetzung 

(x) {AM B (X)) {Ex) AM B (x) 
und aus der identischen Formel 

ÀMB^A&B 

durch Einsetzung von B (a) für B und Anwendung der Regel {ô'): 

{Ex) À V ~ {Ex) {A & B(x)) ; 

die beiden erhaltenen Àquivalenzen ergeben zusammen: 

(10b) {x) {A V B (X)) ~ {E x) {A & B (x )) . 

Ferner ergibt sich aus Formel (3) durch Itinsetzung von B {a) für A {a) 
die Formel: 

{x) B {x) {Ex)B {x) 

und daraus auf Grimd der identischen Formel 

{B -^C) -> {A & B- A & C) 

die Formel 

(10 c) {A & (X) B (X)) ~ (^ & [E x) B (x)) . 

Aus der Vereinigung der Àquivalenzen (10a), (10b), (10c) ergibt sich 
nach dem Schéma der Àquivalenz die Formel (10). 

Formel (11): {x) {A {x) -* B {x)) -*■ {{x) A {x) {x) B [x]) . 

Zur Ableitung gehen wir aus von der Formel 

(;r) {A (x) B (x)) -> {A (a) -> B (a )) , 

die durch Einsetzung aus der Formel (a) entsteht. Die Vertauschung 
der Vorderglieder ergibt 

A {a) -> {(x) {A (x) -► B{x)) -> B (a)), 

und diese Formel zusammen mit der Formel (a) liefert gemâû dem 
KettenschluB 

{x) A{x) -* { {x) {A (x) -> B (x)) B {a)) . 

Wenden wir hier nun die Regel {y) an und vertauschen nochmals die 
Vorderglieder, so erhalten wir die Formel (11). 

Formel (1 2) : {x) {A (x) B (x))^ {{E x) A {x) -> (Ex) B (a;)) . 

Wir beginnen die Ableitung wieder mit der Formel: 

{x) {A (x) -> B (x)) {A {a) -> B {a)) , 


8 * 
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aus welcher durch Importation 

(x) {A (X) ->• B (X)) 8 c A{a) B (a) 

hervorgeht. 

Diese Formel zusammcn mit der aus der Formel (b) durch Einsetzung 
entstehenden Formel 

B (a) -> {Ex)B{x) 

liefert nach dem Kettcnschluü 

((%) {A {X) -> B {x)) & A {a)) -> {Ex) B {x) , 

die durch Exportation und Vertauschung der Vorderglieder in 

A {a) -> {{x){A (x) B{x)) -> (Ex) B (:r)) 

übergeht. Jetzt wenden wir das Schéma {(i) an; dann ergibt sich, nach 
nochmaliger Vertauschung der Vorderglieder, die Formel (12). 

In den bisher abgeleitcten Formeln treten die Formelvariablen stets 
mit hôchstens einem Argument auf, und die vorkommenden Allzeichen 
und Seinszeichen stehen aile getrennt. Die folgenden Formeln betref- 
fen das kombiniertc Auftreten zweier Quant oren. 

Formel (13): {x) {y) A {x , y) {y) [x) A {x , y) . 

Von den beiden Implikationen, in die sich diese Àquivalenz zerlegen 
lâBt, braucht nur die eine 

(13 a) {x){y)A{x, y) -> {y){x)A{x, y) 

abgeleitet zu werden, da die andere aus ihr durch Umbenennung der 
gebundenen Variablen und Einsetzung von A {b, a) für A {a, b) cntsteht. 
Um (13 a) zu erhalten, gehen wir aus von der Formel 

(y) A {a, y) -> A {a, b), 

welche aus der Formel (a) hervorgeht, indem für die Nennform . 4 (c) 
die Formel A{d, c) eingesetzt wird, wodurch wir zunachst 

(;r) A{d, x) -> A{d, a) 

erhalten, sodann b für a und darauf a für d eingesetzt und die Varia- 
ble X in y umbenannt wird. 

Die Anwendung der Regel (< 5 ) liefert 

{x){y)A{x,y)->{x)A{x,b). 

Nun setzen wir für b wieder a ein und benennen auf der rechten Seite 
die Variable x in z um; so ergibt sich 

(x) {y) A {x, y) -> {z)A {z, a) 

und durch Anwendung des Schémas {oc): 

{x){y)A{x, y) - {x){z)A{z. x). 



Ableitungen. 
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Um nun (13 a) zu erhalten, brauchen wir nur noch auf der rechten Seite 
die Variablen umzubenennen, und^zwar erst x m. y , dann z in x. 
Formel (14): 

{x) {y)A{x, y) -> ix)A{x, x) . 


Wie bei der Ableitung von Formel (13 a) gewinnen wir zunâchst die 

(y) A{a, y) -> A {a, b). 


Hier setzen wir a für b ein: 


(y) A {a, y)-* A {a, a). 

Nun liefert die Anwendimg der Regel (5) die Formel (14). 

Die Ableitungen der Formeln (I3) und (14) lasscn sicli dual über- 
setzen, und wir erhalten so die folgenden beiden Formeln: 

(Formel 13'): {E x) {Ey) A {x , y) ~ {E y) {E x) A{x , y) , 

(Formel 14'): {Ex) A{x, x) -> (Ex) (Ey) A {x, y). 

(Formel 15a): {x) {y) {A {x) B {y)) {{x) A {x) &. (y) B {y)) . 

Diese Formel gewinnen wir durch Anwendung der Formel (6); wir 

benennen in dieser zunâchst redits und links die Variable in y um: 

(y) {A & B(y))~A & {y) B {y). 

Nun setzen wir A (a) für A ein und vertauschen rechts die beiden Kon- 
junktionsglieder; so ergibt sich: 

(y) (A (a) & B (y)) ~ (y) B(y) &.A (a) , 

und durch Anwendung der Regel (^'): 

{x) (y) {A (x) & B (y)) ~ (x) {{y) B(y) &A (x)). 

Andererseits erhalten wir aus der Formel (6), indem wir zunâchst C 
für A , dann A (a) für B (a) und schlieBlich (y) B (y) für C einsetzen : 

(x) ((y) B (y) & A (a:)) ~ (y) B (y) & {x) A (x ) . 

Diese Formel zusammen mit der vorher gefundenen liefert nach dem 
Schéma der Àquivalenz 

(x) (y) {A (X) & B (y)) -- (y) B (y) & (^) A (x) , 

woraus durch Vertauschung der beiden Konjunktionsglieder rechts die 
Formel (15 a) entsteht. 

In ganz entsprechender Weise wie (1 5 a) gewinnt man auch diejenigen 
Formeln, die aus (15 a) hervorgehen, indem man (x) , (y) entweder durch 
{E x) , {E y) oder {x) , {E y) oder {E x) , (y) ersetzt, sowie auch die weiteren 
vier Formeln, die entstehen, indem man an Stelle der Konjunktion die 
Disjunktion setzt. Zur Ableitung hat man neben der Formel (6) auch 
die Formeln (10), (5), (8) heranzuziehen, und die Regel (ô') ist teils mit 
Vorsetzen des Allzeichens, teils mit Vorsetzen des Seinszeichens an- 



118 § "*■• Formalisierung des SchlieBens II: Der Prâdikatenkalkul. 


zuwenden. Wir wollen diese acht Formeln zusammenfassend als die 
„Formeln (15)“ bezeichnen. — 

Es môgen nun noch ohne Angabe der Ableitung einige Formeln 
aufgezâhlt werden. 

(I6a) {x) {A {X) -> B) ~ {{E x) A (x) B ) , 

(I6b) {E x) {A (X) -> jB) ~ ((;r) A (x) B) , 

(1 7a) (;r) {A (x) ~ B (x)) {(x) A (x) ~ (x) B (a;)) , 

(17b) (x) {A {X) ~ B{x)) -> {(Ex) A (x) ~ (Ex) B(x)), 

(18) {Ex){y)A{x, y) (y) {Ex)A{x, y). 

Kurz angegeben sei noch die Ableitung der beiden Formeln, durch 
welche sich die bekannten ARiSTOTELischen SchluBfiguren ,,barbara“, 
,,darii“ darstellen. 

Formel (19): 

(X) {B(x) C (%)) ({;r) {A (x) -> B(x)) -> (x) {A (x) ■ > C (^))) . 

Formel (20): 

(x) {B(x) > C(x)) {(Ex) {A (x) & B(x)) -► {Ex) {A (x) & C(x))). 

Zur Ableitung von (19) gehen wir aus von der identischen F'ormel 
{B >C) y {{A >B) -->{A > C)). 

In diese setzen wir A {a) iür A , B {a) für B , C {a) für C ein und erhalten 
nach Anwcndung der Regel (<3); 

{x) {B(x) C(x)) -> {x} {{A (X) -> B(x)) “> {A (x) ► C(x))). 

Andererseits liefert die Formel (11) durch Einsetzung: 

(x) {{A (X ) -> B (X )) -> {A (X ) -> C (X ))) -► {(X) {A (x)^B(x)) (x) {A (at) -> C (x))) ; 

und die beiden erhaltenen Formeln zusammen ergeben nach dem Kettcn- 
schluB die Formel (19)- Ganz entsprechend verlâuft die Ableitung von 
(20); nur hat man statt der obigen identischen Formel die andere 

{B^C)^{A&B-^A&C) 

zu nehmen und ferner anstatt der Formel (11) die Formel (12) an- 
zuwenden. — 

Der Reichtum an Formeln, der sich hier bietet, erfordert zu seiner 
Aufnahme keine besondere Belastung unseres Gedâchtnisses. Denn diese 
Formeln besagen nichts anderes, als daB man mit den verallgemeinerten 
Konjunktionen und Disjunktionen, welche durch das Allzeichen und 
das Seinszeichen dargestellt werden, genau so verfahren kann wie mit 
gewôhnlichen Konjunktionen und Disjunktionen. 

Dieses kônnen wir uns dadurch besonders deutlich machen, daB wir 
die Formeln (1) bis (20) auf einen Individuenbereich anwenden, der nur 
zwei Dinge enthàlt, die als 1, 2 bezeichnet seien. 



I-zahlig identische Formeln. 
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Statt A {\) , A (2), B {\) , B (2) usw. schreibe man 

A\y A 2) B-^ f B 2 > . . . , 

ebenso werde für ^ (1, 1), -4 (1, 2), .... 

■^ 11 » -^12 • • • 

geschrieben. Dann gehen die Formeln (1) bis (20), wie man leicht veri- 
fiziert, in identische Formeln des Aussagenkalkuls über, worin A^, A^, 
Bi, B2, Ail, Ai2 ‘ Rolle von unabhàngigen Formelvariablen haben. 

Z. B. geht die Formel (2) über in die Formel: 

Ai 8 cA 2 ~ÂiyÀ 2 , 

welclie einer Ersetzungsregel für die Négation entspricht, die Formel (5) in 

A y Bi&A y B 2 ~ Ay {B 1 &B 2 ), 

welche eine der Formeln für das distributive Gesctz ist; die Formel (7) 
geht über in 

{Al & Bi) & {^2 & B2) ~ (^1 & ^2) & (B, & B2) , 

die Formel (11) in 

{Al Bi) & {A2 B2) > {Al & 42 ^ & B2) 

und Formel (14) in 

{Ail ^ ^ 12 ) ^ (A 21 ^ ^ 22 ) (-^11 & ■^ 22 ) • 

Diese Feststellung kann uns nicht überraschen. Denn wir haben ja 
beim Aufstellen des Systems unserer Grundregeln die Formeln und 
Schemata für das Allzeichen und das Seinszeichen gerade so gewâhlt, 
daB sie aus den Formeln und Regeln für die Konjunktion und Dis- 
junktion durch den Übergang von einer endliclien Gliederzahl zu einer 
Erstreckung über einen beliebigen, endlichen oder unendlichen, Indi- 
viduenbereich hervorgehen. Wenn wir daher die Formeln des Prâdi- 
katenkalkuls auf einen Individuenbereich mit einer bestimmten endlichen 
Individuenzahl anwenden, so machen wir den vollzogenen Grenzüber- 
gang wieder rückgângig, und wir müssen wieder auf die Formeln des 
Ausgangskalkuls zurückkommen. 

Wir wollen diese Überlegung und ihr Ergebnis genauer fassen : Dazu 
führen wir den Begriff einer ,,î-zahlig identischen" Formel ein. 

Eine Formel des Prâdikatenkalkuls soll f-zahlig identisch genannt 
werden^, wenn sie, angewandt auf einen Individuenbereich von î Dingen, 
bei jeder Einsetzung für die eventuell vorkommenden freien Individuen- 
variablen in eine identische Formel des Ausgangskalkuls übergeht. 

Die Anwendung auf den ï-zahligen Individuenbereich, dessen Dinge 
mit den Ziffern 

1, 2, . . ., î 


1 Die Définition bezieht sich nur auf endliche, von 0 verschiedene Zahlen î. 
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bezeichnet seien, ist so zu verstehen, daB ein Ausdruck {x) '^{x) durch 
die Konjunktion 

i)t(1) &?t(2) & . . . 

{Ex)%{x) durch die Disjunktion 

?ï(1) Vitt(2) V . . . V51(t) 

ersetzt wird, und die entstehende Fonru'l soll identisch sein in déni 
Sinne, daB die verschiedenen auftretenden Primformeln, etwa 

A, A(i), A(i,2), 

so wie unabhangige lùirmelvariablen angesehen werden. Zur Einsetzung 
für die freien Individuenvariablen kommen nur die Individuen 

1.2 f 

in Betracht ; iin Falle, wo eine Formel nur gebundene Individuenvariablen 
enthâlt, ist keine l£insetzung nôtig. 

Nehmen wir als Beispiel die Formel : 

(x)A(x) VA (a). 

Diese ist einzahlig identisch, dagegen nicht zweizahlig identisch. Demi 
die Anwendung auf den ('inzahligen Individuenbereicli ergibt die Formel 

A(i)VA(1), 

welche identisch wahr ist, wâhrend die Anwendung auf den zweizahligen 
Individuenbereich die beiden nicht identisch wahren Formeln 

(A (1) & A(2)) VA (i), 

(A (i) & A (2)) V A {2) 

liefert. Ebenso verifiziert man, daB die Formel 

{x)A (x) V (x) {A (x) V B(x)) V {x) {A {x) V Bix)) 

einzahlig und zweizahlig identisch, aber nicht dreizahlig identisch ist, 
und daB die Formel 

{x)A{x)V (x) (A [x)V B (x)) V [x) [A {x)V B (x)V C (x))V {x) {A {x)V B (x)V C (x)) 

einzahlig, zweizahlig und dreizahlig identisch, aber nicht vierzahlig 
identisch ist. 

Nach dem Bildungsgesetz die.ser Formeln kann man zu jeder vor- 
gelegten Zahl f eine Formel angeben, die für jede Anzahl I bis zu î hin 
f-zahlig identisch, aber nicht (f + 1)-zahlig identisch ist. 

Wir er.sehen somit, daB es für jede Zahl f solche Formeln gibt, die 
f-zahlig identisch, aber nicht (f -f- 1)-zahlig identisch sind. Anderer- 
seits aber kônnen wir leicht erkennen, daB jede (f -j- 1)-zahlig iden- 
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tische Formel auch î-zahlig identisch ist. Denn die Formel 91', die 
sich durch Anwendung einer Formel 9t auf den Individuenbereich 

i. .. .,î 

ergibt, kann aus der Formel 9t", welche durch Anwendung von 91 auf 
den Individuenbereich . * , > 

entsteht, dadurch erhalten werden, daB man überall das Argument 
f + 1 durch 1 ersetzt und hcrnach die mehrfach stehenden Konjunk- 
tions- oder Disjunktionsglieder nur je einmal beibehalt. Ist nun 91 
cine (î + 1)-zahlig identische Formel, so ist 91" identisch wahr, sofern 
die verschiedenen Primformeln als unabhangige Formelvariablen be- 
trachtet werden. Die Ersetzung des Arguments ï + 1 durch 1 , 
also Z. B. von 4(f -f- 1) durch A{\), von B(2,f + 1) durch B {2, 1), 
kommt also einer Reihe von Einsetzungen für Formelvariablen gleich. 
Durch diese Einsetzungen entsteht aus der identischen Formel 91" wieder 
eine identische Formel; und die Streichung mehrfacher Glieder ist eine 
zulâssige Umformung. Hiernach ist auch die Formel 91' identisch wahr, 
und die Formel 91 ist demnach ï-zahlig identisch. 

Es bilden somit die (f + 1)-zahlig identischen Formeln eine echte 
Teilgesamtheit der t-zahlig identischen Formeln. 

Hat eine Formel für jede Zahl ï die Eigenschaft, ï-zahlig identisch 
zu sein, so wollen wir sagen, daB sie ,,im Endlichen identisch'" ist. 

Man beachte, daB dieser Begriff der im Endlichen identischen Formel 
uns kein Kriterium an die Hand gibt, mit Hilfe dessen wir für eine be- 
liebig gegebene Formel des Prâdikatenkalkuls entscheiden kônnen, ob 
sie im Endlichen identisch ist oder nicht. 

Es gelten nun folgende Sâtze: 

1. Jede nach urnseren Grundregeln ableitbare Formel des Pra- 
dikatenkalkuls ist im Endlichen identisch. 

2. Die Gesamtheit der ï-zahlig identischen Formeln ist ..deduktiv 
abgeschlossen" in dem Sinne, daB bei der Hinzunahme von ï-zahlig 
identischen Formeln zu den Au.sgangsformeln des Prâdikatenkalkuls 
wieder nur ï-zahlig identische Formeln abgeleitet werden kônnen^. 

Der Beweis ergibt sich aus der Betrachtung des Systems unserer 
Grundregeln, indem man folgendes feststellt: 

a) Die identischen Formeln des Aussagenkalkuls sowie die Formeln 
(a), (b), also aile Au.sgangsformeln des Prâdikatenkalkuls sind im End- 
lichen identisch. 

1 Dieser Satz hat neuerdings eine wesentliche Ergànzung erhalten, indem 
M. Wajsberg gezeigt hat, daB bei der Hinzunahme einer beliebigen ï-zahlig 
aber nicht (ï 4- l)-zahlig identischen Formel zu den Ausgangsformeln des Prà- 
dikatenkalkuls bereits jede ï-zahlig identische Formel ableitbar wird. [,,Unter- 
suchungen über den Funktionenkalkül für endliche Individuenbereiche^*. Math. 
Ann. Bd. 108 (1933) Heft 2]. 
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b) Durch eine Einsetzung, bei der keine Prâdikaten- und Indi- 
viduel!- Symbole auftreten, erhâlt man aus einer ï-zahlig identischen 
Formel wieder eine solche. 

c) Die Anwendung der Schemata {a), (/3) auf eine î-zahlig identische 
Formel liefert wieder eine solche Formel. 

d) Sind @ und © î beide {-zahlig identisch, so ist auch % ï-zahlig 
identisch. 

Dabei ist zu beachten, daB die Feststellungen b), c), d), da sie für 
jede beliebige Zabi î gelten, auch gültig bleiben, wenn man statt „î-zahlig 
identisch" jeweils ,,im Endlichen identisch" setzt. 

Als spezielle Folgerung aus den Sâtzcn 1, 2 ergibt sich, daB es 
nicht môglich ist, mittels unserer Grundregeln zwei Formeln 5t, % ahzuleiten, 
von denen die eine die Négation der andern ist. Und zwar gilt dieses mit 
der Verschârfung, daB auch, wenn î irgendeine feste endliche Zahl ist, 
bei der Hinzunahme von ï-zahlig identischen Formeln zu den Ausgangs- 
formeln nicht SI, ^ beide ableitbar sein kônnen. Denn es müBten ja 
.sonst 51 und 31 beide ï-zahlig identisch sein. Die Négation einer î-zahlig 
identischen Formel liefert aber für einen ï-zahligen Individuenbereich 
eine identisch falsche Formel, kann also nicht auch ï-zahlig identisch sein. 

Eine andere Folgerung betrifft diejenigen Formeln des Prâdikaten - 
kalkuls, welche keine gebundene Variable enthalten, welche also mittels 
der Operationen des Aussagenkalkuls aus Formelvariablen ohne Argu- 
ment und solchen mit freien Individuenvariablen als Argumenten ge- 
bildet sind. 

Die verschiedenen (d. h. gestaltlich verschiedenen) Primformeln, aus 
denen sich eine solche Formel zusammensetzt, môgen als die ,,Kom- 
ponenten" der Formel bezeichnet werden. 

Ist nun eine Formel von dieser Art im Pràdikatenkalkul ableitbar, 
so mu B sie, für jede Anzahl ï, ï-zahlig identisch sein. Nehmen wir für ï 
die Anzahl der verschiedenen in 51 vorkommenden Individuenvariablen, 
so folgt, daB die Formel 51 in eine identische Formel übergeht, wenn darin 
zunâchst die ï Individuenvariablen in irgendeiner Reihenfolge durch 
die Ziffern 1 , . . . , ï ersetzt werden und dann die verschiedenen so ent- 
stehenden Primformeln durch verschiedene Formelvariablen ersetzt 
werden. 

Dieser ProzeB kommt aber darauf hinaus, daB jede der Komponenten 
von 51 durch je eine Formelvariable (ohne Argument) ersetzt wird. Bei 
dieser Ersetzung muB also 51 in eine identische Formel übergehen. 
Andererseits ist diese Bedingung auch hinreichend für die Ableitbarkeit 
von 51; denn sie besagt ja, daB 51 aus einer identischen Formel durch 
Einsetzung entsteht. 

Wir finden demnach, daB eine Formel, welche aus freien Variablen 
und den logischen Symbolen des Aussagenkalkuls gebildet ist, dann 
imd nur dann durch den Pràdikatenkalkul ableitbar ist, wenn sie aus 
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einer identischen Formel durch Einsetzung entsteht, und dieses wie- 
derum ist dann und nur dann der Fall, wenn die Formel bei der Er- 
setzung ihrer Komponenten durch lauter verschiedene Formel variablen 
ohne Argument in eine identische Formel übergeht. 

Wir wollen eine Formel der betrachteten Art, welche diese Eigen- 
schaft besitzt, auch als identisch wahre Formel bezeichnen. — 

Aus dem Satz 2 kônnen wir noch entnehmen, dafi die Gesamtheit 
der im Endlichen identischen Formeln deduktiv abgeschlossen ist. Man 
kônnte denken, daB diese Gesamtheit zusammenfâllt mit der Gesamt- 
heit der ableitbaren Formeln, daû also nicht nur jede ableitbare Formel 
im Endlichen identisch, sondern auch jede im Endlichen identische 
Formel ableitbar ist. 

Dieses trifft aber nur für einen Teilbereich des Prâdikatenkalkuls 
zu, nâmlich für den Bereich derjenigen Formeln, in denen die Prim- 
formeln sâmtlich nicht mehr als ein Argument enthalten. Für diesen 
Teilbereich, welchen wir den „einstelUgen‘' Pràdikatenkalkul nennen 
wollen, werden wir in der Tat den Nachweis führen, daB jede im End- 
lichen identische Formel ableitbar ist. 

Für den vollen Pràdikatenkalkul gilt aber ein solcher Satz nicht. 
Das zeigt sich an der Betrachtung von Formeln, welche den Charakter 
einer Endlichkeitsbedingung für den Individuenbereich haben. Zu einer 
derartigen Formel werden wir geführt, indem wir zurückgreifen auf die 
im § 1 besprochenen Formeln^ 

(x) R{x, X), 

(x)(y)(z) {R{x, y) & R(y, z) R(x, z)) , 

{X) (Ey) R{x, y). 

Von diesen fanden wir, daB sie sich für einen endlichen Individuen- 
bereich auf keine Weise, durch Einsetzung eines bestimmten Prâdikates 
(mit zwei Subjektstellen) für die Variable R, gemeinsam erfüllen lassen. 
Diese Feststellung besagt, daB die Formel die man durch die kon- 
junktive Zusammenfassung der obigen drei Formeln erhalt: 

(X) R{x, X) & {x){y)(z) {R(x, y) & R{y, z) R{x, z)) & {x) {Ey) R(x, y), 

angewandt auf einen endlichen Individuenbereich, bei jeder Einsetzung 
eines bestimmten Prâdikats für R den Wert ,,falsch“ ergibt, oder mit 
andern Worten: daB die Négation g im Endlichen identisch ist. 

Wâre nun jede im Endlichen identische Formel ableitbar, so müBte 
insbesondere die Formel ^ ableitbar sein. 

Wir werden aber spâter zeigen, daB die Formel ^ nicht nach unseren 
Grundregeln abgeleitet werden kann. Dies wird das Ergebnis eines 
unserer ersten Beweise für Widerspruchsfreiheit sein. Ganz ebenso wie 


1 Vgl. § 1, s. 14. 
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mit der Formel Ç verhâlt es sich mit derjenigen Formel (5J, zu der wir 
von dem gleichfalls im § 1 erwâhnten Formelsystem 

{Ex) (y) S (y, x) , 

{x){y){u){v) {S{x, U) &S(y, u) &S(v, x) S(v. y)) , 

(X) (Ey) S(x, y) 

durch die konjunktive Zusammenfassung zu einer Formel & und Bildung 
der Négation gelangen. Auch die Formel ® kann für eincn endlichen 
Individuenbereich nicht durch Einsetzung eincs Prâdikats für die 
Variable 5 erfüllt werden, d. h. die Formel bi ist im Endlichen identisch. 
Gleichwohl werden wir zeigen, daû diese h'ormel © nicht ableitbar ist^. 

Noch eine andere Formel, welche die betrachtete Eigenschaft der 
Formeln und 03 besitzt, ist die Formel^ 

(x) A {X, X) & (x) (Ey) (Z) [A {x, y) & {A (z, x) A (z, y))}; 

von dicser erkennt man wiederum, daB sie für einen endlichen Individuen- 
bereich nicht durch ein für die Variable A einzusetzendes Prâdikat 
erfüllt werden kann, so daB ihre Négation .f) im P'ndlichen identisch ist, 
Andererseits ist die Formel § im Prâdikatenkalkul nicht ableitbar, und 
zwar kann diese Unableitbarkcit aus derjenigen der Formel fÇ ent- 
nommen werden. Denn aus der Formel .'p lâBt sich, wie wir spater 
zeigen werden®, die Formel ableiten, und somit folgt aus der Un- 
ableitbarkeit von diejenige von 

Die Feststellungen über die Nichtumkehrbarkeit des Satzes 1 sind 
von besonderer Wichtigkeit im Hinblick auf die Frage nach der Voll- 
stàndigkeit des Pràdikatenkalkuls. 

Für den einstelligen Prâdikatenkalkul wird durch den genannten 
noch zu beweisenden Satz, daB jede im Endlichen identische Formel 
ableitbar ist, die Frage der Vollstândigkeit im bejahenden Sinne gelôst. 

Dieser Satz bildet ein Analogon zu dem Vollstândigkeitssatz der 
deduktiven Aussagenlogik, wonach jede identische Formel des Aussagen- 
kalkuls aus dem System der Formeln I bis V ableitbar ist. 

Freilich haben wir hier kein Analogon zu dem Satz, daB bei der 
Hinzunahme einer nicht ableitbaren Formel zu den Ausgangsformeln 
bereits jede beliebige Formel ableitbar wird. Denn nehmen wir z. B. 
zu den Ausgangsformeln des einstelligen Pràdikatenkalkuls irgendeine 

^ Allem Anschein nach sind die Formeln % und @ innerhalb des Prâdikaten- 
kalkuls gegenseitig unabhângig, d. h. es kann weder % aus @ noch @ aus % nach 
unseren Grundregeln abgeleitet werden. Ein Beweis hierfür ist aber noch nicht 
gegeben worden. 

2 Auf diese Eigen.schaft der Formel hat Herr K. Schütte aufmerksam 
gemacht. 

3 Siehe §6, S. 212— 213- 
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einzahlig identische Formel hinzu, so sind hiernach auch nur einzahlig 
identische Formeln, also nicht beliebige Formeln ableitbar. 

Wenn wir nun aber den voUen Prâdikatenkalkul in Betracht ziehen, 
so ist nach dem, was wir feststellten, der Begriff der im Endlichen iden- 
tischen Formel zum Ansatz des Vollstândigkeitsproblems nicht mchr aus- 
reichend, da wir von vornherein wissen, daB der Bereich der ableitbaren 
Formeln enger ist als derjenige der im Endlichen identischen Formeln. 

Es drângt sich hier nun, sowohl im Hinblick auf die Allgemeinheit 
der logischen Gesetze, die durch unseren Kalkul formalisiert werden 
sollen, wie auch durch die Analogie zum Aussagenkalkul, der Gedanke 
auf, die Auszcichnung des Endlichen, die im Begriffe der ,,im Endlichen 
identischen" Formel liegt, aufzuheben und den Begriff der identischen 
Formel von dem Aussagenkalkul auf den Pradikatenkalkul auszudehnen. 

Die hiermit geforderte Verallgemeinerung des Begriffs der identischen 
Formel auf den Prâdikatenkalkul ist nichts anderes als der bereits im 
§ 1 eingeführte Begriff der ,,allgemeingültigen‘‘ FormcD. Wir haben 
aber schon dort auf die grundsâtzlichen Schwierigkeiten hingewiesen, 
welche die Anwendung dieses Begriffes im Falle eines unendlichen 
Individuenbereichs bietet. Diese an das Unendliche sich knüpfenden 
Schwierigkeiten waren ja gerade der Grund, weshalb wir bei der 
Prâzisierung unserer Problemstellung die Widerspruchsfreiheit der 
Mathematik nicht im positiven Sinne der ,,Erfüllbarkeit‘' der axio- 
matischen Système, sondern negativ als Unmoglichkeit eines deduktiv 
herstellbaren Widerspruchs charakterisiert haben. 

Im Prâdikatenkalkul haben wir die Problematik des Unendlichen 
dadurch vermieden, daB wir diesen Kalkul als deduktives System und 
nicht nach der Analogie zur Théorie der Wahrheitsfunktionen ent- 
wickelt haben. 

Es ist aber auf jeden Fall wünschenswert, die an die Théorie der 
Wahrheitsfunktionen der Aussagenlogik anknüpfende Behandlung der 
Pràdikatenlogik kennenzulernen. Diese Behandlungsweise der Prâ- 
dikatenlogik, welche wegen ihrer nahen Beziehung zur Mengenlehre als 
die ,, mengentheoretische" bezeichnet werden môge, war lange Zeit 
hindurch die allcin herrschende. Sie genügt allerdings nicht den An- 
forderungen unseres finiten Standpunktes, da sie das ,,tertium non 
datur" nicht nur für die Dinge des Individuenbereiches (für welche es 
als Bedingung der Anwendung des Prâdikatenkalkuls angesehen werden 
kann) , sondern auch für die ganzen Zahlen und für die Prâdikate benutzt 
sowie auch mitunter von dem Auswahlprinzip Gebrauch macht. Gleich- 
wohl konnen wir die Betrachtungen dieser Théorie auch für unsere 
Untersuchungen über den Prâdikatenkalkul heuristisch, als Wegweiser 
zur Auffindung von Sâtzen und Beweisführungen, verwerten, da sich 
ihre Ergebnisse zumeist im finiten Sinne verschârfen lassen. 

' 'Vgl. § 1 , s. 8. 
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Es seien daher die Grundgedanken der mengentheoretischen Pràdikaten- 
logik hier kurz dargelegt. Wie schon gesagt, handelt es sich um die Er- 
weiterung der Théorie der Wahrheitsfunktionen. So wie hier die Wert- 
bestimmung für die Formel variablen 

A,B, ... 

durch einen der Werte ,,wahr“, ,,falsch“ gegeben ist, erfolgt nun die 
Wertbestimmung für eine Variable mit einem Argument 

A {a) 

durch eine ,,logische Funktion'‘ , d. h. durch eine Funktion, welche einem 
jeden Ding eines Individuenbereiches, auf den sich das Argument be- 
zieht, einen der Werte ,,wahr‘‘, ,,falsch“ zuordnet. 

Entsprechend bestimmt sich ein Wert einer Formel variablen mit 
mehreren Argumentcn durch eine logische Funktion mit derselben An- 
zahl von Argumenten, die wicderum auf den Individuenbcreich als ihren. 
Wertbereich bezogen sind. 

Die logischen Funktionen stehen in engstem Zusammenhang mit 
den Mengen: Einer logischen Funktion mit einem Argument entspricht 
die Menge derjenigen Dinge aus dem Individuenbereich, für welche die 
logische Funktion den Wert ,,wahr“ hat, einer logischen Funktion von 
zwei Argumenten entspricht die Menge derjenigen geordneten Dingpaare 
aus dem Individuenbereich, für welche jene Funktion den Wert ,,wahr“ 
hat, ebenso entspricht einer Funktion dreier Argumente eine Menge 
von geordneten Dingtripeln usw. 

Durch die Anwendung der Wahrheitsfunktionen der Aussagenlogik 
gewinnen wir aus gegebenen logischen Funktionen weitere solche Funk- 
tionen, denen dann wiederum Mengen zugeordnet sind. 

Ist Z. B. ^{a) eine logische Funktion eines Argumentes, so stellt 
0(a) diejenige Funktion dar, welche den Wert „wahr“ bzw. ,,falsch“ 
für diejenigen Dinge hat, für welche <?(«) den Wert ,,falsch“ bzw. ,,wahr“ 
hat. Die zu (a) gehôrige Menge ist die Komplementarmenge der zu 0 
gehôrigen Menge. 

Sind 0 (a), W {a) zwei logische Funktionen, so stellt 0 {a) 8c W {a) 
diejenige Funktion dar, welche den Wert „wahr“ für die und nur die 
Dinge hat, für welche 0, W beide den Wert ,,wahr“ haben. Die zu- 
gehôrige Menge ist der ,,Durchschnitt'‘ , d. h. die Menge der gemèin- 
samen Elemente der zu 0 und W gehôrigen Mengen. Ebenso gehôrt zu 
0{a) V ^{a) die Vereinigungsmenge der zu den Funktionen 0 und ^ 
gehôrigen Mengen. 

Die Operationen des AUzeichens und des Seinszeichens werden im 
Sinne der über den Individuenbereich erstreckten Konjunktion und 
Disjunktion gedeutet. Es hat demnach für eine logische Funktion 0{a) 

(X)0(X) 
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den Wert ,,wahr“ oder „falsch“, je nachdem die zu 0 gehôrige Menge 
mit dem gesamten Individuenbereich zusammenfâllt oder nicht, und 

{E x) 0 {x) 

hat den Wert ,,falsch“ oder ,,wahr“, je nachdem die zu 0 gehôrige 
Menge leer ist oder nicht. 

GemâB dieser Interprétation erhâlt nun eine jede Formel des Prâ- 
dikatenkalkuls, wenn wir darin für die Formelvariablen logische Funk- 
tionen mit der gleichen Anzahl von Argumenten setzen, einen der Werte 
,,wahr“, ,,falsch“, sofern die Individuenvariablen sâmtlich gebunden 
sind. Kommen freie Individuenvariablen vor, so ist der Wert der For- 
mel bei jeder Einsetzung von logischcn Funktionen für die Formel- 
variablen wiederum eine logische Funktion. 

Eine Formel ohne freie Variable stellt demnach eine Aussage dar, 
welche sich auf die logischcn Funktionen bezieht, die zur Einsetzung 
für die Formelvariablen in Betracht kommen, oder auch auf die den 
Funktionen zugeordneten Mengen, und welche zutrifft oder nicht, je 
nachdem die eingesetzten logischen Funktionen, oder die entsprechenden 
Mengen, der Formel den Wert ,,wahr“ oder den Wert ,,falsch“ erteilen. 
Nehmen wir z. B. die Formel 

(x) {A (X) B (X)). 

Diese erhâlt für ein Paar von logischen Inmktionen 0 (a ) , (a ) , denen 

die Mengen ç>, ip entsprechen mogen, den Wert ,,wahr“ dann und nur 
dann, wenn für jedes Ding oc des Individuenbereichs die Implikation 
0{fx) -^W{(x) den Wert ,,wahr“ hat, d. h. wenn für jedes Ding, für 
welches 0 den Wert ,,wahr“ hat, auch W den Wert ,,wahr“ hat, oder, 
mit Hilfe der Mengen ausgedrückt, wenn jedes Ding der Menge <p auch 
ein Ding von y) ist. Die Formel 

(x) {0{x) -> W(x)) 

ist somit der Aussage gleichwertig, daB cp eine Teümenge von ip ist. 
Entsprechend besagt die Formel 

{X) {0{x) ^ W{x)), 

daB die Mengen (p, y> identisch sind, und die Formel 

(Ex) {0(x) & ^(x)) 

besagt, daB die Mengen (p, ip nicht elementenfremd sind. 

Ein Beispiel anderer Art ist die Formel 

{Ey)R{a, y). 

Wird hierin für die Formel variable die logische Funktion 0 mit zwei 
Argumenten eingesetzt und ist ç? die zu dieser gehôrende Menge von 
Paaren, so stellt die sich ergebende Formel 

{Ey)0{a.y) 
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diejenige logische Funktion von a dar, welche für die und nur die Dinge 
den Wert ,,wahr" hat, die in mindestens einem Paar von <p als erstes 
Elément vorkommen. Die zu dieser logischen Funktion gehôrige Menge 
heiBt der Vorbereich der Funktion 0. Entsprechend heiBt die zu der 
logischen Funktion {E x)0{x, a) gehôrige Menge der Nachhereich von 0, 
und die Vereinigungsmenge des Vorbereiches und des Nachbereiches 
von 0 heiBt das Feld von 0. 

Wir kônnen nun auch die Begriffe à&x Allgemeingültigkeit und der 
Erfüübarkeit einer Formel einführen, die wir so wie im § 1, nur noch 
etwas allgemeiner durch Einbeziehung der Formeln mit freien In- 
dividuenvariablen, definieren ; Eine Formel des Prâdikatenkalkuls heiBt 
allgemeingültig, wenn sie bei jeder Einsetzung von logischen Funktionen 
für die Formelvariablen und, falls freie Tndividuenvariablen vorkommen, 
von Dingen des Individuenbereiches für die freien Individuenvariablen 
den Wert ,,wahr“ ergibt; sie heiBt erfüllbar, wenn sie bei passend(‘r 
Wahl der Einsetzungen den Wert ,,wahr“ ergibt. 

Allgemeingültigkeit und Erfüllbarkeit stehen einander dual gegen- 
über; namlioh eine Formel ist dann und nur daim allgemeingültig, wenn 
ihre Négation unerfüllbar ist, und auf Grund der Voraussetzung des 
,,tertium non datur“ für die Pradikate gilt auch, daB eine Formel dann 
und nur dann erfüllbar ist, wenn ihre Négation nicht allgemeingültig ist. 

Ferner ('rgibt sich, daB eine jede ableitbare Formel des Prâdikaten- 
kalkuls allgemeingültig ist. Nâmlich man erkennt leicht, daB die Aus- 
gangsformeln des Prâdikatenkalkuls allgemeingültig sind, und daB durch 
die Einsetzungsregel sowie die Schemata aus allgemeingültigen Formeln 
stets wieder allgemeingültige Formeln gewonnen werden. 

Nun stellt sich die Frage ein, ob auch die Umkehrung dieses .Satzes 
gilt, d. h. ob jede allgemeingültige Formel des Prâdikatenkalkuls eine 
ableitbare Formel ist. Wir kommen damit zurück auf das Vollstândig- 
keit.sproblem des Prâdikatenkalkuls, durch welches wir auf die Be- 
trachtung der mengentheoretischen Prâdikatenlogik geführt worden 
sind. Diese Frage hat ihre Lôsung durch folgenden von K. Gôdel 
bewie.seneni Vollstândigkeitssatz gefunden. Nennen wir eine Formel 
,,widerlegbar“, wenn ihre Négation ableitbar ist, so besteht die Alter- 
native: Eine jede Formel des Prâdikatenkalkuls ist entweder widerlegbar 
oder erfüllbar, und zwar für den Individuenbereich der ganzen Zahlen 
erfüllbar 2. 

^ Der Beweis bildet den Hauptinhalt der GôDELschen Abhandlung ,,Die 
Vollstândigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalküls“, Mh. Math. Phys. 
Bd. 37 (1930) Heft 2. 

2 Derjenige Teil dieses GôDELSchen Ergebnisses, der sich auf die ICrfüllbar- 
keit im Bereich der ganzen Zahlen bezieht, war schon früher von L. Lôwenheim 
gefunden worden, der als eines der verschiedenen bedeutsamen Theoreme aus 
seiner Abhandlung ,,Über Môglichkeiten im Relativkalkul“ [Math. Ann. Bd. 76 
(191 5)J den Satz bewies, daB eine jede überhaupt erfüllbare Formel des Pradikaten- 



Fragen der Vollstândigkeit. 


129 


Hieraus ergibt sich als Folgerung, daB jede allgemeingültige Formel 
ableitbar ist. Denn sei 31 eine allgemeingültige Formel, so ist ihre 
Négation 31 jedenfalls nicht erfüllbar, demnach ist auf Grund der ge- 
nannten Alternative die Formel 31 widerlegbar, also 31 ableitbar; und 
ans 31 kann 31 abgeleitet werden. 

Der GôDELsche VoUstândigkeitssatz kann nun freilich in der vor- 
liegenden Fassung nicht in die finite Beweistheorie übernommen werden ; 
denn er stützt sich, wenn auch nicht auf hôhere nichtfinite Hilfsmittel, 
so doch wesentlich auf das ,,tertium non datur“ für ganze Zahlen. Es 
lâBt sich abcr aus dem GôDELschen Beweisverfahren ein finiter Voll- 
stândigkeitssatz cntnehmen, welcher besagt, daB für eine Formel, welche 
un widerlegbar ist, stets eine formale Erfüllung im Kahmen der (mit 
EinschluB des ,,tertium non datur“) formalisierten Zahlentheorie 
existiert sowie auch (was hier einstweilen nur angedeutet sei) eine Art 
von approximativer Erfüllung durch beliebig lang erstreckbare endliche 
Folgen von Prâdikatensystenien, die für endliche Individucnbereiche 
definiert sind und deren jedes eine Fortsetzung des vorigen darstellt, 
Umgekchrt folgt, nach einem von J. Herbrand gefundenen Satz^, 
aus der Existenz einer solchen approximativen Erfüllung einer Formel 
ihre Unwiderlegbarkcit. DaB ferner eine Formel, die sich im Rahmen 
der formalisierten Zahlentheorie crfüllen laBt, nicht widerlegbar ist, 
folgt aus der noch zu beweisenden Widerspruchsfreiheit der formalisierten 
Zahlentheorie. 

Wir werden diesen ganzen vorlaufig nur skizzierten Tatsachenkom- 
plex im spâteren Teil unserer Untersuchungen ausführlich entwickeln. 
Hier wollen wir uns mit der Feststellung begnügen, daB in Hinsicht auf 
die h' rage der Vollstândigkeit die vermutete Analogie zwischen dem Aus- 
sagenkalkul und dem Prâdikatenkalkul sich als bestehend erwiesen hat, 
wenn auch mit einer gewissen Einschrânkung für den finiten Standpunkt. 

Dagegen ist man in der Verfolgung einer anderen, in âhnlicher 
Richtung liegenden Analogie nicht zum Ziel gekommen, nâmlich in 
betreff des Entscheidungsproblems. Dieses Problem, von dem wir ja 

kalkuls stets auch im Individuenbereich der ganzen Zahlen erfüllbar ist. Der 
LdwENHEiMsche Beweis für diesen Satz wurde dann von Th. Skolem vereinfacht, 
der hernach auch zeigte, daÛ die Heranzichung des Auswahlprinzips, welches 
bei den ersten Beweisen wesentlich benutzt wurde, vermieden werden kann. Die 
einschlâgigen SKOLEMschen Abhandlungen sind ,,Logisch-kombinatorische Unter- 
suchungen über die Erfüllbarkeit oder Beweisbarkeit mathematischer Sütze nebst 
einem Theorem über dichte Mengen“ (Vid.-Selsk. Skr. Kristiania, I. Mat. Nat, 
Kl. 1920, Nr. 4), ,,Einige Bemerkungen zur axiomatischen Begründung der 
Mengenlehre‘‘ (Math.-Kongr. i. Helsingfors 1922), ,,Über einige Grundlagenfragen 
der Mathematik‘' (Skr. norske Vid.-Akad., Oslo. I, Mat. Nat. Kl. 1929, Nr. 4). 

^ Dieser Satz ist von Herbrand im fünften Kapitel seiner Doktor-Dissertation 
,, Recherches sur la théorie de la démonstration** (Paris 1930) aufgestellt und 
bewiesen worden. 
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schon im § 1 gesprochen haben, besteht darin, daB man das Ent- 
scheidungsverfahren des Aussagenkalkuls, durch welches festgestellt 
wird, ob eine Formel identisch wahr oder für gewisse Werte der Variablen 
falsch ist, auf den Prâdikatenkalkul auszudehnen sucht. 

Wir haben bei dem Entscheidungsproblem verschiedene Frage- 
stellungen zu unterscheiden. In der mengentheoretischen Prâdikaten- 
logik stellt es sich in zwei sachlich gleichbedeutenden, der Form nach 
zueinander dualen Problemen dar: den Problemen der Entscheidung 
über die AUgemeingültigkeit und der Entscheidung über die Erfüllbarkeit 
einer Formel. Zufolge der vorhin genannten Beziehungen, die zwischen 
AUgemeingültigkeit und Erfüllbarkeit bestehen, ist die Untersuchung 
der AUgemeingültigkeit einer Formel 31 gleichbedeutend mit derjenigen 
der ErfüUbarkeit von 31. Hat man daher innerhalb eines Bereiches B 
von Formeln eine Méthode zur Entscheidung über die AUgemeingültig- 
keit, so steUt diese zugleich eine Méthode zur Entscheidung über die 
ErfüUbarkeit für die Formeln desjenigen Bereiches dar, den die Nega- 
tionen der Formeln von B bilden, und auch umgekehrt. Für die Auf- 
findung und Darstellung der Entscheidungsverfahren ist es im all- 
gemeinen übersichtlicher, die ErfüUbarkeit von Formeln zu betrachten. 

Vom Standpunkt der Beweistheorie tritt an Stellc der Entscheidung 
über die AUgemeingültigkeit die Entscheidung über die Ableitharkeü 
einer Formel. So wie der AUgemeingültigkeit die Ableitbarkeit, ent- 
spricht der ErfüUbarkeit die Unwiderlegbarkeit. 

Die Untersuchung der Unwiderlegbarkeit von P'ormeln hângt aufs 
engste zusammen mit der Prüfung der Widerspruchsfreiheit von 
Axiomensystemen. Es gilt nâmlich folgender Satz: Gegeben sei ein 
System von Axiomen, die sich mittels unserer logischen Symbole, der 
gebundenen Individuen variablen und gewisser Prâdikaten- und Indivi- 
duensymbole durch Formeln 31i,...,31i darstellen lassen, die keine 
freien Variablen enthalten; die durch die Prâdikatensymbole dar- 
gestellten Grundprâdikate seien ausschlieBlich durch die Axiome cha- 
rakterisiert. Dann fâUt die Widerspruchsfreiheit des Axiomensystems — 
soweit nur die üblichen logischen Schlüsse in Frage kommen, die sich 
im Prâdikatenkalkul formalisieren lassen — zusammen mit der Un- 
widerlegbarkeit einer solchen P'ormel, die aus 

31i & . . . & 31f 

hervorgeht, indem wir an Stelle eines jeden Prâdikatensymbols eine 
(jeweils neue) Formelvariable mit der gleichen Anzahl von Argumen- 
ten und an Stelle der Individuensymbole verschiedene freie Individuen- 
variablen setzen. 

Durch diesen Satz, den wir aus einem aUgemeineren Theorem fol- 
gem werden^, kommt zum Ausdruck, dafi die methodische Umstellung, 


1 Siehe S. 156. 
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die wir im § 1 voUzogen, nichts anderes ist als der Übergang von 
dem Problem der Erfüllbarkeit zu dem der Unwiderlegbarkeit. Zugleich 
werden wir durch die Ankntipfung an die Betrachtungen ans dem § 1 
darauf aufmerksam gemacht, dafi die Voraussetzungen einer vôllig 
impliziten Charakterisierung aller in einem Axiomensystem auftretenden 
Grundprâdikate bei den gebrâuchlichen Axiomensystemen insofern nicht 
immer erfüllt ist, als hier zumeist die Identitât als inhaltlich-logisch 
bestimmte Beziehung auftritt. 

Diesem Umstande gegenüber kônnen wir uns auf zwei Weisen ver- 
halten : Es besteht einerseits bei den Axiomensystemen der betrachteten 
Art die Môglichkeit, die SondersteUung der Identitât aufzuheben, indem. 
wir diese durch Hinzufügung von Axiomen charakterisiercn ; andererseits 
kônnen wir die Auffassung der Identitât als einer logisch bestimmten 
Beziehung durch eino Erweiterung der Prâdikatenlogik (je nach dem 
Standpunkt inhaltlich oder formai) zur Geltung bringen und dem- 
entsprechend auch das Entscheidungsproblem für die durch die Ein- 
beziehung der Identitât erweiterte Prâdikatenlogik behandeln. Beide 
Methoden werden im folgenden dargelegt werden. 

Neben der Entscheidung über Unwiderlegbarkeit ist für die Beweis- 
theorie auch die Untersuchung der Erfüllbarkeit von Bedeutung, und 
zwar kommt Erfüllbarkeit in dreierlei Weise in Frage : als Erfüllbarkeit 
in einem endlichen Individuenbereich (kurz: ,,im Endlichen"), als Er- 
füllbarkeit durch ein Modell der finiten Zahlentheorie und als Erfüll- 
barkeit im Rahmen eines den Prâdikatenkalkul umfassenden und als 
widerspruchsfrei nachgewiesenen Formalismus, welche darin besteht, 
daÜ sich für die Formel variablen der zu untersuchenden Formel solche 
Einsetzungen angeben lassen, auf Grund deren die Formel innerhalb 
des Formalismus ableitbar wird. In jeder der drei Bedeutungen schlieBt 
die Erfüllbarkeit einer Formel ihre Unwiderlegbarkeit ein. Nâmlich 
eine im Endlichen erfüllbare Formel kann nicht widerlegbar sein, 
weil ja sonst die Formel 51 als ableitbare Formel im Endlichen identisch 
wâre. DaÜ ferner eine durch ein Modell der finiten Zahlentheorie 
erfüllbare Formel nicht widerlegbar ist, ist zwar nicht — wie man 
zunâchst glauben sollte — ohne weiteres zu ersehen, ergibt sich aber 
aus dem vorhin erwâhnten Satz von Herbrand, und beim Fall der 
Erfüllbarkeit einer Formel im Rahmen eines Formalismus würde ihre 
Widerlegbarkeit nicht mit der Widerspruchsfreiheit des Formalismus 
vereinbar sein. 

Soviel sei über den Ansatz und die Bedeutung des Entscheidungs- 
problems gesagt. Was nun die Ergebnisse betrifft, so ist bisher die Auf- 
findung eines Entscheidimgsverfahrens nur für den einstelligen Prâdi- 
katenkalkul sowie für einige weitere Spezialfâlle gelungen, die im 
folgenden noch genauer angegeben werden'. Diese Fâlle wurden 

^ Siehe S. 144 - 


9 * 



132 § ^- Formalisierung des SchlieBens II: Der Pràdikatenkalkul. 

zunachst unter dem Gesichtspunkt der Entscheidung über AUgemein- 
gültigkeit bzw. Erfüllbarkeit von Formeln behandelt. Die hierfür er- 
haltenen Entscheidungsverfahren haben sich dann aile, teils auf direktem 
Wege, teils mit Hilfe des erwahnten HERBRANDschen Satzes^ zu Methoden 
der Entscheidung über Ableitbarkeit bzw. Widerlegbarkeit von Formeln 
ausgestalten lassen. Diese Teillôsungen des Entscheidungsproblems sind 
aber von sehr speziellem Charaktcr; die bei ihnen vorliegenden Ent- 
scheidungsmethoden sind wesentlich an die besonderen Voraussetzungen 
der betrachteten Spezialfâlle gebunden. 

Von einer allgerneinen Losung des Entscheidungsproblems sind wir 
demnach weit entfernt. In dieser Hinsicht haben wir also beim Pradi- 
katenkalkul eine wesentlich andere Lage als beim Aussagenkalkul. Wir 
konnen hier nicht wie beim Aussagenkalkul das Ableiten von Formeln 
durch ein Entscheidungsverfahren ersetzen, vielmehr bleiben wir auf 
die deduktive Méthode grundsiitzlich angewiesen. 

Trotzdem laüt sich die Handhabung des Pradikatenkalkuls der- 
jenigen des Aussagenkalkuls dadurch angleichen, daB wir uns eine Reihe 
von abgeleiteten Regeln anmerken. 

Es sollen einige solche Regeln, die für die Abkürzung der formalen 
Ableitungen besonders wichtig sind, hier besprochen werden. Diese 
Regeln betreffen grôBtenteils die Umformung von Ausdrücken, und 
wir werden sie insbesondere dazu verwenden, um für die Formeln des 
Pradikatenkalkuls durch Umformung eine gewisse Nornialform herzu- 
stellen. Wir müssen zunachst klarlegen, was hier unter einer Umformung 
zu verstehen ist. 

Im Aussagenkalkul erfolgen die Umformungen durch Anwendung 

der Ersetzungsregeln. Es wird bei einer solchen ein Ausdruck 91 durch 

einen Ausdruck 33 ersetzt, der dieselbe Wahrheitsfunktion darstellt; 

die Ersetzbarkeit von 91 durch 33 ist gleichbedeutend damit, daB die 

Àquivalenz », ™ 

91 33 

identisch wahr ist. 

In der deduktiven Aussagenlogik tritt an die Stelle der identischen 
Aquivalenz die ahleitbare Àquivalenz, welche sachlich mit der identischen 
Àquivalenz zusammenfallt. 

Um für die begriffliche Unterscheidung eine deutliche Bezeichnung 
zu haben, wollen wir eine Formel 91 ,,in 33 überführbar" nennen, wenn 
die Àquivalenz 91~58 

ableitbar ist. 

Für den Pràdikatenkalkul, so wie er sich aus dem System unserer 
Grundregeln ergibt, steht uns nur der Begriff der ableitbaren Àquivalenz 

1 Von Herbrand selbst sind mannigfache Anwendungen seines Satzes ent- 
wickelt worden in seiner Abhandlung „Sur le problème fondamental de la logique 
mathématique" (C. R. Soc. Sci. Varsovie, Bd. 24, Classe III, 1931)' 
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zu Gebote, und es kann sich daher hier bei den Umformungen nur um 
solche im Sinne dcr Üherführharkeit handeln. 

Die Berechtigung, den Übergang von 91 zu 33 im Falle der Über- 
führbarkeit von 9t in 33 als Umformung zu bezeichnen, ergibt sich aus 
folgenden Tatsachen: 

1. Ist in 35 überführbar, so auch 33 in 91. 

Ist 9t in 33 und 33 in ® überführbar, so auch 91 in ©. 

2. Ist 91 in 33 überführbar, so ist 33 aus 91 und 9t aus 33 mittels der 
Grundregeln ableitbar. 

3- Ist 91 Bestandteil einer P'ormel @ im Sinn der Zusammensetzungen 
des Aussagenkalkuls, geht ferner % aus @ hervor, indem 33 an die Stelle 
von 91 gesetzt wird, und ist 9f in 35 überführbar, so ist auch in î 
überführbar. 

1. und 2. sind unmittelbar ersichtlich; 3- geht daraus hervor, daB 
aus einer Àquivalenz U ~ 33 

erstens U ~ 33 


und ferner für jeden Ausdruck © 

e&u~e&33. 

ableitbar ist. eVU~6V» 

Es sei noch crwahnt, daB je zwei ableitbare Formeln ineinander 
überführbar sind. 

Sind nâmlich 91 und 33 beide ableitbar, so ist auch 33 >-91 sowie 
91 33, mithin auch 9f ~ 33 ableitbar, und somit ist 91 in 33 überführbar. 

Wir gehen nun an die Aufzàhlung der Regeln. Da es sich hier uni 
einfache Anwendungen der bereits abgeleiteten P'ormeln und Regeln 
handelt, so wird es genügen, die Erlauterung und Begründung an Hand 
von Beispielen zu geben, aus denen man das allgemeine Verfahren 
abstrahieren kann. 

Regel (e) : Ist uns eine Formel (als Ausgangsformel oder abgeleitete 
P'ormel) gegeben, welche eine oder mehrere freie Variablen enthalt, 
so kônnen wir jede von diesen durch ein vor die P'ormel gesetztes All- 
zeichen oder Seinszeichen binden, wobci die Aufeinanderfolge der 
Quantoren beliebig vorgeschrieben werden kann. 

(Selbstverstândlich dürfen an Stelle der freien Variablen nur solche 
gebundenen Variablen genommen werden, die nicht sonst schon in der 
Ausgangsformel vorkommen.) 

So kônnen wir z. B. von einer Formel 


9I(a, b, c), 

falls diese weder x noch y noch z enthalt, zu 

{x) {Ey) {z) %{x,z, y) 
folgendermaBen gelangen. 
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Wir setzen zuerst für a eine nicht in ^(a, b, c) vorkommende freie 
Variable, etwa d, ein, sodann setzen wir a für b ein; so erhalten wir 

%{d, a, c) . 


Durch Anwendung der Regel {y') ergibt sich 

{x) %{d, X, c) 

und hieraus durch Umbenennung der Variablen x in z und Einsetzung 

(z)%(d,z.a). 

Diese Formel zusammcn mit der aus der Formel (b) durch Einsetzung 
hervorgehenden Formel 

(2) 2, a) -> (Ex) {z)S&.{d,z, x) 

liefert nach dem SchluBschema 

{E x) {z) "ÿild, z, x) . 

Durch Umbenennung von in y und Einsetzung von a für d ergibt sich 

{Ey) {z) 31 (a, 2, y) 
und hieraus nach der Regel {y’) 

{x) {Ey) (z)S&{x,z,y). 


Nach dieser Méthode gewinnt man insbesondere aus den identisclien 

Formeln des Aussagenkalkuls durch Einsetzung von Formel variablen 

mit Argumenten und nachherige Bindung der freien Variablen weitere 

Formeln, z. B. aus , — 

r I ■ 
rormeln wie 

(X) {A (X) V À{x )) , 

(x) (y) {A{x, y) y A(x, y)), 


aus 


Formeln wie 

(Ex) (y) 


(Ex) (y) {A(x, y) y A(x, y)), 

A {À -y B) 

(Ez) {A (X, y) {A (x,y) B(y,z))). 


Regel (e'): Ist uns eine Formel mit einem oder mehreren am An- 
fang stehenden und auf die ganze Formel sich erstreckenden Allzeichen 
gegeben, so kônnen wir diese Allzeichen weglassen und die zugehôrigen 
Variablen in beliebige freie Variablen umwandeln. 

(Diese Regel bildet eine teilweise Umkehrung der vorigen.) 

Haben wir z. B. die Formel 


(y) 

3ï(a,è) 


und wollen wir daraus 
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erhalten, so setzen wir zunâchst, falls in '^{y,z) die Variable a vor- 
kommt, für diese eine nicht vorkommende freie Variable, etwa c, ein; 
fcdls die Variable x in 3t (y , -ï) vorkommt, benennen wir diese in eine 
sonst nicht vorkommende gebundene Variable, etwa u, um. Auf diese 
Weise entsteht aus 

eine Formel {y) (z) K (y . z) . 

Nun benennen wir y in x um. Die entstehende Formel 

{X) (z) W{x,z), 

zusammen mit der aus der Formel (a) durch Einsetzung entstehenden 

(x) (z) W {x,z)~> (z) W {a, z). 
ergibt nach dem Schluûschema 

(z) W{a,z). 

Hier setzen wir für a eine nicht vorkommende Variable, etwa d, ein 
und benennen z in x um. Aus der entstehenden Formel 

(x) Wid.x) 

erhalten wir, wiederum durch Anwendung der Formel (a) und des 
SchluBschemas, 

und durch Einsetzung von b für a 

Wid,b). 

Nun brauchen wir nur noch u wieder in x umzubenennen und a für c 
sowie auch a für d einzusetzen, dann erhalten wir die gewünschte Formel 

%{a,b). 

Regel (C): Treten in einer Implikation oder in einer Àquivalenz 
gewisse freie Variablen auf beiden Seiten auf, so kônnen wir jede dieser 
Variablen beiderseits durch gleiche Alizé ichen oder Seinszeichen binden ; 
nur mu6 die Reihenfolge der Quantoren auf beiden Seiten die gleiche sein. 
So kônnen wir von einer Implikation 

%{b,c)^^{b,c), 

falls darin die Variablen x,y nicht vorkommen, zu 

Oder auch zu <*> (r) ® (* ■ r) ^ (*) (V) » (* ■ y) 

{x) {Ey)'ÿ.{x, y) [x) {Ey)Sà{x,y), 

ebenso von einer Àquivalenz 

%{a, b, c) b, c) , 

in der x,y,z nicht vorkommen, zu 

{Ex) {Ey) {z) S&{x,y,z)-^ {Ex) {Ey) {z) ^{x, y, z) 


oder auch zu 


übergehen. 
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Die Méthode des Übergangs môge an dem speziellen Fall einer 

S&{b.c)^Sd{b,c) 


dargelegt werden, von der wir voraussetzen wollen, daB sie die Variablen 
X und y nicht enthalte und ans der wir 


ableiten woUen. 


(x) {Ey) snix, y) 


>{x) {Ey)Sd{x,y) 


Wir setzen zunâchst, falls a in der Ausgangsformel auftritt, für a 
eine nicht vorkommende Variable, etwa d, ein; sodann setzen wir 
a für c ein. Ans der entstehenden Formel 


r(ô,a) ->58'(6,a) 

erhalten wir gemâB der Regel (ô) 

{Ex)Wib,x) y {Ex) S3'(ô,a:). 

Durch Umbenennung von x in y und Einsetzung von a für b ergibt sich 

{Ey) W{a,y)->{Ey) ^'{a,y) 

und durch nochmalige Anwendung der Regel {ô) 

{x) {E y) 91' {x, y) {x) {E y) 93' {x, y). 

Wird nun wieder a für d eingesetzt, so gelangen wir zu der gewünschten 
Formel. 

Im Fall, daO die Ausgangsformel nicht eine Implikation, sondern 
eine Àquivalenz ist, hat man statt der Regel (<5) die Regel {ô') zu 
benutzen. 

Aus der Anwendung der Regel (C) auf die Àquivalenzen ergibt sich 
insbesondere die 

Regel {r]) ; Ist eine Formel gegeben, in der ein oder mehrere Quantoren 
voranstehen, so dürfcn in dem auf diese Quantoren folgenden Ausdruck 
aile die Umformungen vorgenommen werden, wie sie zulâssig sind, 
wenn an Stelle der durch die Quantoren gebundenen Variablen freie 
Variablen stehen, insbesondere also die Umformungen des Aussagen- 
kalkuls. 

Haben wir z. B. eine Formel 

(Ex) (y) (91 (Af) -> (93 (a;, y) -►©(a:, y))), 
so kann in dem Ausdruck 


91{Af) (93(%, y) y)) 

die Vertauschung der Vorderglieder vorgenommen werden, so daB 
wir zu 

(Ex) (y) (93 (Af, y) -► (91(Af) -^%(x, y))) 
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gelangen. In der Tat erhalten wir ans der identischen Formel 

durch Einsetzung ^ ~ 

(2I(c) -V {^eic,d)-^fl(c, i)))~(S3(c, d) -> (91(0 d))). 

Dabci seien die Variablen c, d so gewâhlt, daB sie in 91 (ai:), 93 (aj, y), 
^{x, y) nicht vorkommen. 

Nun liefert die Regel (C) die Formel 

(Ex) (y) (91 (Af) (93 (Af, y) ^^{x,y)))~(E x) (y) (93 (a;, y) > (91 (aj) >^{x,y ))) . 

Die Ausgangsformel ist also in die Formel 

Uberführbar. x) ^y) (Sè(x , y) > («(« ~&(x,y))) 

Regel (d) : Bestelit eine Formel ans einer Konjunktion mit einem 
oder mehreren voranstehenden Allzeichen und enthâlt jedes Kon- 
junktionsglied die durch die Allzeichen gebundenen Variablen, so 
konnen die Allzeichen vor die einzelnen Glieder gesetzt werden. Das 
Entsprechende gilt für eine Disjunktion mit voranstehenden Seins- 
zeichen. Der angegebene ProzcB ist auch im umgekehrten Sinne statt- 
haft, er hat also den Charakter einer Umformung. 

Diese Regel ergibt sich für den Fall, daB nur ein Allzeichen oder 
Seinszeichen voransteht, ohneweiteres ans der Anwendung der Formeln (7) 
und (9), in Verbindung mit der Regel der Umbenennung der gebundenen 
Variablen. 

Die Ausdehnung auf mehrere voranstehende Allzeichen bzw. Seins- 
zeichen wollen wir an Hand einer lù)rmel der Gestalt 

(a;) (y) (91 (AJ, y) &93 (a:, y)) 

erlautern; für diese besagt unsere Regel, daB sie in 

(a:) (y) 91 (a:, y) & {x) (y) 93 (a:, y) 

überführbar ist. Um dieses zu zeigcn, nehmen wir zunachst eine in 
91 (a:, y) und 93 (a:, y) nicht vorkommende freie Variable, ctwa c. Da 
wir für den Fall von nur einem voranstehenden Allzeichen unsere Regel 
bereits anwenden konnen, so finden wir, daB 

sich umforinen lïBt in <>'1 <*<"’ y) * y» 

(y) 91 (c, y) & (y) 93(c, y). 

Daraus folgt nach der Regel {r}) , daB 

(x) (y) (91 (a;, y) &93 (a;, y)) 
umgeformt werden kann in 

(x) ((y) 9l(Af, y) & (y) 93 (a;, y)); 
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diese Formel ist aber gemâB unserer schon einmal angewendeten Regel 
für nur ein voranstehendes Allzeichen überführbar in 

(X) (y) y) & (x) (y) ^(x, y) . 

In diese Formel ist daher auch die Formel 

{X) {y) {^(x,y) &.^{x,y)) 

überführbar. 

Man beachte, daB bei der Regel {d) die Zusammengehôrigkeit des 
Allzeichens mit der Konjunktion, des Seinszeichens mit der Disjunktion 
zum Ausdruck kommt. Beim Falle eines Allzeichens vor einer Dis- 
junktion oder eines Seinszeichens vor einer Konjunktion ist die genannte 
distributive Umformung nicht zulâssig. 

So ist Z. B. die ableitbare Formel 

{X) {A [X) V A (X)) 

nicht etwa überführbar in 

{x) A {x) V [x) A (x) , 

was man z. B. daraus ersieht, daB die letztere Formel nicht einmal 
zweizahlig identisch ist. 

Regel (i): Stehen vor einer Konjunktion oder Disjunktion ein oder 
mehrere Quantoren, Allzeichen oder Seinszeichen in beliebiger Auf- 
einanderfolge, und sind die zu diesen Quantoren gehôrigen Variablen 
derart auf die Glieder der Konjunktion bzw. Disjunktion verteilt, daB 
keine von ihnen in zwei verschiedenen Gliedern zugleich vorkommt, 
dann kônnen die Quantoren so auf die einzelnen Glieder verteilt werden, 
daB vor jedes Glied nur diejenigen Quantoren treten, deren zugehôrige 
Variablen in dem Gliede vorkommen. Die Reihenfolge der Quantoren 
ist dabei einzuhalten. Dieser ProzeB hat den Charakter einer Um- 
formung, ist also auch im umgekehrten Sinne zulâssig. 

Als Beispiel diene eine Formel von der Gestalt 

(Ex) (y) (Ez) i^(x, y) V S3 V (£( 2 )), 

worin ^{x, y) nicht die Variable z, 33 weder x noch y noch z, und 
©( 2 :) weder x noch y enthalten soU. Die Regel (t) besagt für eine solche 
Formel, daB sie überführbar ist in 

{Ex){y)‘^{x,y)yîdy {Ez)^{z). 

Die Umformung ergibt sich auf folgende Weise: 

Wir nehmen zunâchst irgend zwei freie Variablen, die in der Aus- 
gangsformel nicht vorkommen, etwa b, c. Aus der Formel (8) erhalten 
wir durch Einsetzung und durch Umbenennung von x in z 

(Ez){(n{b,c)\/^8)^/(^iz)) - (31(6,0 V33) V(F^)(S:(^). 
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(iemâC den Regeln (C) und {ri) ergibt sich hieraus’^ 

{Ex) iy) {Ez) {%{x, y) V V (^{z)) ~ {Ex) {y) {%{x, y) V 93 V {Ez) (£( 2 )) . 
ünsere Ausgangsformel ist somit überführbar in 

{Ex) (y) {%{x, y) V 93 V {Ez) ©( 2 )) . 

Hier kônnen wir zunâchst, gemâB der Regel {rj) , die Disjunktions- 
glieder umstellen, so dafi wir 

(A';»:) (y) (93 V {Ez) ©(x:) V 91 (a;, y)) 

erhalten. Nun wenden wir die Formel (5) an; ans dieser ergibt sich 
durch Einsetzung und Umbenennung von a: in y 

(y) ((93 V {Ez) (^{z)) V 91(6. y)) ~ ((93 V {Ez) ©( 2 )) V (y) 91(6, y)) 

und daraus gemâB den Regeln (C) und (rj) : 

{Ex) (y) (93 V {Ez) ©( 2 ') V 9Ï(a;, y)) ~ {Ex) (93 V {Ez) Ê(^) V (y) %{x, y)). 

Hierzu nehmen wir noch die aus Formel ( 8 ) durch Einsetzung [und 
Anwendung der Regel {r))] hervorgehende Formel: 

{Ex) (93 V {Ez) (S( 5 :) V (y) %{x, y)) ~ (93 V {Ez) ©( 2 ) V {Ex) (y) %{x, y)) . 

Aus diesen beiden Âquivalenzen ergibt sich, daB die t'ormel 

{E X) (y) (93 V {Ez) 6 ( 2 ) V 91(:r, y)) 

und somit auch die Ausgangsformel überführbar ist in die Formel 


93V(E2)6(2) V(E;r) (y)9f(A:,y), 

aus welcher die gewünschte Formel durch Umstellen der Disjunktions- 
glieder hervorgeht. 

Regel {x) : Aufeinanderfolgende Allzeichen und ebenso aufeinander- 
folgende Seinszeichen, die sich auf denselben Ausdruck beziehen, kônnen 
beliebig umgestellt werden. 

Die Regel ergibt sich aus der Anwendung der Formeln ( 13 ). ('13')- 
So ist Z. B. eine Formel (,) «(;,, y, ,) 

überführbar in (z) (y) (*)«(*, y, z) . 


Denn durch Einsetzung in die Formel ( 13 ) und Umbenennung der 
Variablen x, y in y, z auf beiden Seiten der Âquivalenz erhalten wir 


(y) (2) A{a,y,z)~ (2) (y) ^ («, y , 2) . 
hieraus gemâB der Regel {ô') 

{x) (y) {z)A{x,y,z)~ {x) (2) (y) ^ (;»;. y , 2) . 


1 Die Regel {rj) wird hier zur Beseitigung von Klammern benutzt. 
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Andererseits liefert die Formel (I 3 ) durch Umbenennung von y in z 
und durch Einsetzung von 


die Formel 


(y) A {a, y, c) für die Nennform A{a, c) 
(x) (z) (y) A {x, y, z) ~ (z) (x) (y) A (x, y, z) , 


und aus der vorigen Àquivalenz ergibt sich durch Einsetzung von 
A{b,c,a) für die Nennform A{a,b,c) und nachherige Umbenennung 
von X , y , z in z , X , y: 

(z) (x) (y) A (x. y, z)-- (z) (y) (x) A (x, y, z). 


Die drei erhaltenen Àquivalenzen ergeben zusammen die Formel 
(^) (y) (^) A{x,y,z)~ {z) (y) (x) A {x, y, z) , 


aus welcher die behauptete Überführbarkeit hervorgeht. 

Man beachte, daü, gemaO der Regel (ry), die Vertauschung aufein- 
anderfolgender Allzeichen auch dann zulâssig ist, wenn ihnen ein 
Seinszeichen vorhergeht, so daB z. B. 


überführbar ist in 


(«) (Ex) (y) {z)^l{x, y, z, u) 
{îi) (Ex) {z) (y) %{x, y, z, u) . 


Regel (A) ; Von einer Formel mit voranstehenden Quantoren bildet 

man die Négation, indem man jedes der voranstehenden Allzeichen in 

ein Seinszeichen, jedes der Seinszeichen in ein Allzeichen umwandelt 

und den nachfolgenden Ausdruck durch seine Négation ersetzt. 

So kann eine Formel , \ / r- \ m / \ 

(x) (Ey) %{x, y) 

umgeformt werden in ar / \ 

^ (A AT) (y) 9f (a;, y). 


Demi aus der h'ormel (2) erhalten wir durch Einsetzung 

{x) {Ey) ^l{x. y) ~ {Ex) {Ey) ^\{x, y), 

ferner aus der Formel ( 3 ') durch Umbenennung von ac in y und durch 
Einsetzung ^ _ 

Nun ergibt sich nach der Regel {ô') 

{Ex) {Ey) ?1(a;, y) ~ {Ex) (y) 31 (a;, y) 

und aus der Vereinigung dieser Formel mit der zuerst erhaltenen 

(a;) (E y) 31 (Af, y) ~ (A a;) (y) 31 (a;, y), 

woraus die behauptete Überführbarkeit hervorgeht. 

Die Regeln der Umformung wollen wir nun zur Herstellung einer 
Art von Normalform verwenden. Es lâBt sich nâmlich jede Formel 
des Prâdikatenkalkuls in eine solche Formel überführen, bei der die 
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Quantoren aile voranstehen, welche also aus einem Ausdruck des 
Aussagenkalkuls hervorgeht, indem Formelvariablen mit Argumenter! 
versehen werden iind freie Variablen durch Allzeichen oder Seins- 
zeichen gebunden werden, die vor die ganze Formel treten. 

Fine so bescliaffcne Formel wollen wir eine ,, prânexe" Formel 
nennen. 

Die Méthode der Überführung einer Formel in eine prânexe Formel 
môge an dem Bcispiel 

{x) (y) A {x, y) {x) {B(x) -► {Ey) C (x, y)) 


dargelegt werden. 

Hier konnen wir zunâchst die beiden Implikationen mit Hilfe des 
Aussagenkalkuls, unter Hinzunahme der Regel {tj), beseitigen; wir 


erhalten so 


{x) (y) A{x, y)\/ (x) {B{x) V {Ey) C{x, y)). 


(lemâü der Regel Ü) konnen wir 


überführen in 
ferner konnen wir 


{x) (y) A {x, y) 
{Ex) {Ey)A{x,y)-, 
B {a) V {E y) C {a , y) 


nach der Regel (t) umformen in 

{Ey) {B {a) V C(a, y)); 

inithin kann, auf Grund der Regel {r}) , 

{x) {B{x) V {Ey) C{x, y)) 

{x) {Ey) {B(x) y C(x, y)), 
so daB wir iin ganzen erhalten 

{Ex) {Ey) A{x, y) V {x) {Ey) {B(x) V C{x, y)). 


umgcîformt werden in 


Nun wenden wir auf das Disjunktionsglied 

{x) {Ey) {B(x) y C{x, y)) 

die Regel der Umbenennung an, indem wir x, y in u, v umbenennen; 
so ergibt sich die Formel 

{Ex) {Ey) A{x, y) y {u) {Ev) {B{u) y C{u,v)) , 

und diese kann gemâB der Regel (t) übergeführt werden in die prânexe 

Formel 

{Ex) {Ey) {u) {Ev) {A(x, y) y B(u} y C{u, v)). 
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Man beachte, dafi hier die Reihenfolge der vorangestellten Quantoren 
gemâB der Regel (t) auf verschiedene Arten gewâhlt werden kann. 
Z. B. ist auch die Reihenfolge 


oder auch 


{Ex) {u) (Ey) (Ev) 
(u) (Ev) (Ex) (Ey) 


zulâssig. Nimmt man noch die Regel (x) über die Vertauschbarkeit 
aufeinanderfolgender Seinszeichen hinzu, so erkennt man, dafi die 
einzige Bedingung für die Reihenfolge darin besteht, dafi (u) vor (Ev) 
stehen mufi. 

Aber nicht nur die Reihenfolge der Quantoren ist in weitgehendem 
Mafie willkürlich, sondern auch ihre Anzahl kann durch Umformungen 
verândert werden. Insbesondere kann man in den meisten Fâllen 
durch Anwendung der Regel {•&) die Anzahl der Quantoren vermindcrn. 
In unserem Bcispiel gelingt das folgendermafien : Wir wenden bci der 

(Ex) (Ey) A (x, y) V (*) {Ey) {B{x) V C{x, y)) 

die Umbenennung in dem zweiten Disjunktionsglied nur auf dicVariable x 
an, so dafi wir erhalten: 


(Ex) (Ey) A (x, y) V («) (Ey) {B(u) M C{u, y)). 


Die Anwendung der Regel (i) führt zunâchst zu der Formel 

(u) (Ex) {(Ey) A(x, y) V (Ey) (B(u) M C{u, y))), 

die noch nicht prânex ist. Nun kônnen wir den auf (u) (Ex) folgenden 
Ausdruck nach der Regel (d‘), in Verbindung mit {rj), umformen. So 
gelangen wir zu der Formel 

(u) (Ex) (Ey) (A (X, y) M B(u) V C{:u, y)), 


welche prânex ist und in der nur drei Quantoren voranstehen. 

Wir wollen das Verfahren der Überführung einer Formel in eine 

prânexe auch noch auf die im vorhergehenden erwâhnte^ Formel fy 

anwenden, welche durch die konjunktive Zusammenfassung der drei 

Formeln ~ 

(x) R(x, x), 

(x) (y) (z) (R(x, y) & R(y. z) R(x, z)) , 
entsteht. <*> 

Wird hier zunâchst in dem dritten Konjunktionsglied y in w um- 
benannt, so ergibt sich 


(x) R(x, x) & (x) (y) (z) (R(x, y) & R(y, z) -► R(x, z)) & (x) (Eu)R(x,u)- 
1 Vgl. S. 123. 
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Nach der Regel {'&) kônnen wir das Allzeichen [x) gemeinsam vor die 
drei Konjunktionsglieder setzen, so daB wir erhalten 

{x) x ) & (y) (2) {R(x, y) & R(y, z) -> R(x, z)) & (Eu) R{x, u)). 

Formen wir nun den auf (x) folgenden Ausdruck gemâB der Regel (t) 
um, so gelangen wir zu der prânexen Formel 

(x) (y) (2) {Eu) {R{x, x) & {R(x, y) & Riy, 2) -*■ R(x, z)) & R{x, u)). 

Den Ausdruck hinter den Quantoren kônnen wir noch durch Umformung 
des zweiten Konjunktionsgliedes [nach der Regel (r/)] in eine kon- 
junktive Normalform überführen; wir erhalten so: 

{x) (y) (2) (Eu) {R{x, x) & R(x, y) V R(y , z) V R{x, 2) & R{x, u)). 

Das Verfahren dieser letzten Umformung ist ganz allgemein. In der 
Tat gestattet uns die Regel {rj) , bei einer prânexen Formel auf den 
Ausdruck, welcher hinter den Operatoren steht, die Umformungen des 
Aussagenkalkuls anzuwenden; insbesondere kann dieser Ausdruck 
also in eine konjunktive Normalform oder auch in eine disjunktivc 
Normalform umgeformt werden. 

Es sei noch für die Formel die wir im Zusammenhang mit der 
Formel ^ erwàhnt haben^, das Ergebnis der Umformung in eine prâ- 
nexe Formel mit einer auf die Quantoren folgenden konjunktiven 
Normalform angegeben ; man erhàlt gemâB den Regeln {û) , {i) , {tj) die 

formel {x){Ey){z) {A{x,x} & A(x,y) & A{z,x) V ^(2, y)). 

Für solche prânexe Formeln, in denen auf die Quantoren eine 
konjunktive oder eine disjunktive Normalform folgt, gestaltet sich 
die Bildung der Négation besonders einfach : Man hat zunâchst, gemâB 
der Regel (A), jedes Allzeichen durch das entsprechende Seinszeichen, 
jedes Seinszeichen durch das entsprechende Allzeichen zu ersctzen 
und von dem hinter den Operatoren stehenden Ausdruck die Négation 
zu bilden. Die Négation einer konjunktiven oder disjunktiven Normal- 
form ist aber, gemâB dem Aussagenkalkul, ersetzbar durch den Aus- 
druck, den man erhâlt, indem man & und V miteinander und jede 
Primformel mit ihrer Négation vertauscht. Hierbei entsteht aus einer 
konjunktiven Normalform eine disjunktive, und umgekehrt. 

Nach dieser Méthode der Bildung der Négation gewinnen wir aus 
der Formel, in die wir die Formel % übergeführt haben, für die Formel ^ 
sofort folgende Umformung: 

{Ex) {Ey) {Ez) {u) {R{x, x) V {R{x, y) & R{y, 2) & R(x, z)) V R{x, u)). 

Die Überführung der Formeln in prânexe spielt insbesondere bei 
der Behandlung des Entscheidungsproblems eine Rolle. Da diefee Um- 


1 Vgl. S. 124. 
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formung auf jede Formel des Prâdikatenkalkuls anwendbar ist, so 
genügt es, das Entscheidungsproblem für prânexe Formeln zu losen. 
An Hand der „pranexen Normalform" geschieht auch die Abgrenzung 
derjenigen Fâlle, für welche über den einstelligen Prâdikatenkalkul 
hinaus die Losung des Entscheidungsproblems gelungen ist. 

Zu jedem dieser F'âlle gehort einerseits der Bereich derjenigen 
prànexen Formeln, für welche durch das betreffende Entscheidungs- 
verfahren über die Allgemeingültigkeit oder auch über die Ableitbar- 
keit entschieden wird (kurz: der ,,Entscheidungsbereich für die Ableit- 
barkeit") und andererseits der zu jenem duale Bereich derjenigen prâ- 
nexen Formeln, für die durch jenes Verfahren über die Widerlegbarkeit 
oder auch über die Erfüllbarkeit entschieden wird (kurz: der ,,Ent- 
scheidungsbereich für die Erfüllbarkeit"). Der zweite Bereich wird von 
den nach der Regel (/) umgeformten Negationen der Formeln des ersten 
Bereiches gebildet. 

Die zu nennenden Sonderfâlle der Losung des Entscheidungs- 
problems lassen sich nun einerseits durch die zugehôrigen Entscheidungs- 
bereiche für die Ableitbarkeit, andererseits durch diejenigen für die; 
Erfüllbarkeit abgrenzen. Die Entscheidungsbereiche für die Ableitbar- 
keit sind durch folgende Beschaffenheiten der zu ihnen gehorenden 
Formeln bestimmt ; 

1. Die voranstehenden Quantoren sind entweder nur Allzeichen 
oder nur Seinszeichen, oder die Allzeichen gehen sâmtlich den Seins- 
zeichen voraus. 

2. Unter den voranstehenden Quantoren sind hochstens zwei Seins- 
zeichen, und zwar dann unmittelbar aufeinander folgend. 

3- Der auf die voranstehenden Quantoren folgende Ausdruck hat 
die Gestalt einer nur ans einem Gliede bestehenden konjunktiven 
Normalform oder geht aus einer solchen durch Umformungen des Aus- 
sagenkalkuls hervor. 

Aus diesen definierenden Bedingungen für die Entscheidungsbereiche 
der Ableitbarkeit erhâlt man die Bedingungen für die entsprechenden 
Entscheidungsbereiche der Erfüllbarkeit, indem man in den beiden 
ersten Fâllen die Allzeichen mit den Seinszeichen ihre Rollen ver- 
tauschen lâBt und im dritten Fall von einer disjunktiven Normalform 
statt von einer konjunktiven spricht. 

Der spezielle Charakter dieser Teillôsungen des Fmtscheidungs- 
problems macht sich dadurch geltend, daB jedesmal die Entscheidung 
an Hand eines bestimmten endlichen Individuenbereiches môglich ist. 
Nâmlich in allen drei Fâllen lâBt sich, wie man zeigen kann, zu jeder 
Formel aus dem Entscheidungsbereich der Ableitbarkeit eine Anzahl ï 
so bestimmen, daB die Formel jedenfalls ableitbar ist, falls sie f-zahlig 
identisch ist, und zu jeder Formel aus dem Entscheidungsbereich der 
Erfüllbarkeit eine Anzahl î so, daB die Formel f-zahlig erfüllbar oder 
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widerlegbar ist. Hiernach ergibt sich a fortiori, daB in den drei Fâllen 
jede Formel des Entscheidungsbereichs der Ableitbarkeit, welche im 
Endlichen identisch ist, auch ableitbar ist und jede Formel des Ent- 
scheidungsbereichs der Erfüllbarkeit entweder im Endlichen erfüUbar 
oder widerlegbar ist. 

Die Alternative zwischen Erfüllbarkeit im Endlichen und Wider- 
legbarkeit besteht hiernach insbesondere (gemâü dem zweiten Fall) 
für jede solche prânexe Formel, in der mehr als zwei Allzeichen, und 
zwar dann unmittelbar hintereinander, auftreten. DaB im Faite, wo 
unter den voranstehenden Quantoren nicht mehr als zwei Allzeichen 
oder zwei durch Seinszeichen getrennte Allzeichen vorkommen, jene 
Alternative nicht zu bestehen braucht, zeigen die Beispiele der Formeln 

(^) (y) (^) {R{x, X) & R{x, y) V R(y,z} V R{x,z) & R{x,u)) 

{x) {E y) (z) (A(x, X) & A(x, y) & A(z, X) VA (z, y)), 

welche wir vorhin durch Umformungen aus den Formeln g’, ^ ge- 
wonnen haben. Denn die Formeln ^ und .Ç) sind einerseits, wie wir 
schon festge.stellt haben, nicht im Endlichen erfüllbar, andererseits, 
wie wir im § 6 zeigen werden, nicht widerlegbar, und demnach sind auch 
die genannten durch Umformung von ^ und erhaltcnen Formeln 
weder im Endlichen erfüllbar noch widerlegbar. 

Was nun die Behandlung der drei genannten Fâlle des Entscheidungs- 
problems betrifft, so lâBt sich der erste Icicht erledigen; wir werden auf 
ihn im § 5 zu sprechen kommen. Für den zweiten Fall haben unabhângig 
voneinander K. Gôdel, L. Kalmâr und K. Schütte das Entscheidungs- 
problem gelost^. Und zwar haben sie aile den Entscheidungsbereich 
der ICrfüllbarkeit betrachtet und für die Formeln dieses Bereiches zu- 
nâchst eine notwendige Bedingung ihrer Unwiderlegbarkeit gefunden. 
Für diejenigen Formeln, welche dieser Bedingung genügen, weisen Gôdel 
und KalmAr nach, daB sie durch ein Modell der finiten Zahlentheorie 

^ Siehe Gôdels kurze Darstellung in den Erg. math. Kolloqu. Heft2 (1932). 

Ferner die Abhandlung von L. KalmAr: Über die Erfüllbarkeit derjenigen Zâhl- 
ausdrücke, welche in der Nornialform zwei benachbarte Allzeichen enthalten. 
Math. Ann. Bd. 108 (1933) Hcft 3- — Bie Abhandlung von K. Schütte ,,Unter- 
suchungen zum Entscheidungsproblcm der mathematischen Logik“ wird demnâchst 
in den Math. Ann. crscheinen. — Das einfachste unter den Fall 2 gehôrige und noch 
nicht durch den Fall 1 erledigte Entscheidungsproblcm ist in der Abhandlung 
von P. Bernays und M. Schônfinkel ,,Zum Entscheidungsproblcm der mathe- 
matischen Logik“ [Math. Ann. Bd. 99 (1928) Heft 3] gelôst worden. — Für die- 
jenigen pranexen Formeln, welche unter den voranstehenden Quantoren nur ein 
Allzeichen enthalten, haben unabhüngig voneinander W. Ackermann und Th. Sko- 
LEM das Problem der Erfüllbarkeit gelôst und die Alternative zwischen Wider- 
legbarkeit und Erfüllbarkeit im Endlichen bewiesen. Siehe W. Ackermann : 
Über die Erfüllbarkeit gewisser Zahlausdrücke. Math. Ann. Bd. 100 (1928) Heft 4 
und 5- -- Th. Skolem: Über die mathematische Logik. Norsk mat. Tidsskr. 
Bd. 10 (1928). 

Hilbert-Bernays, Grundlagen der Mathematik 1. -jq 
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erfüllbar sind; Schütte hat darüber hinausgehend die ErfüUbarkeit 
in einem endlichen Individuenbereich (mit einer an Hand der jeweiligen 
Formel abschâtzbaren Anzahl von Individuen) aufgezeigt. Für den 
dritten Fall hat Herbrand das Entscheidungsverfahren als unmittelbare 
Anwendung seines im vorigen erwâhnten allgemeinen Satzes^ gefunden. 

Die Prozesse, mit Hilfe deren wir eine gegebene Formel in eine 
prânexe Formel überführen, lassen sich auch in umgekehrter Richtung 
anwenden; man gelangt dann zu solchen Umformungen, bei denen 
die Quantoren môglichst weit nach innen gebracht, d. h. môglichst 
dicht an die Primformeln herangezogen werden. 

Eine einfach charakterisierbare Normalform erhalten wir auf diese 
Weise im allgemeinen freilich nicht. Nur im Bereiche des einstelligen 
Prâdikatenkalkuls ist dieses der Fall. Hier gelangen wir durch das 
Verfahren, die Quantoren nach innen zu ziehen, schliefilich zu solchen 
Formeln, die sich mit Hilfe der Verknüpfungen des Aussagenkalkuls 
zusammensetzen aus ,,Primârformeln“ , d. h. aus Formeln, die entweder 
Primformeln sind oder eine der folgenden beiden Gestalten haben : 

(x)(^i(x)V ... V^,W), , 

{Ex) ... 

%(•»), ¥.(«) 

Primformeln oder Negationen von Primformeln mit dem Argument a 
bezeichnen. (Die Gliederzahl f ist von Fall zu Fall eine andere.) 

DaB man tatsâchlich jede Formel des ein.stelligen Prâdikatenkalkuls 
in eine solche aus Primârformeln zusammengesetzte Formel über- 
führen oder, wie wir kurz sagen wollen, ,,in Primârformeln zerlegen" 
kann, erkennen wir nach H. Behmann folgendermaBen ^ ; 

Wir denken uns zunâchst die Formel in eine prânexe Formel über- 
geführt und betrachten den zuletzt stehenden (innersten) Quantor. 
Durch éventuelle Umbenennung der Variablen kônnen wir jedenfalls 
erreichen, daB die zugehôrige gebundene Variable x ist. Der Quantor 
ist nun entweder {x) oder {Ex). 

Im ersten Falle formen wir den auf {x) folgenden Ausdruck 

'^{x, . . . , u) 

in eine konjunktive Normalform um. Nun kann gemâB den Regeln 
{■&) , {i ) , {r]) das Allzeichen {x) auf die einzelnen Konjunktionsglieder, 
soweit sie die Variable x enthalten, verteilt werden, wobei die von x 
freien Konjunktionsglieder ohne AUzeichen stehen bleiben. 

Jedes der Konjunktionsglieder, vor die das Allzeichen (x) tritt, 
ist nun seinerseits eine einfache Disjunktion, deren Glieder teils Prim- 

» Vgi. s. 129. 

2 Vgl. die BEHMANNSche Abhandlung: Beitrâge zut Algebra der Logik, ins- 
besondere zum Entscheidungsproblem. Math. Ann. Bd. 86 (1922) Heft 3 / 4 . § 10. 
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formeln, teils Negationen von Primformeln sind oder aus solchen 
Formeln hervorgehen, indem eine freie Variable durch eine gebundene 
ersetzt wird. 

Hier kônnen, nach den Regeln (i), {rj) , diejenigen Disjunktions- 
glieder, welche von x frei sind, vor das Allzeichen gesetzt werden. 
Nunmehr haben die Ausdrücke, vor denen das Allzeichen {x) steht, 
die Gestalt V . . . V 


die Variable x tritt also nur noch in Primârformeln auf. Da diese 
auBer x keine Individuenvariable enthalten, so kônnen sie bei den 
weiteren Umformungen als ungetrenntes Ganzes, wie eine Primformel 
ohne Argument, behandelt werden. 

Ganz das Entsprechende erreichen wir im Falle des Seinszeichens {E x) . 
Nur haben wir dann anstatt der konjunktiven die disjunktive Normal- 
form zu nehmen. 

Entweder ist nun bereits eine Zerlegung in Primârformeln ge- 
wonnen oder andernfaUs ist doch die Anzahl der voranstehenden 
Quantoren um 1 vermindert. Wir kônnen dann das beschriebene Ver- 
fahren für den jetzt zu innerst stehenden Quantor wiederholen, dessen 
zugehôrige Variable y ist oder in y umbenannt werden kann. Die 
bereits erhaltenen Primârformeln bewirken dabei keine Ànderung, da 
sie, wie schon gesagt, geradeso wie Primformeln ohne Argument zu 
behandeln sind. 

Nun treten neue Primârformeln auf von der Gestalt 


[y) ($,(y) V ... V ^,(y)) 

{Ey){%{y)& ... &^,(y)). 

In diesen kann die Variable y in r umbenannt werden. 

Nun sind wir am Ziel, oder die Anzahl der voranstehenden Quantoren 
ist wieder um 1 vermindert, und im übrigen ist die Struktur der Formel 
dieselbe geblieben, nur sind einige Primârformeln hinzugekommen. 

In dieser Weise kann man fortfahren, bis überhaupt kein Quantor 
mehr voransteht. Die resultierende Formel ist dann aus Primâr- 
formeln zusammengesetzt. 

Das Verfahren vereinfacht sich im allgemeinen dadurch, daB man 
bei den Umformungen des Aussagenkalkuls diejenigen Formelbestand- 
teile, welche bereits in Primârformeln zerlegt sind, ungeândert bei- 
sammen lassen kann. 

Als Beispiel für die Méthode der Zerlegung in Primârformeln wollen 
wir die Formel 

{Ex) (y) {{B{x) 8cC A (y)) &.{C -* B{x) &. {A (y) -► B (y)))} 

behandeln. Wir benennen zunâchst x, y in y, x um und bringen den 
Ausdruck. hinter {Ey) (x) in eine konjunktive Normalform; so erhalten 

{E y) (x) { B(ÿ) y cy A{x)&cy B (y) & C V Â{x) y B (x)}. 
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Nun verteilen wir das Allzeichen (x) auf die einzelnen Konjunktions- 
glieder, wobei zu beachten ist, daü nur das erste und das dritte Glied 
die Variable x enthâlt. Es ergibt sich 

(Ey) {(a:) {B (y) y C V A (a;)) & C V B (y) & (x) (C y A (x) y B{x))]. 

Indem wir nun bei den Disjunktionen mit voranstehendem [x] die von 
X freien Glieder vor das Allzeichen nehmen, erhalten wir 

{Ey) {B (y) y C y {x) A (x) & C V B (y) & C V (x) {A (x) V B{x))}. 

Von dem Ausdruck liinter {Ey) kônnen wir das letztc Glied 

C y {x) {À (x) y B{x)) , 

wclches schon in Primàrformeln zerlegt ist, ungeandert beibehalten. 
Den Ausdruck 

B (yf) y C y (X) A {X) cSr C V B (y) 

kônnen wir zunâchst urnformen in 

B {y) y (C V (x) A (X) & C) 

und diesen wiederum in die disjunktive Normalform 

B(y) V ((x) A (AJ) & C) . 

So gelangen wir zu der Formel 

{Ey) {B (y) V ((aj) A{x) & C) & C V (x) {A {x) V B{x))]. 

Hier kônnen wir, gemaO der Regel {i), zunâchst das von y freie Kon- 

junktionsglied 

C V {x) {A (AJ) V B{x)) 

und hernach auch das von y freie Disjunktionsglied 

{x) A(x) &C 

von dem Seinszeichen {Ey) loslôsen, so daC wir erhalten 

{E y) B {y) V {(x) A {x) & C) & C V (x) {A (x) V B [x )) . 

Nun kann auch y in x umbenannt werden. 

Damit haben wir die Ausgangsformel in Primàrformeln zerlegt. 
Die gewonnene Zerlegung lâüt sich noch durch Anwendung des Aussagen- 
kalkuls und der Formel (2) des Prâdikatenkalkuls zu folgender über- 
sichtlicheren Formel urnformen : 

((AJ) B{X) (AJ) A (AJ)) & (C -► (Ex) JB (AJ) & (AJ) {A (x) -► B (AJ))). 

Mit den beiden betrachteten Normalformen, der prânexen Normal- 
form und der Zerlegung in Primàrformeln (letztere speziell für den 
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einstelligen Prâdikatenkalkul), gewinnen wir bereits eine gewissc 
Übersicht über den Formalismus des Prâdikatenkalkuls. Einen weiter- 
gehenden Überblick liefern uns einige Theorcmc allgemeincren Cha- 
rakters, die wir nun darlegen wollen. Diese knüpfen sich an den Begriff 
der , ,Dedukiionsgleichheit' ‘ . 

Eine Formel soll einer Formel B ,,deduktionsgleich“ heifien, wenn 
nach den Regeln des Prâdikatenkalkuls aus 91 die Formel 93 und ans 93 
auch 91 ableitbar ist. Auf den ersten Blick kônnte es scheinen, als ob 
dieser Begriff sachlich zusammenfiele mit dem der Uberführbarkeit. 
Jedoch ist die Forderung der Überführbarkeit von 91 in 93, d. h. der 
Ableitbarkeit von 

91-93 

schârfer als die der Deduktionsgleichheit von 91 und 93 . Aus der Über- 
führbarkeit folgt die Deduktionsgleichheit; dcnn mit Hilfc der Formel 

91-93 


kann aus 91 die Formel 93 und aus 93 auch 91 abgeleitet werden. Es gilt 
aber nicht die Umkehrung: das heiût aus der Deduktionsgleichheit 
folgt noch nicht die Überführbarkeit. 

Wir wollen uns das an zwei typischen Beispielen klarmachen; 

1. Die Formel 

A 


{A als alleinstehende Formelvariable) ist deduktionsgleich der Formel A . 
Demi A wird aus A durch Ein.setzung erhalten, und andererseits cr- 
halten wir aus A durch Einsetzung A und durch Anwendung der 
identischen F'ormel 

A > A 

die Formel A . 

Dagegen ist A nicht in A überführbar; demi wâre die Formel 


A 


aus dem Prâdikatenkalkul ableitbar, so wâre überhaupt jede Formel 
durch den Prâdikatenkalkul ableitbar, was, wie wir gezeigt haben, 
nicht der Fall ist. 

2. Die Formel ^ 

ist deduktionsgleich der Formel 

{X) A {X ) . 

Von der ersten gelangt man nach der Regel {y') zu der zweiten und 
von dieser durch Anwendung der Formel (a) wieder zu der ersten. 
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Dagegen sind die Formeln nicht ineinander überführbar. Denn wâre 

die Formel ... , , . , , 

A {a) ~ {x) A {x) 


ableitbar, so wâre auch 

A (a) -> {x) A {x) 

ableitbar. Das ist aber nicht der Fall, was man daran erkennt, daB 
diese Formel nicht einmal zweizahlig identisch ist. 

Jedes dieser beiden betrachteten Beispiele reprâsentiert eine Klasse 
von Fâllen, in denen Deduktionsgleichheit, aber im allgemeinen nicht 
Überführbar keit vorliegt. 

Nâmhch das Beispiel 1 ist ein Spezialfall des folgenden Satzes: 
Je zwei nicht identisch wahre Formeln des Aussagenkalkuls sind de- 
duktionsgleich. Dieser Satz ergibt sich auf Grund unserer früheren 
Feststellung’-, daB, wenn im Formelbereich des Aussagenkalkuls zu 
den identischen Formeln noch eine nicht identisch wahre Formel als 
Ausgangsformel hinzugenommen wird, dann mit Hilfe von Einsetzungen 
und des SchluBschemas jede beliebige Formel abgeleitet werden kann. 

Das Beispiel 2 lâBt sich zu folgendem Satz verallgemeinern : Eine 
Formel 91, die eine oder mehrere freie Individuenvariablen enthâlt, 
ist deduktionsgleich mit derjenigen Formel, welche aus ihr entsteht, 
indem diese Variablen aile, oder einige von ihnen, durch vorgesetzte 
Allzeichen gebunden werden. Diesen Satz entnimmt man aus den 
Regeln (e) und (e') . Aus ihm folgt insbesondere, daB bei der formalen 
Darstellung von Behauptungen die freien Individuenvariablen stets 
vermieden werden kônnen. 

Der Unterschied zwischen der Überführbarkeit und der Deduktions- 
gleichheit laBt sich kurz so kennzeichnen : aus der Deduktionsgleich- 
heit von 9Ï mit 93 folgt, daB die Formel 91 in einer Ableitung stets 
durch 33 vertreten werden kann, aus der Überführbarkeit aber folgt 
darüber hinaus noch, daB 9Ï nicht nur als ganze Formel, sondern auch 
als Bestandteil einer Formel durch 33 vertreten werden kann. 

Der Grund dieses Unterschiedes liegt in der RoUe, welche die freien 
Variablen bei der Einsetzvmgsregel und bei der Anwendung der Sche- 
mata (a) , {§) spielen. Auf diesen Regeln des Operierens mit freien 
Variablen beruht es, daB im Falle der Ableitbarkeit einer Formel 33 
aus einer Formel 91 noch keineswegs die Ableitbarkeit der Formel 

91-^93 


garantiert ist. Der SchluB von der Ableitbarkeit der Formel 93 aus 
der Formel 91 auf die Ableitbarkeit der Formel 91 33 ist nâmlich im 

allgemeinen dann unzulâssig, wenn bei der Ableitung von 33 aus 91 die 


1 Vgl. § 3 S. 66—67. 
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eben genannten Regeln des Operierens mit freien Variablen auf min- 
destens eine in 91 vorkommende freie Variable angewendet werden. 

Dagegen gilt tatsâchlich folgender Satz: Wenn eine Formel 95 ans 
einer Formel 91 in solcher Weise ableitbar ist, daü die in der Formel 91 
vorkommenden freien Variablen innerhalb der Ableitung (als Parameter) 
festgehalten werden, dann ist die Formel 

91->93 


ohne Benutzung der Formel 91 ableitbar. 

Die Behauptung dieses Satzes bezieht sich nicht nur auf Formeln 
des reinen Prâdikatenkalkuls, sondern auch auf solche Formeln, in denen 
Pradikatensymbole (und eventuell auch Individuensymbole) vor- 
kommen; und zwar ist die Behauptung im finiten Sinne zu verstehen. 
Das heifit, wir werden ein Verfahren angeben, um aus einer vorge- 
legten Ableitung der Formel 93, in der die Formel 91 als Ausgangs- 
formel benutzt wird, unter der genannten Voraussetzung eine Ab- 
leitung der Formel 

® 91-93 

zu gewinnen. 

Wir machen zunâchst über die vorgelegte Ableitung eine verstârkte 
Voraussetzung; nâmlich wir nehmen vorerst an, daB in der Formel 91 
weder die [in den Schematcn (a), (fi) ausgezeichnete] Variable a vor- 
kommt noch auch eine solche Variable, für welche in der Ableitung 
von 93 eine Einsetzung erfolgt. 

Unser Verfahren besteht nun darin, daB wir in jeder Formel des 
Beweises von 93 die Formel 91 als Implikationsvorderglied voranstellen. 
Hierdurch erhalten wir an Stelle der Endformel 93 die gewünschte 
Formel 91 — 93 , und an die Stelle der Ausgangsformel 91 tritt die Formel 
91 — 91, welche durch Einsetzung aus der identischen Formel 


entsteht. 


A->A 


Somit würden wir am Ziele sein, wenn die erhaltene Formelfolge 
den Charakter eines Beweises hatte. Dieses ist freilich im allgemeinen 
nicht der Fall, denn durch das Vorsetzen des Vordergliedes 91 kônnen 
die charakteristischen Eigenschaften einer Ableitung verlorengehen. 
Jedoch lassen sich diese überall durch Hinzufügen von Formeln wieder- 
herstellen. 


Dieses wollen wir jetzt zeigen, indem wir die verschiedenen Bestand- 
teile der Ableitung betrachten: die Ausgangsformeln (die direkt, ohne 
AnschluB an vorausgehende Formeln eingeführten Formeln), die Ein- 
setzungen, die Umbenennung gebundener Variablen und die Anwen- 
dungen der Schemata. 

Was die Ausgangsformeln betrifft, so sei ® eine in der ursprüng- 
lichen Ableitung von 93 vorkommende Ausgangsformel; an ihre Stelle 
tritt dann or ^ 
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Diese Formel hat im allgemeinen nicht die erforderliche Beschaffenheit 
einer Ausgangsformel, wir kônnen sie jedoch aus der Formel 6 mit 
Hilfe der identischen Formel 

A -> {B -> A) 

ableiten. Fügen wir bei jeder der modifizierten Ausgangsformeln 
diese Ableitung hinzu, so ist in bezug auf die Ausgangsformeln, mit 
Ausnahme der Formel 91, welchc ja jetzt nicht mehr als Ausgangs- 
formel auftritt, die ursprüngliche Beschaffenheit der Beweisfigur wieder- 
hergestellt. 

Die Einsetzungen werden durch das Voranstellen des Vordergliedes 91 

nicht gestôrt, da ja nach unserer Voraussetzung die Variablcn, für welche 

eine Einsetzung stattfindet, nicht in 91 vorkommen. Audi die Um- 

benennungen gebundener Variablen werden durch das Voranstellen 

von 91 als Vorderglied nicht berührt. 

Ein SchluBschema ^ 

© 

% 

geht über in die Formelfolge 

91 -> © 

91 -> (© > î) 

■ ” 91 ->3: . 

An die Stelle dieser Aufeinanderfolge kônnen wir jedesmal die Ab- 
leitung der Formel 2 

aus den Form('ln 

91-^©, 91 ->(©^3:) 

setzen, welche sich aus der Anweiidung der identischen Formel 
(A -> B) -> {{A (B-> O) - {A C)) 

ergibt. 

Ebenso einfach erledigen sich auch die Schemata (a) , (/5) : an Stelle 
eines Übergangs von U 95( ) 

zu 

gemâB dem Schéma (a), erhaltcn wir die Aufeinanderfolge 

91 -> (U ->«(«)) 

91 -> (U ^ {x) 93 (ac)) . 

Hier ist aber, auf Grund unserer Voraussetzung, daB 91 die Variable a 
nicht enthâlt, der Übergang von der ersten zur zweiten Formel gemâB 
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der Regel (y) ausführbar. Und an Stelle eines Übergangs nach dem 
Schéma (/3): 

{Ex) ->U 

erhalten wir die Aufeinanderfolge 

9t->(58(a) -U), 

die wir dadurch zu einer unsern Regeln entsprechenden Formelfolge 
ergânzen kônnen, dal3 wir zunâchst durch Anwendung des Aussagen- 
kalkuls in der F ormel ^ 

die Implikationsvordorglieder vertauschen, auf die so erhaltene Formel 

58 (a) -> 

dann das Schéma {^) anwenden, was gemâB miserer Voraussetzung 
über moglich ist, imd schlieBlich in der Formel 

{Ex)‘')i{x) -> (31^ U) 

wiederum die Irnplikationsvorderglieder vertauschen. 

So gelangen wir in der Tat zu einer Ableitung der Formel 31 58, 

bei welcher die Formel 31 nicht mehr als Ausgangsformel gebraucht wird. 

Damit ist der Nachweis unter der verstiirkten Voraussetzung geführt, 
daB die Formel 31 keine von den Variablen, fur die etwas eingesetzt wird, 
noch auch die Variable a enthalt. Nun wollen wir aber, entsprechend 
dem Wortlaut unseres Satzes, nur voraus.setzen, daB die freien Variablen 
in der Formel 31 bei der Ableitung von 58 festgehaltcn werden. Das 
schlieBt nicht aus, daB eine Finsetzung für eine Variable erfolgt, die mit 
einer Variablen in 31 gleichlautet, oder daB die Variable a einerseits 
als Variable des Schémas (a) bzw. (/?) auftritt, andererseits auch in 31 
vorkommt. Nur kann dann die zur Finsetzung oder für das Schéma 
benutzte Variable nicht mit der gleichlautenden Variablen in 31 derart in 
Zusammenhang stehen, daB sie sich bei der rücklâufigen Verfolgung des 
deduktiven Zusammenhanges bis in die Formel 31 zurückverfolgen lâBt. 

Wird Z. B. die Formel A {a) aus der Formel {x) {A (x) & B (x)) ab- 
geleitet durch die Formelreihe 

{x) A{x) A [a) , 

{x) {A (x) & B(x)) A (a) 8c B{a) , 

{x) { A (x) & B (a:)) , 

A {a) 8c B (a) , 

A8cB -> A. 

A (a) 8c B {a) -> A {a), 

A {a) 8c B (a) , 

A (a), 
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so wird in dieser Ableitung zwar für die Formel variable A mit einem 
Argument gleich zu Anfang eine Einsçtzung ausgeführt ; dennoch wird 
die gleiche Formel variable in der dritten Formel (x) {A (x) & B(x)) fest- 
gehalten. Denn diese Formel wird als Ausgangsformel erst eingeführt, 
naclidem jene Einsetzung stattgefunden bat. 

Wir kônnen nun, ohne den Zusammenhang der Ableitung zu stôren, 
so verfahren, daB wir jede Variable in 31, bei welcher ein solcher Fall 
vorliegt, durch je eine sonst nicht vorkommende Variable (der gleichen 
Art) ersetzen und diese Ersetzung überall da eintragen, wo die betreffende 
Variable, im Sinne der Einsetzung oder der Wiederholung, aus 31 direkt 
oder mittelbar übernommen ist. 

In dem obigen Beispiel würde das Verfahren darin bestehen, daB 
man in allen Formeln, mit Ausnahrne der ersten Formel {x) A {x) - > A (a ) , 
die Formelvariable A mit einem Argument durch eine in der Ableitung 
nicht vorkommende Formelvariable, etwa C mit einem Argument, er- 
setzt. (Die Formelvariable A ohne Argument wird von dieser Ersetzung 
nicht betroffen.) Man sieht hier, daB der Beweiszusammenhang durch 
die Ersetzung nicht gestort wird. 

Der Erfolg des Ersetzungsverfahrens besteht nun darin, daB wir 
auf den vorher betrachteten Fall der verstârkten Voraussetzung zurück- 
geführt werden. Dabei sind an die Stelle der Formeln 31, S auf Grund 
der Ersetzungen gewisse Formeln 31*. 33* getreten. Nun ergibt sich 
aus unserer vorherigen Überlegung die Ableitbarkeit der Formel 

31* ^33*. 

In dieser ableitbaren Formel kônnen aber die ausgeführten Ersetzungen 
durch Einsetzungen rückgângig gemacht werden, und wir gelangen so 
zu der Formel 

diese ist daher gleichfalls ableitbar. 

Den hiermit bewiesenen Satz kônnen wir noch durch einen Zusatz 
ergânzen, welcher sich auf den Fall bezieht, daB in der Formel 

31->33 

Prâdikatensymbole oder Individuensymbole auftreten: Wenn eine 
Formel, in der Prâdikaten- oder Individuensymbole vorkommen, durch 
den Prâdikatenkalkul ohne weitere Ausgangsformeln ableitbar ist, so 
geht sie aus einer ableitbaren Formel des Prâdikatenkalkuls^ durch 
Einsetzung hervor. 

In der Tat kônnen ja Prâdikaten- und Individuensymbole in die 
Ableitung der betreffenden Formel nur durch Einsetzung hinein- 

1 Betreffs der hier benutzten Unterscheidung zwischen ,, Formeln, die durch 
den Prâdikatenkalkul ableitbar sind‘‘ und ,, ableitbaren Formeln des Prâdikaten- 
kalkuls“ vgl. S. 105 . 
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kommen. Ersetzen wir nun jedes durch eine Einsetzung eingeführte 
Prâdikatensymbol durch eine sonst in der Ableitung nicht vor- 
kommende Formel variable und entsprechend jedes eingeführte Indi- 
viduensymbol durch eine sonst nicht vorkommende freie Individuen- 
variable, so bleibt der Zusammenhang der Ableitung ungestôrt, und 
statt der Endformel erhalten wir eine Formel, die sich von jener 
nur dadurch unterscheidct, dab jedes Prâdikatensymbol durch eine 
Formelvariable, jedes Individuensymbol durch eine freie Individuen- 
variable ersetzt ist, und zwar sind die zur Ersetzung zu nehmenden 
Variablen verschieden voneinander und von den in der ursprünglichen 
Endformel auftretenden Variablen. Die neue Endformel ist nun eine 
ableitbare Formel des Pradikatenkalkuls, und wir kônnen aus ihr die 
ursprüngliche Endformel durch Einsetzungen zurückgewinnen. 

Auf Grund dieser verschiedenen ergânzenden Überlegungen gelangen 
wir nunmchr zu folgender Fassung unseres Satzes, den wir in dieser 
Form als das ,,Deduklionstheoreni“ bezeichnen woUen: 

Wenn eine Formel 33 aus einer Formel 21 derart ableitbar ist, dab 
die (evtl.) in 21 auftretenden freien Variablen innerhalb der Ableitung 
festgehalten werden, so ist die Formel 

21 33 

entweder selbst eine ableitbare Formel des Pradikatenkalkuls, oder sie 
geht aus einer solchen durch Einsetzung hervor. 

Man bcachte, dab die über die Ableitung von 33 gemachte Voraus- 
setzung jedenfalls dann erfüllt ist, wenn die Formel 21 überhaupt keine 
freie Variable enthàlt. 

Unser Theorem findet eine wichtige Anwendung bei der logischen 
Untcrsuchung der A xiomensy sterne. Betrachten wir ein Axiomensystem 
,,der ersten Stufe“, d. h. ein System von solchen Axiomen, die sich 
mit Hilfe der logischen Symbolik durch Formeln darstellen, welche 
keine Formelvariable enthalten. Wir kônnen dann die Axiome stets 
auch so darstellen, dab überhaupt keine freien Variablen vor kommen, 
indem wir in jeder der darstellenden Formeln, welche zunàchst eine 
oder mehrere freie Individuen variablen enthâlt, diese durch voran- 
gestellte Allzeichen binden, wodurch die Formel in eine ihr deduktions- 
gleiche Formel übergeht. Sei nun eine solche Darstellung des Axiomen- 
systems ohne freie Variablen durch die Formeln 

21i, 21( 

gegeben, und sei @ die Formel für einen aus den Axiomen beweisbaren 
Satz. Der Beweis dieses Satzes môge allein durch die elementaren 
logischen Schlüsse erfolgen, welche sich durch den Prâdikatenkalkul 
formalisieren lassen (wobei als Symbole zu denen des Prâdikaten- 
kalkuls die Prâdikatensymbole für die Grundprâdikate des Axiomen- 
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Systems sowie auch eventuell noch Individuensymbole hinzutreten). 
Die Formalisierung besteht dann in einer Ableitung der Formel © aus 
den Formeln Sli , . . . , durch den Pràdikatenkalkul. Aus diescr Ab- 
leitung gewinnen wir sofort eine Ableitung von © aus der einen Formel 
üli & ... &91i. Da nun diese Formel, gemaI3 unserer Annahme über 
Stj, . . . , 51f, nur gebundene Variablen enthalt, so konnen wir das De- 
duktionsthcorem anwenden, und es ergibt sich daraus, daü die Formel 

% & . . . & -> © 

aus einer ableitbaren Formel des Pradikatenkalkuls durch Einsetzungen 
erhalten wird. 

Wenden wir dieses Ergebnis auf den Fall an, dafi das betrachtete 
Axiomcnsystem zu einem Widerspruch führt. Es ist dann aus den 
Formeln 'üli, . . ., ''3l( cine Formel sowie auch ihrc Négation, mithin 
auch die Formel 33 & 33 ableitbar. Setzen wir diese Formel an Stelle 
von ©, so folgt, daû die Formel 

3(i cS: . . . & 3If ^ 33 & 

aus einer ableitbaren Formel des Pradikatenkalkuls durch Einsetzungen 
hervorgeht. Die genannte Formel lâl3t sich aber gemaB dem Aussagen- 
kalkul umformen in die Négation der Formel 

3li & ... & 31, . 

Es muB demnach, falls die Axiome zu einem Widerspruch führcn, eine 
jede Formel, die aus der Formel 31i & . . . & 31, bei Ersetzung der Prii- 
dikatensymbole durch h'ormel variablen mit jeweils den gleichen Argu- 
menten und der Individuensymbole durch freie Individuenvariablen 
entsteht, im Pràdikatenkalkul widerlegbar sein. Hieraus geht die Gültig- 
keit des Satzes hervor, den wir bei der Erorterung des Entscheidungs- 
problems über den Zusammenhang zwischen der Widerspruchsfreiheit 
von Axiomensystemen und der Unwiderlegbarkeit logischer Formeln 
ausgesprochen haben^. 

Kehren wir nun zu unserem Deduktionstheorem zurück. Wir 
wollen aus diesem noch eine weitere Folgerung entnehmen. Es sei 
wiederum eine Formel 33 aus einer Formel 31 ableitbar. Von dieser 
Ableitung wollen wir aber jetzt nicht voraussetzen, daB aile freien 
Variablen in der Formel 31 festgehalten werden, sondern nur, daB die 
Formelvariahlen in 31 festgehalten werden. Wir konnen dann folgendes 
behaupten: Geht die Formel 31' aus 31 dadurch hervor, daB die freien 
Individuenvariablen in 31 durch Allzeichen gebunden werden, die an 
den Anfang der Formel gestellt werden, so ist die Formel 31' 33 

(ohne Benutzung von 31) ableitbar. 

Denn gemaB der Regel (e') ist aus 31' die Formel 31 ableitbar, und 
es werden bei dieser Ableitung die Formelvariahlen in 31' festgehalten. 


1 Vgl. s. 130. 
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Aus 51 ist aber nach Voraussetzung die Formel 93 unter Festhaltung 
der Formel variablen ableitbar, Somit erhalten wir eine Ableitung der 
Formel 93 aus 51', bei welcher die Forrnelvariablen in 51' festgehalten 
werden. 51' enthâlt nun keine andcren freien Variablen als Formel- 
variablen. Also ist das Deduktionstheorem anwendbar, und es ergibt 
sich daraus, daO die Formel 

51 93 


ableitbar ist. 

Dieses Ergebnis kônnen wir insbesondere dazu verwenden, um uns 
die Ableitung von Forrneln zu ersparen. Z. B. haben wir festgestellt 
[Regel (C)], daB aus ^ 


die Formel 


{x) {y) A {x, y) {x) {y) B{x,y) 


abgeleitet werden kann, und diese Ableitung vollzicht sich unter Fest- 
haltung der beiden Forrnelvariablen A, B (mit je zwei Argumenten). 
Hieraus folgt nun nach unserm eben bewic'senen Satz ohne weiteres 
die Ableitbarkeit der Formel 

(%) (y) {A{x, y) > B{x, y)) -> ((^) (y) A {x, y) -> (x) (y) B{x, y)), 

Auf ganz dieselbe Weise erkennen wir die Ableitbarkeit analog ge- 
bildcter komplizierterer Forrneln, wie z. B. 

{x){y) {A{x,y) ■>B{x,y)) -> {(x) {E y) A {x , y) -* {x) [E y) B [x , y)) , 
{x){y){z) {A [x, y, z) - > B {x, y,z)) -> {{E x) (y) (Ez)A (x, y,z) -> {E x) (y) {Ez)B (x, y,z )) , 


(^) {y) (^) {A{x,y,z)-> B{x,y,z))^ {{X) {E y)(z)A(x,y ,z) (x)[E y) {z) B (x, y, z)). 


Mit Hilfe des Deduktionstheorems konnen wir uns auch sehr einfach 
eine Einsicht verschaffen betreffs der im inhaltlichen Denken gebrauch- 
lichen Schlubweise, welche darin besteht, daC man auf Grund eines be- 
wiesenen Existenzsatzes von der Form ,,es gibt ein Ding von der Eigen- 
schaft 51“ ein Individuensymbol, etwa <x, einführt und dann weiter 
argumentiert: ,,sci nun a ein Ding von der Eigenschaft 51; . . Wir 
wollen uns klarmachen, daB diese Schluüweise nichts anderes liefert, 
als was wir ohnehin mittels des Pradikatenkalkuls erhalten, voraus- 
gesetzt, daB auBer dieser SchluBweise nur solche Überlegungen an- 
gewandt werden, die durch den Prâdikatenkalkul formalisierbar sind, 
und daB ferner nur solche Ergebnisse in Betracht gezogen werden, 
welche nicht das eingeführte Symbol « enthalten. 

Dazu stellen wir uns zunâchst den als vorliegend angenommenen 
Beweisgang in formuler Weise dar. Wir haben dann zuerst eine Ab- 
leitung einer Formel von der Gestalt 

{Ex)%{x), 

in welcher 51 {x) auBer der Variablen x keine weitere Variable enthâlt. 
Im AnschluB daran wird das Symbol a eingeführt und die Formel 51 (a) 
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als neue Ausgangsformel genommen. Mit Benutzung der Formel 
91 (a) wird dann eine Formel 93 abgeleitet, in der das Symbol a 
nicht auftritt und von der wir auch, oline Beschrânkung der All- 
gemeinheit, annehmen kônnen, daü sie keine freie Individuenvariable 
enthâlt. 

Wir zeigen nun, daB die Formel 93 auch direkt aus der Formel {E x) 91 (x) 
abgeleitet werden kann. Nâmlich aus der Ableitung von 93 mit Hilfe 
von 91 (a) erhalten wir gemâB dem Deduktionstheorem — da 91 (a) 
keine Variable enthâlt — eine Ableitung der Formel 

91(a)->93. 

welche ohne Benutzung von 91 (a) durch den Prâdikatenkalkul erfolgt. 

In dieser Ableitung kann, ohne Stôrung des deduktiven Zusammen- 

hanges, für das Symbol a allenthalben eine vorher nicht auftretende 

freie Individuenvariable, etwa c', gesetzt werden, und wir erhalten so 

eine Ableitung der Formel ^ ^ 

91 (c) -> 93 . 

Da hierin die Variable a nicht auftritt ~ 91 (a) und 93 enthalten ja 
nach Annahme keine freie Individuenvariable —, so ergibt sich durch 
Einsetzung von a für c die Formel 

91 (a) -^93 

und aus dieser gemâB dem Schéma {§) 

{Ex)%{x)-^Sd. 

Diese Formel ist also durch den Prâdikatenkalkul ableitbar und sie 
liefert in Verbindung mit (Ex)%{x) die Formel 93. 

Es hegt die Frage nahe, ob die hier angestellte Überlegung sich 
nicht auch auf solche Fâlle ausdehnen lâBt, wo ein Existenzsatz von 
der Form vorliegt: ,,zu a,h,...,k gibt es stets ein l, so daB 
. . .,k,l)“, und wo man ein Symbol nicht für ein Individuum, 
sondern für eine Funktion einzuführen hat. Dieses ist tatsâchlich der 
Fall. Doch woUen wir hier den Nachweis noch nicht erbringen; er wird 
spâter durch ein allgemeines Theorem geliefert werden. 

Wir kommen nun zu einem anderen allgemeinen Satze des Prâdi- 
katenkalkuls, welcher die prânexe Normalform betrifft. Wie wir wissen, 
kann jede Formel des Prâdikatenkalkuls in eine prânexe Normalform 
übergeführt werden. Hier handelt es sich um eine Umformung im Sinne 
der Überführbarkeit. Sofem es uns nur auf Deduktionsgleichheit an- 
kommt, kônnen wir an die Aufeinanderfolge der vorangestellten All- 
und Seinszeichen noch eine besondere Anforderung stellen. Hierauf 
bezieht sich ein Satz, den wir als den SKOLEMschen bezeichnen woUen, 
da er aus einer Feststellung, die Skolem zum Problem der Entscheidung 
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über die Erfüllbarkeit von Formeln gemacht hat^, durch den Übergang 
von der Frage nach der Erfüllbarkeit zur Frage nach der Ableitbarkeit 
gewonnen wird. Dieser Satz besagt folgendes: Eine jede Formel des 
Prâdikatenkalkuls ist einer solchen prânexen Normalform deduktions- 
gleich, bei welcher jedes Seinszeichen jedem Allzeichen vorangeht 
(,, SKOLEMsche Normalform"). 

Wir führen den Beweis so, daB wir zugleich ein schârferes Résultat 
gewinnen. Wir zeigen nâmlich, daB jede Formel des Prâdikatenkalkuls 
deduktionsgleich ist einer Disjunktion, deren Glieder solche prânexe 
Formeln sind, worin unter den voranstehenden Quantoren hôchstens 
ein Allzeichen vorhanden ist und, falls ein solches auftritt, dieses der 
letzte von den voranstehenden Quantoren ist. 

Aus diesem Satz ergibt sich der SKOLEMsche Satz in einfacher Weisc. 
Denn eine Disjunktion aus prânexen Formeln von der verlangten Be- 
schaffenheit — wir woUen eine solche kurz als eine ,,Normaldisjunktion“ 
bezeichnen — ist .stets überführhar in eine SKOLEMsche Normalform. 
Haben wir z. B. die Normaldisjunktion 

{Ex) {Ey) {z) ^l{x,y,z) V (Ey) (Eu) 33 (y. w) V (Ez) {x)&{x,z), 

worin ^{x,y,z), i8(y,w), ®(y, 2 ) keine Quantoren mehr enthalten, so 
kônnen wir diese zunâchst durch Umbenennungen überführen in die 
Formel 

(Ex) (Ey) (z) ''}l{x,y,z) V {Ex) {Ey) 33(x,y) V {Ex) {u) (i{u,x), 

und diese lâBt sich durch Anwendung der Regeln {’&) und {i) über- 
fuhren in («(*,y.z) VS8(*.y) V6(«.ï)), 

womit wir in der Tat zu einer SKOLEMschen Normalform gelangen. 

Die an diesem Beispiel dargelegte Méthode ist ganz allgemein an- 
wendbar, und es genügt daher zum Beweise des SKOLEMschen Satzes, 
wenn wir nachweisen, daB jede Formel des Prâdikatenkalkuls einer 
Normaldisjunktion deduktionsgleich ist. Wir geben den Nachweis 
an Hand eines Beispiels, und zwar kônnen wir die zu betrachtende 

^ Vgl. die schon erwàhnte SKOLEMsche Abhandlung: Logisch-kombinatorischc 
Untersuchungen . . . Vidensk. Skrifter I. Mat.-nat. Kl. 1920 Nr. 4. Skolem zeigt 
hier, dal3 in Hinsicht auf die Erfüllbarkeit eine jede Formel des Prâdikatenkalkuls 
einer solchen prânexen Formel gleichwertig ist, in der die Allzeichen sâmtlich den 
Seinszeichen vorausgehen. An dieser Überlegung lâBt sich der Übergang von dem 
Problem der Erfüllbarkeit zum Problem der Ableitbarkeit vollziehen, wobei im 
Ergebnis die Rolle der Allzeichen mit derjenigen der Seinszeichen vertauscht wird. 
Auf diese Weise gelangt man zu dem im Text formulierten Satz und seinem Beweis. 
— Die beweistheoretische Wendung der Betrachtung findet sich auch schon in 
der GôDELschen Abhandlung: Die Vollstândigkeit der Axiome des logischen 
Funktionenkalkuls. Mh. Math. Phys. Bd. 37 (1930) Heft 2. Satz IV. 
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Formel von vornherein in der Gestalt einer prânexen Normalform 
annehmen. Sie moge lauten: 

((D) {x) {Ey) (z) (Eu) %{x,y,z,u), 

wobei %{x,y,z,u) kein Allzeichen und kein Seinszeichen mehr ent- 
halten soll. Zu dieser Formel findcn wir eine ihr deduktionsgleiche 
auf folgendem Wege : Wir nchmen drei in der gegebcnen Formel nicht 
vorkommcnde Formolvariablen, B mit drei Argumenten, C mit zwei 
Argumenten und D mit einem Argument, und gchen aus von den Formcln 

{x)[y){z){A[x, y, Z) ->B{x,y,z)) ^ {{x){Ey) [z)A{x,y, z) >(x) (Fy) {z)B{x, y, z)) , 

{x) (y) {A(x,y) -> C(x,y)) ((a;) (Ey) A (x, y) (x) (Ey) C(A;,y)), 

deren Ableitbarkeit wir vor kurzem festgcstellt haben, und der For- 
mel (11) ^ ^ ^ _ 

Indem wir in der ersten Formel für die Nennform A (a, h,c) einsetzen 
{Eu)%{a,b,c,u) , in der zweiten für A {a, h) einsetzen {z)B{ci,b,z) 
und in der dritten für A {a) einsetzen {E y) C{a, y) und für B {a) ein- 
setzen D{a), erhaltcn wir folgende drei Formeln: 

{x) (y) {z) {{E ii)% (X, y, z, U) -^B (x, y,z))^ [(x) (E y) (z) (E u) 5f (x, y, z, ii) -> (x) (E y)(z) B(x,y, 2 :)) 
{x) (y) {(z) B(x, y, z) -> C(x, y)) {(x) (Ey) (z) B(x, y, z) (x) (F y) C (x, y)) , 

{x) {(Ey) C(x, y) -> D(x)) {(x) (Ey) C(x, y) ■> (x) D(x)). 

Nehmen wir nun unsere gegcbene Formel 

{x) {Ey) {z) {Eu) 'il{x, y, z, u) 

hinzu, so konnen wir mit Hilfe des Aussagenkalkuls in der ersten der 
drei vorstehenden Formeln das zweite Vorderglied (durch Vertauschung 
der Vordcrglieder und Anwendung des SchluBschemas) entfernen, so 
dal3 wir erhalten: 

{x) (y) {z) {(Eu) %(x, y, z, u) B(x, y,z)) (x) (Ey) (z) B(x, y, z). 

Diese Formel ergibt nun, zusammen mit der zweiten und der dritten 
von den vorstehenden Formeln, auf Grund des Aussagenkalkuls, d. h. 
durch Anwendung der identischen Formel 

{A-^U)-*{{B^ (U -> V)) -> ((C > (V ^W))->{AkBèiC-^W)}, 
die Formel 

\k{x){y){(z)B(x,y,z)-^C(x,y))k(x){(Ey)C(x,y)-^D(x)) (x)D(x). 

Diese ist somit aus unserer gegebenen Formel 

{x) {Ey) {z) {Eu) %(x, y,z,u) 
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ableitbar. Es besteht aber auch die Ableitbarkeit im umgekehrten 
Sinne. Werden nâmlich in der vorigen Formel für B {a ,b ,c) , C {a ,b) , 

D{a) bzw. die Formeln {Eu)%[a,b,c,u) , [z] {Eu)%{a,b,z,u), 

{Ey) {z){Eu)%{a,y,z,u) eingesetzt, so ergibt sich, da nach unserer 
Annahme die Variablen B, C, D nicht in ‘$i{x,y,z,u) vorkommen, die 
Formel 

{^)()')W {{EuMx,y,z,u)-*{Eu)‘iH(x,y,z,u))&{x)(y}{{z)(EuMx,y,z,u)~>{z)(EuMx,y,z,u}) 
& (a;) {{Ey) (Z) {E u) 31 [x, y, z, u) -> (Ey) (z) [E u) 31 {x, y, z, u)) -> (x) (E y) (z) (E u) 31 (a?, y, z,n). 

Hierin steht im Vorderglied eine Konjunktion, deren Glieder ableitbare 
Formeln sind. Diese Konjunktion ist daher ebenfalls ableitbar, und 
wir erhalten durch das SchluBschema 

{x) {Ey) (^) {Eu) %{x, y,z,u), 

d. h. unsere gegebene Formel. Somit ist (unter der gemachten Voraus- 
setzung über die Formelvariablen) die gegebene Formel ((!)) deduktions- 
gleich mit der Formel ((2)). 

Man kann sich diese Deduktionsgleichheit dadurch nàherbringen, 
daC man sich vom Standpunkt der inhaltlichen Interprétation der 
Formeln den entsprechenden Sachvcrhalt überlegt. In der Tat erkennt 
man leicht, daB die Allgemeingültigkeit der Formel ((!)) gleichbedeutend 
ist mit der Allgemeingültigkeit der Formel ((2)). Diese Feststellung 
erhâlt durch den Nachweis der Deduktionsgleichheit der Formeln ((1)) , 

((2)) ihre Verscharfung im Sinne der Beweistheorie. 

Die Formel ((2)) kann nun in eine Normaldisjunktion übergeführt 
werden. Namlich zunâchst kann sie nach den Regeln des Aussagen- 
kalkuls umgeformt werden in 

(x) (y) ( 2 ) ((Em) %{x,y,z,u)-^ B{x,y,z))'^ (x) {y) {{z) B{x,y,z) C{x,y)) 

V (a:) {(E y) C{x, y) -*D (x)) V (x) D (x) ; 

gemâB der Regel (A) kann 

W (y) (x) ((Ew) %{X, y, z, u) -> B{x, y, 2)) 
umgeformt werden in 

{Ex) {Ey) {Ez) {(Eu) 't {x,y,z,u)-*~B{x,y,z)), 
weiter gemâB dem Aussagenkalkul und der Regel {rj) in 
{Ex) {Ey) {Ez) {{Eu) 31 (a;, y, z, u) & B{x, y,z)) 
und nach den Regeln {i), {rj) in 

{Ex) {Ey) {Ez) (Eu) (31(a;, y, 2, u) & B(x, y, z)). 

Hilbert-Bernays, Grundlagen der Mathematlk L 
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In ganz entsprechender Weise kann 

(^) (y) ((2) B{x,y,z) "> C(x, y)) 
in 

{Ex) {Ey) (z) {B(x, y, 2 :) lkC{x, y)) 

und 

{x) {{E y) C {X, y) D(x)) 
in 

(E x) {E y) (C (X. y) & D (x)) 

umgeformt werden, so daC wir im ganzen die Formel erhalten 

(Ex) (Ey) (Ez) (Eu) (21 (x, y, z,u)& W(x, y, z)) V 
(Ex) (Ey) (z) (B(x,y ,z) tkC(x, y)) V (E x)(Ey)(C {x , y) & b{x)) V (x) D(x) . 

Diese Formel hat nun die gewünschte Gestalt einer Normaldisjunktion, 
und sie ist deduktionsgleich der gegebenen Formel 

(x) (Ey) (z) (Eu) 2\(x, y, z, u) , 

denn wir haben sie ja durch Umformung aus einer dieser Formel de- 
duktionsgleichen Formel erhalten. Aus der Behandlung die.ses Beispiels 
ist ohne weiteres die allgemeine Méthode zu entnehmen, nach der man 
zu einer gegebenen Formel eine ihr deduktionsgleiche Normaldisjunktion 
erhâlt, und zugleich ist damit der Nachweis fur den SKOLEMschen Satz 
geliefert. 

Zusatz 1 : Die Betrachtung des ausgeführten Nachweises zeigt 
ohne weiteres, daB der SKOLEM.sche Satz sowie der schârfere Satz 
über die Normaldisjunktion auch dann gültig bleibt, wenn es sich 
um Formeln handelt, in denen auBer den logischen Zeichen und den 
Variablen auch Prâdikatensymbole und evtl. auch Individuensymbole 
auftreten. 

Zusatz 2: Wir haben hier das Verfahren des Überganges von einer 
gegebenen prânexen Formel zu einer Normaldisjunktion in der Weise 
durchgeführt, wie es sich wohl am leichtesten einprâgt; nâmlich wir 
haben den einzelnen Allzeichen und Seinszeichen, welche in der prânexen 
Formel voranstehen, mit Umkehrung ihrer Reihenfolge und mit Aus- 
nahme des ersten von diesen Zeichen, je eine Formelvariable entsprechen 
lassen. 

Bei unserem Beispiel der Formel 

(x) (Ey) (z) (Eu) 2i(x, y, z, u) 

wurde dem Seinszeichen (Eu) die Formelvariable B mit drei Argumen- 
ten, dem Allzeichen (z) die Variable C mit zwei Argumenten und dem 
Seinszeichen (Ey) die Variable D mit einem Argument zugeordnet. 
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Im allgemeinen kommt man aber mit weniger Formelvariablen aus; 
denn man kann, ohnc im übrigen das Verfahren zu ândern, die Aufein- 
anderfolgen von Seinszeichen mit einem Allzeichen dahinter ungetrennt 
zusammenlassen und braucht einer solchen Aufeinanderfolge im ganzen 
nur eine Formel variable zuzuordnen. 

So kônnen wir in unserem Beispiel 

(x) {Ey) {z) {Eu) %{x, y, Z, u) 

eine Formelvariable sparcn, indem wir der Aufeinanderfolge {Ey) (z) 
nur eine Formelvariable zuordnen. D. h. wir kônnen als deduktions- 
gleiche Formel mit der gegebenen die Formel nehmen: 

{x){y){z){(Eu)%{x,y,z,u) -► B(x, y,z)) & {x){(E y){z) B(x , y,z)-^C(x))-* {x)C{x), 

deren Umformung die Normaldisjunktion 

'ix){Ey){Ez){Eu){^{x, y,z,u) & B{x,y,z)) V {Ex){Ey){z){B(x, y,z) &C(x)) V {x)C{x) 

ergibt. Nach dem gleichen Verfahren erhâlt man zu einer Formel 

{Ex) (y) {Ez) {u) {v)%{x, y, z, u, v), 

in welcher die Formelvariablen B , C (mit Argumenten) nicht auftreten, 
die ihr deduktionsgleiche Formel 

{x) (y) (z) {u) ((î^)2t(^, y,z,u,v) B(x,y,z,u)) 

& {x) (y) {(E z) [u) B(x, y, z, u}-^ C(x, y)) -> {E x) (y) C {x, y) , 

welche sicli in die Normaldisjunktion 

{Ex) {Ey) {Ez) {Eu) {v) {%{x, y. z, u, v) & B(x, y, z, u)) 

V {Ex) {Ey) {Ez) («) {B(x, y, z, u) & C{x, y)) V {Ex) (y) C{x, y) 
überführen lâBt. 

Sofern man nicht auf eine Normaldisjunktion, sondern auf eine 
SKOLEMsche Normalform ausgeht, kann man eine noch weitergehende 
Kürzung erreichen; es kann dann jede Aufeinanderfolge von Seins- 
zeichen mit auch mehreren nachfolgenden Allzeichen ungetrennt gelassen 
werden. 

So kônnen wir z. B. bei der eben betrachteten Formel 
{Ex) (y) {Ez) {u) {v) %{x, y, z, u, î;) 

die Aufeinanderfolge {Ez) {u) {v) ungetrennt lassen, d, h. wir brauchen 
ihr nur eine Formelvariable zuzuordnen. In der Tat ist die genannte 
Formel deduktionsgleich der Formel 

(a:) (y) {(Ez) (u) (v) 9ï(;r, y, z,u,v) -* B(x, y)) -> {Ex) (y) B{x, y); 

11 * 
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die aus dieser durch Umformung sich ergebende Formel 

{Ex) {Ey) {Ez) {u) {v) y, u, v) & B(x, y)) V {Ex) (y) B{x, y) 

ist zwar keine Normaldisjunktion (wegen des Auftretens von zwei All- 
zeichen ini ersten Disjunktionsglied), wohl aber ist sie überführbar in 
eine SKOLEMsche Normalform, nâmlich in die Formel 

{Ex) {Ey) {Ez) {u) {v) {w) y,z,u,v) & B {x, y)) V B{x, w)). 

In methodischer Hinsicht sei hervorgehoben, dal3 für den Skolem- 
schen Satz die Verwendung der Formelvariablen wesentlich ist. 

Hiermit wollen wir die formalen Betrachtungen über den Prâdikaten- 
kalkul vorlâufig abschlieCen. Es stehen jetzt zunâchst zwei angekündigte 
Nachweise aus: der erste dafür, daB jede Formel des einstelligen Prâdi- 
katenkalkuls, die im Endlichen identisch ist, auch ableitbar ist; zweitens 
der Nachweis dafür, daB die Formeln 'Jv, Bl, von denen wir festgestellt 
haben, daB sie im Endlichen identisch sind, dennoch nicht ableitbar 
sind. Im AnschluB an den Satz über den einstelligen Pradikatenkalkul 
wollen wir für diesen auch das Entscheidungsproblem behandeln. 

Zuvor aber empfiehlt es sich, daB wir die Formalisierung des 
SchlieBens nach zwei Richtungen ergânzen, nâmlich in Hinsicht auf 
den Begriff der Identitàt und auf die Zulassung mathematischer Funk- 
tionszeichen neben den Prâdikatensymbolen. 

§ 5. Hinzunahme der Identitàt. Vollstàndigkeit des 
einstelligen Prâdikatenkalkuls. 

Die Identitàt, welche wir sprachlich in Sâtzen wie ,,a ist dasselbe 
Ding wie h“ zum Ausdruck bringen, hat âuBerlich betrachtet die Form 
eines Prâdikates mit zwei Subjekten. 

Inhaltlich aber betrifft sie etwas, das — jedenfalls von dem Stand- 
punkt, den wir in den axiomatischen Theorien und auch in der mengen- 
theoretischen Prâdikatenlogik einnehmen — einer jeden prâdikativen 
Bestimmung gleichsam vorhergeht, nâmlich die Sonderung der Dinge 
des Individuenbereichs. 

In jeder axiomatischen Théorie werden die Grundverknüpfungen 
bezogen auf ein oder mehrere Système von Dingen, innerhalb deren 
man die Sonderung der Individuen als bestehend voraussetzt. Dieser 
Auffassung entspricht es auch, daB in diesen Theorien (im allgemeinen) 
die Identitàt bzw. ihr Gegenteil, die Verschiedenheit, nicht mit unter 
den implizite durch die Axiome zu charakterisierenden Grundbeziehun- 
gen — wie z. B. in der Geometrie den Beziehungen der Inzidenz, des 
Zwischenliegens, der Kongruenz — aufgeführt, sondern als ein Begriff 
der inhaltlichen Logik benutzt wird. 
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Um nun einerseits der sprachlichen Form der Identitâtsaussage, 

andcrerseits ihrem besonderen inhaltlichen Charakter Rechnung zu 

tragen, werden wir im Formalismus die Identitât als ein für die Logik 

ausgezeichnetes Grundprâdikat behandeln. 

Fine gewisse Formalisierung der Identitât haben wir bereits zur 

Verfügung durch die Môglichkeit, VariaUen zu identifizieren. So wird 

Z. B. durch die Formel ; 

< {a , a) 

zur Darstellung gebracht, daÜ die Beziehung nicht zwischen a 

und demselben Ding besteht. Aber hiermit kommen wir nicht aus, 

wenn wir z. B. den Satz wiedergebcn wollen: ,,Wenn a nicht kleiner 

als b und b nicht kleiner als a ist, so ist a dasselbe Ding wie b.“ 

Wir führen nun ein Prâdikatensymbol für die Identitât ein. Und 

zwar nehmen wir als solches, da wir keinen Anlaü haben, die Identitât 

von der arithmetischen ,,Gleichheit“ zu unterschciden, das gewohnliche 

Gleichheitszeichen , , ... ,,,, 

a = b {,,a gleich b ) . 

Auf dieses Symbol ist zunâchst die Einsetzungsregel anwendbar, 

d. h. es kann , 

a — b 


eingesetzt werden für eine Formelvariable mit den Argumenten a, b. 
Im übrigen erhâlt das Gleichheitszeichen im Formalismus seine Rolle 
durch die beidcn ,, Gleichheitsaxiome" 


(/i) a = a. 

[J 2 ) a = 6 -> (A (a) A (b )) , 


welche als Ausgangsformehi in den Ableitungen benutzt werden kônnen. 

Die Négation der Gleichheit ist die ,,Ungleichheit“. Wir wollen 
das übliche Ungleichheitszeichen verwenden, dieses aber nur als eine 
Abkürzung für die Négation der Gleichheit gebr^iuchen^. Wir setzen 
also fest, daü anstatt 


stets auch 


a 


a 


geschrieben werden kann, und umgekehrt. 

In engem Zusammenhang mit dem Begriff der Gleichheit und der 
Vcrschiedenheit (Ungleichheit) stehen die elementaren Anzahlbegriffe, 
und diese erhalten auch durch die Einführung des Gleichheitszeichens 
ilire formule Darstellung. Insbesondere lassen sich mit Hilfe des Gleich- 
heitszeichens Anzahlbedingungen für einen Individuenbereich formu- 
lieren, auf den sich gebundene Individuenvariablen beziehen. So 

entspricht die Formel , , , , , 

{x) (y) (x = y) 


1 Diese Vereinbarung haben wir auch schon im § 1 getroffen, vgl. S. 4. 
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der Aussage, daB es nur ein Ding im Individuenbereich gibt. Ebenso 
besagt (im Sinne der inhaltlichen Deutung) die Formel 

[x] [y] {z) {x — y y X = zM y — z) , 

daC es hôchstens zwei Dinge, und die Formel 

{E x) (E y) {x 4- y) , 

daC es mindestens zwei Dinge im Individuenbereich gibt. 

In analoger Weise lâBt sich jede bestimmte endliche Hôchstzahl 
oder Mindestzahl der Dinge des Individuenbereiches durch eine Formel 
ausdrücken, die keine Formel variable enthâlt und in der als einziges 
Prâdikatensymbol das Gleichheitszeichen auftritt. 

Diese Formeln sind einfacher und elementarer als die Formeln, 
welche von Freüe und Russell zur logischen Définition der bestimmten 
endlichen Anzahlen benutzt worden sind, d. h. diejenigen Formeln, 
welche die Einzahligkeit, Zweizahligkeit usw. von einstelligen Pràdikaten 
zum Ausdruck bringen^. 

Die Einzahligkeit eines einstelligen Prâdikates P {a) drückt sich 
aus durch die Formel 

{Ex) (y) {P (y) ~ X = y). 

(,,Es gibt ein Ding x, so daB P auf y dann und nur dann zutrifft, wenn 
X dasselbe Ding ist wie y.“) 

Die Zweizahligkeit von P (a) stellt sich dar durch die Formel 

(E x) {Ey) {x ^ y & (z) {P(z) ~ z ~ xN z ~ y)}. 

Zu dem Begriff der Einzahligkeit stehen in enger Beziehung die Begriffe 
der Eindeutigkeit und der umkehrbaren Eindeutigkeit. Auch diese werden 
mit Hilfe des Gleichheitszeichens formalisiert. So bringt die Formel 

(x){Ey) R(x,y)Sc(x){y)(z){R(x,y) & R(x,z) -> y = z) 

die Eigenschaft einer Beziehung R [a, b) (eines Prâdikates mit zwei 
Subjekten) zum Aasdruck, daB es zu jedem Ding a ein und nur ein 
Ding b gibt, für welches R {a, b) zutrifft. Und die Formel 

{x){{Ey)R{x,y)&{Ey)R{y,x)) 

& (x) (y) {z) {{R(x, y) & R{x, z) ->*y ^ z) &. {R{x, z) & R{y, z) -*• x — y)) 

bringt zum Ausdruck, daB durch die Beziehung R {a, b) der Individuen- 
bereich umkehrbar eindeutig auf sich abgebildet wird. 

Die angeführten Beispiele zeigen uns die mannigfachen Darstellungs- 
môglichkeiten, die wir durch die Einführung des Gleichheitszeichens 

^ DaB Frege und Russell jene einfacheren Formeln nicht zur Définition 
der Anzahlen benutzen konnten, lag daran, daB sie ihrer Théorie die Annahme 
eines universellen Individuenbereiches zugrunde legten, für welchen die Anzahl 
der zu ihm gehôrigen Dinge nicht als variabel betrachtet werden konnte. 
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gewinnen. Betrachten wir nun die Gleichheitsaxiome und ihre de- 
duktive Verwendung. 

In bezug auf diese Axiome ist zunâchst zu bemerken, daü man 
von den Formeln (/j) , (/g) leicht zu den entsprechenden Formeln 
mit gebundenen Variablen übergehen kann. In der Tat sind ja die 
Formeln (Ji), {J 2 ) den Formeln 

{x) {x = X), 

(x) (y) {x = y -> {A (x) -> A (y))) 

deduktionsgleich — wie man unmittelbar aus einem unserer ersten 
Sâtze über die Deduktionsgleichheit entnimmt. 

Inhaltlich kann die Formel (/j) als Formalisierung des „Satzes 
der Identitàt" angesprochen werden, und der Formel (J 2 ) entspricht 
der Satz, dal3 Gleiches für Gleiches gesetzt werden kann. 

Wir gehcn nun an die Ableitung einiger Formeln aus den Gleich- 
heitsaxiomen. Und zwar beginnen wir mit denjenigen Formeln, welche 
die bekannten formalen Eigenschaften der Identitàt zum Ausdruck 
bringen. Zu diesen gelangen wir folgendermaBen : Setzen wir zunâchst 
in der Formel {J 2 ) für A {d) die Formel d = c ein, so erhalten wir 

1 ) ) a = h {a = c b — c) . 

Setzen wir hierin a für c ein und vertauschen die beiden Vorderglieder, 
so ergibt sich „ ^ ^ ^ j 

und diese Formel, zusammen mit (Ji), liefert nach dem SchluBschema 

2) ) a = b -> b = a. 

Durch Kontraposition und Einsetzung ergibt sich aus dieser Formel noch 
2a) j (t "I” b ^ b d , 

ferner erhalten wir aus 1)) durch Einsetzungen 

b — a-* {b — c-*-a = c), 

und diese Formel, zusammen mit 2)) , liefert gemâB dem KettenschluB 

3) ) a = b -*■ {b = c -> a — c) . 

Die Formel 2)) bringt die Symmetrie-Eigenschaft der Identitàt, 
Formel 3 )) di® Eigenschaft der ,,Transitivitàt‘‘ zum Ausdruck; (Ji) 
drückt die Eigenschaft der „Reflexivitàt‘‘ aus. 

Allgemein sagen wir von einem Pràdikat 9î (a , 6) , daB es reflexiv 

gilt, daB es symmetrisch ist, wenn 

. 9l(a,.è)->9î(6,a) 
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gilt, und daB es transitiv ist, wenn 


9î(a, ô) (9î(&, c) 9î(«, c)) 

gdt. 

Diese drei Eigenschaften der Reflexivitât, der Symmetrie und 
Transitivitât zusammen werden oft als charakterisierende Eigen- 
schaften der Gleichheitsbeziehung genannt. Dabei handelt es sich aber 
nicht um die Gleichheit speziell im Sinne der Identitât, sondern viel- 
mehr nur um irgendeine Art von Ühereinstimmung. 

In der Tat hat jede Beziehung zwischen zwei Dingen, welcher die 
Bedeutung irgendeiner Übereinstimmung zukommt, wie z. B. in der 
Géométrie die Âhnlichkeit von Figuren, die Richtungsgleichheit von 
Geraden, die Lângengleichheit, die topologische Gleichheit von Ge- 
bilden, die genannten drei Eigenschaften. 

Unter EiUen solchen Beziehungen der Übereinstimmung ist die 
Identitât dadurch ausgezeichnet, daB sie nicht nur Übereinstimmung 
in irgendeiner Hinsicht, sondern Übereinstimmung in jeder Hinsicht 
bedeutet — wenigstens soweit Merkmale in Frage kommen, die durch 
die Grundprâdikate der zu behandelnden Théorie ausdrückbar sind. 
Diese voUige Übereinstimmung wird durch das zweite Gleichheitsaxiom 
zum Ausdruck gebracht. 

Aus der obigen Ableitung der Formeln 2)) und 3)) aus den Formeln 
1)) und (/i) geht hervor, daB man zum Nachweis der drei genannten 
Eigenschaften für eine Beziehung è) stets nur nôtig hat, die 

zwei Formeln ^ , , 


und 


ÿi(a,b) i^i(a,c}-*^fi(b,c)) 


abzuleiten, Umgekehrt ergibt sich die zweite dieser beiden Formeln 
aus den Formeln für die Symmetrie und die Transitivitât durch den 
KettensctiluB, so daB das System der drei Formeln für Reflexivitât, 
Symmetrie und Transitivitât mit dem System der zwei letzten Formeln 
gleichwertig ist. 

Aus den Formeln 2)) und 3)) konnen wir auch noch die Formel 
4)) a = c-^ {b = c~>a = b) 

ableiten, welche dem Satz entspricht, daB, wenn zwei Dinge einem 
dritten gleich sind, sie auch einander gleich sind. 

Aus 4)) erhalten wir nach der Regel der Kontraposition 

Cl = c ^ (cl b ^ b c) 


und hieraus durch Vertauschung der Vorderglieder und Anwendung 
der Ersetzungsregel für die Implikation die Formel 

5 )) a=^b-*-a-^-cyb^c. 
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Aus der Formel (/g) erhalten wir durch Einsetzung für die Formel- 
variable A(c) ^ ^ j, _ ^ 

und daraus durch Anwendung der Kontraposition 

a = b -*■ (A (b) -* A (a)) . 

Fine weitere Anwendung der Formeln (/j) ( 72 ) besteht darin, daB 
man mit ihrer Hilfe diejenigen Umformungen bewirken kann, denen 
inhaltlich die Auffassung eines Einzelurteils als Spezialfall einerseits 
von einem allgemeincn, andererseits von eincm existentialen Urteil 
entspricht. 

Die beidenÂquivalenzen, auf denen dieseUmformungen beruhen, lauten 

6a)) A(a) (x) (x = a -> A(x)), 

6b)) A(a) (Ex) (x — a & A (x)) . 

Die Ableitung der Formel 6a)) spaltet sich gemâB dem Schéma 
der Âquivalcnz in die Ableitungen der beiden Implikationen 

A (a) (x) (x = a A (x)) , 

(x) (x = a A (X)) -> A (a) . 

Zu der ersten von diesen gelangt man, indem man ausgeht von der 
[vorhin aus (J 2 ) abgeleiteten] Formel 

a — b (A (b) -> A (a)) , 

welche durch Vertauschung der Vorderglieder 

A{b) (a — b -> A (a)) 

ergibt, sodann die Regel (oc) anwendet und dann a für b einsetzt. Die 
umgekehrte Implikation 

(x) (x = a A {x)) -> A (a) 

ergibt sich so; Aus der Formel (a) erhâlt man durch Einsetzung 
(x) (x — a A (x)) -*■ (a — a -> A {a )) . 

Diese Formel liefert durch Umstellung der Vorderglieder und An- 
wendung des SchluBschemas auf Grund von (/j) die gewünschte 
Formel. 

Von 6a)) gelangt man zu 6b)) am einfachsten, indem man von 
beiden Seiten der Àquivalenz die Négation bildet, hernach A (c) für 
A (c) einsetzt und die doppelten Negationen weglâBt. 

Wird auf den rechten Seiten der Formeln 6a)) und 6b)) die Gleichung 
X — a durch x 4" a ersetzt, so lassen die entstehenden Ausdrücke 

(x) (x 4^ d A (x)) , 

(Ex) (x 4^ a & A (x)) 
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nicht mehr eine so einfache Umformung zu, durch welche die Identitât 
und die gebundenen Variablen eliminiert werden; wohl aber kônnen 
sie übergeführt werden in Ausdrücke, welche sich mit Hilfe der Aus- 
sagenverknüpfungen zusammensetzen ans der Primformel A (a) und 
aus solchen Formeln, in denen a nicht auftritt und welche Aussagen 
liber die Mindestzahl von Individuen der Eigenschaft A oder die Hôchst- 
zahl von Individuen der Eigenschaft A entsprechen. 

Denn es gelten die Àquivalenzen 

7a)) (x) (x 4^ A (xj) ~ {(:ï) A(x) V ( J(fl) & (x) (y) (x y A(x} V A (y)))} , 

7b)) (Ex) (x i fl & ^ (;r))~{(EA:) ^(aj) &(/!(«) (Ex) {Ey) [x 4- y&^(Ac) &/l(y)))}, 

und in diesen haben die rechten Seiten in der Tat die angegebene Be- 
schaffenhcit ; nâmlich die Formeln 

(a;) A{x) , (a;) (y) {x 4 y -*• A{x)y A (y)) , 

{E x) A {x) , (E x) {E y) (x 4” y & A (x) & A (y)) 

entsprechen den Aussagen; 

„Es gibt kein Ding der Eigenschaft A." 

„Es gibt hôchstens ein Ding der Eigenschaft A." 

„Es gibt mindestens ein Ding der Eigenschaft A.“ 

,,Es gibt mindestens zwei Dinge der Eigenschaft A.“ 

Was die Ableitung der beiden Formeln betrifft, so ergibt sich 7b)) 
aus 7a)) auf ganz entsprechende Weise wie 6b)) aus 6a)), durch beider- 
seitige Bildung der Négation und Einsetzung von A{c) für A{c). VVir 
brauchen also nur 7a)) abzuleiten. Der Gang dieser etwas langwierigen 
Ableitung soll hier nur in den Hauptzügen angegeben werden. 

Die t'ormel 7a)) hat die Gestalt 

3l~{93V(e&^)}. 

Indem wir diese Àquivalenz in zwei Implikationen spalten, ferncr die 
Schemata der Konjunktion und Disjunktion sowie das distributive 
Gesetz anwenden, erkennen wir, daÜ es genügt, folgende vier F'ormeln 
abzuleiten: 31-^ $8 V©. 

S3-^5l, 

6 & X -> 31 . 

Die erste von diesen kann umgeformt werden in 

die zweite ist ableitbar aus 

die vierte lâBt sich umformen in 

3)->3ive. 
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Somit reduziert sich die Aufgabe auf die Ableitung folgender vier 
Formeln: 

e & 31 -*■ S3 , 

d. h. ausgeschricben ; ^ 31 V 6, 

A {a) & {x) {x ^ a -> A (x)) -*■ {x) A (x) , 

(x) (x 4"- a A {X)) {x) (y) (x 4^- y-* A (x) V A (y)) , 

(x) A ( a ;) -*■ {x) {x 4^ a -> a {x)) , 

{x) (y) ( a ; y ^ A (x) V A (y)) -> (x) (x 4 - a-^ A (x)) y A{a) . 

Von diesen Formeln sind die beiden letzten ohne weiteres ans dem 
Prâdikatenkalkul zu entnehmen. Denn die dritte geht durch Einsetzung 
hervor ans der leicht ableitbaren Formel 

{x)A{x) -> {x) {B(x) -*A{x)), 

und die vierte kann durch Anwendung der Regel {i) und der iden- 
tischen Formel ^ g, y c ~ (A B V C) 

[in Verbindung mit der Regel (ry)] umgeformt werden in die Formel 
(x) (y) {x =!■: y A (x) V A (y)) -> {x) {x 4 - a-* A (x) V A (a)) , 
welche aus der ableitbaren Formel 


W (y) B{x, y) -> (x) B{x, a) 
durch Einsetzung hervorgeht. 

Mit wcsentlicher Benutzung der Formeln für die Identitât geschieht 
die Ableitung der beiden ersten Formeln. 

Die erste ist mit Hilfe der Formel 6a)) überführbar in die Formel 

{x) {x = a-> A {X)) & (x) (x ' 4 ^ a A (x)) -*■ (x) A(x); 

diese aber entsteht durch Einsetzung aus der im Prâdikatenkalkul 
ableitbaren Formel 

(x) (B (x) -> A (x)) & (x) (B (x) -► A (x)) ->• (x) A (x) . 

Die zweite Formel 

(x) (x 4^ a A (a;)) -► {x) (y) {x 4^ y A (x) V A (y)) 

kann nach den Regeln des Prâdikatenkalkuls abgeleitet werden aus 
der Formel 


{h 4^- a A (b)) &. {c 4^ a-^ A (c)) -> (6 =4 c -> A (è) V [c]). 
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und nach den Methoden des Aussagenkalkuls reduziert sich die Ab- 
leitung dieser Formel auf die der Formel 

}} C ^ b il \l C ^ - (t f 

diese aber geht aus der Formel 5)) durch Einsetzungen hervor. 

Aus den Formeln 7a)), 7b)) kônnen wir noch ein weiteres Paar von 
bemerkenswerten Formeln gewinnen. 

Wenn wir in der Formel 7a)) die Variable y in z und x in y um- 
benennen und dann die Regel {ô') für das Seinszeichen in Verbindung 
mit der Regel (t) anwenden, so gelangen wir zu der Formel 

{Ex) (y) (y + a;- > A (y)) ~ {(y) A (y) V {{Ex)A{x) 8c (y) (z) (y + z-> A (y) VA (z)) )} . 

Auf der rechten Seite dieser Àquivalenz kônnen wir w ieder y in a;, 
2 in y umbenennen ; auCerdem kônnen wir (E x) A {x) umformen in 
{x) A (x) . Die so entstehende Formel kônnen wir mit Anwendung 
der vorhin benutzten Abkürzungen , 2) angeben durch : 

{E x) (y) {y X -> A (y)) ~ (33 V (33 & î)) . 

GemâB dem Aussagenkalkul ist nun 

33 V (33 & î)) 

ersetzbar durch Y ^ 

Da ferner, wie wir festgestellt haben, 

33 31 sowie 31 -> ^ 

ableitbare Formeln sind, und somit auch 33 ->■ S) ableitbar ist, so ist 
33 V 2) überführbar in S), und wir erhaltcn somit die Formel 

^ {Ex) (y) {y T x^ A(y))^':S), 

8a)) {Ex) (y) (y 4^ a : -► A (y)) {x) (y) ( a ; 4= y -> A ( a :) V A (y)) . 

Aus dieser Formel erhalten wir durch dcnselben Ubergang wie von 
7a)) zu 7b)) die Formel 

8b)) ( a :) {Ey) {y ^ x 8c a (y)) ~ {E x) {E y) {x -4 y 8c A {x) 8c A (y)) . 

Die Bedeutung dieser Formeln liegt darin, daC durch sie verschiedene 
Darstellungen von Anzahlbedingungen ineinander übergeführt werden. 
In der Tat entsprechen beide Seiten der Àquivalenz 8 a)) der Aus- 
sage, daB es hôchstens ein Ding von der Eigenschaft À gibt, beide 
Seiten von 8b)) der Aussage, daB es mindestens zwei Dinge von der 
Eigenschaft A gibt. 

Ganz die entsprechenden Umformungen bestehen auch für hôhere 
Anzahlen. Das Schéma der Formeln, welche die Verallgemeine- 
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rung der Formeln 8a)), 8b)) für grôBere Anzahlen bilden, ist folgen- 
des: 

( {E x) {E y) . . . {Ev) {w) {w ^ X & w y & . . . & w v~* A (w)) 

~ (a;) (y) . . . (v) (w) (x i y &x z&. . . &v iw-*- A(x} V A(y) V . . .V A (w)) , 

1 {x} (y) ... (v) (Ew) (w ^ X &w y w V & A (w)) 

■^(ExJlEy) . . . (Ev){Ew) y& a: 1 . & ii 4 îf'&/4(A:) &i4(y) & . . . &i4(ze')). 

Hier stehen in den Vordcrgliedern der Àquivalenzen an Stclle der 
einen, in den Formeln 8a)), 8b)) auftretenden Variablen a; — welche 
in 8a)) durch ein Seinszeichen, in 8b)) durch ein Allzeichen gebunden 
ist — die Variablen 

a;, y,..., V, 

die in 9a)) sâmtlich durch Seinszeichen, in 9b)) sâmtlich durch All- 
zeichen gebunden sind und übcr welche sich die Konjunktion 

w X 8c . . . & w V 

erstreckt. In den Hintergliedern der Âquivalenz stehen an Stelle der 
zwei in den Formeln 8a)), 8b)) auftretenden Variablen x, y die 
Variablen 

x,y,... , V, w, 


welche in 9 a)) sâmtlich durch Allzeichen, in 9b)) durch Seinszeichen 
gebunden sind; über diese Variablen erstreckt sich in 9a)) die Dis- 

junktion A(x)yA{y)...\/A{v)yA {w) , 


in 9b)) die Konjunktion 

A (a:) & a (y) & ... cS: h {v) 8c A (w) ; 
und die Konjunktion 

a: y & a: ^ a: & ... & r) A'- w 


erstreckt sich in 9a)) und 9b)) über die Paarc, die sich aus je zwei 
verschiedenen der x, y, . . . ,v,w bilden lassen. In den Formeln 9a)) 
kônnen wir noch die Implikationen in Disjunktionen umwandeln; wir 
erhalten dann 

{E x) {E y) . . . {Ev) (w) {w — X y w — y V . . . M w = V M A (w)) 

~ (x) {y) . . . [v) (w) {x = yy X — zM . . .y V = wV 

A(x)y A(y)y . . .y A (w/)) , 

und diese Formeln sind genau dual zu den entsprechenden For- 
meln 9b)). 
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Wir wollen für die Hinterglieder dieser Âquivalenzen eine ab- 
kürzende Bezeichnung einführen. Es werde allgemein, wenn m die 
Anzahl der Variablen 


X, y, . . . ,w 
{E,,x) ^{x) 


ist, mit 
der Ausdruck 

{Ex) .. . (Eté») (a; =1= y & ^ =j= '2' & • • ■ & ^ (a:) & 31 (y) & ... & 31 {w)) 

und entsprechend mit ^ 31 (^) 

der Ausdruck 

{x) ... {w) {x = y y X ~ Z ^ V — w y ^(x) y ... y '^{w)) 

bezeichnet. Die Bezeichnung gilt für 


m = 2, 3, 

Im Sinne der inhaltlichen Deutung besagt die Formel 

daB es mindestens m Dinge gibt, auf welchc 31 (a:) zutrifft, und („,aj) 31 (a:) 
besagt, daB es hôchstens m — 1 Dinge gibt, auf welche 31 (a;) nicht zu- 
trifft, daB also auf aile Dinge mit hiichstens m — 1 Ausnahmen 31 (a:) 
zutrifft. 

GemâB der Regel (7) für die Bildung der Négation ergeben sich die 
Aquivalenzen ^ ^ _ 

{E^x) A {x) ~ (,„a;) a {x) , 

(m = 2 ,},. . .). 

Ferner leitet man leicht (für eine gegebene Anzahl m) die Formeln 

(mX) A (x) -> (m + lX) A (x), 

(Em + ix) A (x) ^ (E^x) A [x) , 
sowie auch die Formeln A {x) A (x) , 

(E^x) A (x) {E x) A {x) 

ab. Für aile diese Formeln ist auch vom Standpunkt der inhaltlichen 
Deutung die Gültigkeit leicht zu ersehen. 

Mit den eingeführten Abkürzungen schreiben sich die Formeln 9a)), 
9 b)) folgendermaBen : 

{E x){Ey) . . . {Ev){w) {w — X y . . . y w — vy A[w)) ~ (i + 1 ^) -^ (^) , 
{x){y) ... {v){Ew){w ^ x8l...8cw^v8cA {w)) ~ {E i^ix)A (x) ; 
dabei ist f die Anzahl der Variablen x , y , . . . v . 
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Die Ableitung der Formeln Ça)). Çb)) wollen wir hier nicht durch- 
führen, da sie ziemlich umstândlich ist, ohne etwas grundsâtzlich 
neues zu bieten. 

In entsprechender Weise, wie die Formeln 8 a)) , 8 b)) in den Formeln 
Ça)) , çb)) ihre Verallgemeinerung erhalten, lassen sich auch die Formeln 
7 a)), 7 b)) verallgemeinern. Die Àquivalenzen, welche diese Verall- 
gemeinerung bilden, liefern eine Umformung von Formeln der Gestalt 

(a;) {x a & a: 4^ 6 & ... & a: 4'- r ^ W) , 

{E x) {x ^ a & X b & . . . & X r & A (a;)) , 

wobei also an die Stelle der Ungleichung x 4- a in den Formeln 7 a)), 
7 b)) hier eine Konjunktion aus mehreren solchen Ungleichungen tritt 
und an Stelle der einen freien Variablen a mehrere solche Variablen 

auftreten. ^ 

Wir wollen die Formeln für den Fall der drei freien Variablen a, 
h, c angeben. Die zu 7 a)) analoge Formel lautet, bei Anwendung der 
eingeführten Abkürzungen : 

(x) (a: + a&A: 1 - b&x-\^c -*A (x))'^{(x)A {x} \I[A (a) VA [b)\l A (c))& (ja:)^ (a:)] 

V [(A (fl) & A (^ & a 4 6 ) V (A (fl) & A (c) & fl + c) V (A (b) &A(c)&b -4 c) & ( 3 A:) A (a:)] 

V [A (fl) & A (i) & À (c) & fl ± b & a 4- c & b 4 c & (^x) A (a:)]}, 

und die zu 7 b)) analoge Formel lautet: 

(£'A;)(A:4fl&A;4^&A:4=c&A {x))-^{{Ex)A (a:) & [A (a) VA (b) V A (c)-> (j^jA:) A(a:)] 
&[(A(fl)& A(6) &fl 4= ft) V (A(«) &A(c)&fl 4 c) V (A(^))&A(c) & 6 4 c)-^ (F 3 A;) A(a;)] 
& [A (fl) & A (b) & A (c) & fl |- 6&fl4c&ô4c~^ (E^x) A (a;)]} . 

Wenn man in diesen Formeln die vorkommenden Implikationen durch 
die Disjunktion und die Négation ausdrückt und die Regel für die 
Bildung der Négation anwendet, .so erhâlt man folgende Àquivalenzen; 

{x)(x — aVx = bVx = cVA (x)) ~ {(a:) A (a:) V [(A (a) V A ( 6 ) V A (c)) & ( 2 A:) A (a:)] 

V [(A(fl) & A(è) & fl -4 è) V (A(fl) & À(c) & fl 4 c) V (A(6) & A(c) & è 4-' c) & {^x)A(x)] 

V [A (fl) & À ( 6 ) & A (c) & fl 4 & & 4 c & 6 4 c & {^x) A (a;)]}, 

{Ex) {x^akx^bkx^c&iA {x)) '~{(£' a:) A {x) & [(A (a) &À( b) &A(c))V (E^ x) A (a;)] 
& [(À (fl) V A (6) Va = A(fl) VÂ(c) Va = c & A(è) VÂ(c) V 6 = c) V (£' 3 a:) A(a:)] 
& [A (fl) V À46) vJ(c)Vfl = ôVfl = cV 6 = cV (E^x) A (a:)]}. 

Man erkennt sofort, daB diese beiden Formeln zueinander dual sind. 

Aus der Gestalt dieser Formeln entnimmt man leicht die Gestalt 
der entsprechenden Àquivalenzen für eine beliebige, an Stelle der drei 
Variablen a, b, c tretende Reihe von Variablen, z. B. a, b, .... r. 
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Diese Âquivalenzen wollen wir mit 10a)) , 10b)) numerieren. Wir 
machen von ihnen zunâchst eine spezielle Anwendung: wir nehmen 
irgendeine von den Formeln 10a)) und setzen darin für die Nennform 
A (s) die Formel 

A (s) & A“(s) 

ein. Die dadurch entstehende Formel lâCt sich nun wesentlich ver- 
einfachen. 

Es werde dieses an dem angegebenen Spezialfall von 10a)) dargelegt. 
Hier tritt auf der linken Seite (nach erfolgter Einsetzung) 

A (x) & AÏx) 

als Disjunktionsglicd auf. Dieses Disjunktionsglied kann aber nach 
den Regeln des Aussagenkalkuls [in Verbindung mit der Regel (r))] 
weggelassen werden. Auf der rechten Seite erhalten wir an Stelle von 
{x) A {x) den Ausdruck 

{x) {A {x) & A (X)) , 

welcher sich in die Négation der ableitbaren Formel 

(Ex) {À (X) y A (X)) 

umformen lâBt und daher als Disjunktionsglied mit Hilfe des SchluB- 
schemas beseitigt werden kann. 

An Stelle von 

A (a), Â{b}, Aie) 

treten auf Grund der Einsetzung die ableitbaren Formeln 
A^(^) y A (a), A (b) y A {b). Â{c) V A (c) . 

die wiederum als Konjunktionsglieder weggelassen werden konnen. 
P'erner gehen auch in den Ausdrücken 

{zX)A{x), {3 x)A{x), Ux)A{x) 

die Disjunktionsglieder, welche die Formel variable A enthalten, durch 
die Einsetzung in solche Gliedcr über, welche gemâB dem Aussagen- 
kalkul und der Regel (t]) entfernt werden kônnen; es bleiben daher 
an Stelle jener Ausdrücke nur die P'ormeln 

(x) (y) {x = y), {x) {y) {z) {x = yy X = zy y = z) , 

{x) {y) (z) (u) {x = y y X — Z y X = U y y = Z y y = uy Z u) . 

Wir wollen für Formeln dieser Art auch eine abgekürzte Bezeichnung 
einführen. 

Es bedeute 


(xiy) {x = y) 


(für f = 2, 3, . . .) 
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eine Formel, in welcher ï Allzeichen vorànstehen und auf diese eine Dis- 

junktion folgt, gebildet aus den Gleichungen zwischen den 
Paaren von den Variablen, die zu den Allzeichen gehôren. 

Die Formel ist hierdurch, abgesehen von der Benennung der ge- 
bundenen Variablen bestimmt. Sie besagt, inhaltlich gedeutet, daû es 
hôchstens î— 1 Dinge im Individuenbereich gibt. 

Mit Anwendung der neuen Bezeichnung erhâlt unsere betrachtete 
Aquivalenz nach der erfolgten Einsetzung nebst der Ausführung der 
angegebenen Umformungen folgende einfache Gestalt: 

(x) {x=a\/ x—by x= c)'^{{X 2 y) {x~y) V {a-^hya^c Vô =|= c & [x=y)) 

y{a^b8ca-[^c&.b^-c8c (x^y) {x = y))}. 

Die hierzu duale Formel lautet, wenn allgemein die Bezeichnung 

(Exiy) {x 4: y) 

eingeführt wird für diejenige Formel, die man aus 

{xty){x = y) 

durch die Bildung der Négation [gemâÜ der Regel (A)] erhâlt: 

{E x)(x^a&x^b&:x 4 c)~{{Ex^ y){x^-y)&(a = b&a — c&b = c)y(Ex3 y) (x 4 - y) 
&.a~bya = cyb = cy{E X/^y) {x -f- y)}- 


Die beiden erhaltenen Formeln lassen sich durch Anwendung der Um- 
formungen des Aussagenkalkuls und mit Benutzung der für jede gegebene 
Anzahl î leicht ableitbaren Formeln 

(xty) (x = y) (xt+iy) (x = y) 

in folgende für die inhaltliche Deutung vorteilhaftere Gestalt über- 
führen : 

{x){x = ay x — by x = c) y){x = y)&{a = by a = cyb = c-*- {Xay){x = y)) 

& {a = b 8c a — c & b = c {X 2 y) {x = y))}, 

{Ex) {x 4 a8cx^b8cx4^ c)~{{Ex 2 y) (a: ± y) & ( æ 4^ 6 Va 4" ^ V 6 4' c {Ex^y) (x 4y)) 
8l [a ^ b 8c a ^ c 8cb c -* (E Xi^y) (x y))} . 

Das formai Bemerkenswerte an diesen Âquivalenzcn ist die durch sie 
dargestellte Überführbarkeit der Formeln 

{x) {x = ay X = b y X = c) , 

(£■ Af) (a; 4 a & a; 4 & a; 4 0 

Hilbert- Beriiays, Grundlagen der Mathematik I. 
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in solche Formeln, die sich durch die Operationen des Aussagenkalkuls 
zusammensetzen aus den Gleichungen 

und den Formeln n— b, a — c, b — c 

bzw. (^2 y) y'^ ’ (^3 y) {X= y), {x^y) [x = y) 

{E y) {x 4- y) , {E Xs y) (x y) , {E x^ y) (x ^ y) . 


Man bcachte, daB in diesen letztgenannten l^'ormeln die freien 
Variablen a,h,c nicht mehr auftreten. 

Allgemein ergibt sich in dieser Weise aus den Formeln 10a)), 10b)) 
durch die Einsetzung von ^ (s) & ^ (s) für die Nennform A (s) nebst 
vereinfachenden Umformungen gemâB dem Prâdikatenkalkul, welche 
die Ausschaltung der Formel variablen A bewirken, die Überführbarkeit 
einer Formel 

(X) [x = a V X = h y ... \/ X = r) 

bzw. einer Formel 


{E x) {x A a ^ X \ - b Ik . . . & x 4= r) 


in eine solche Formel, welche sich durch die Operationen des Aussagen- 
kalkuls zusammensetzt aus den Gleichungen zwischen den Paaren 
von freien Variablen und den Formeln 


bzw. (^ 2 y) {x = y) , (X^y) ix = y), . . ., y) {x y) 

(Ex^y) {x 4 y), {E x^y) {x t y), . . (Ex^^-^y) {x -t y), 


wobei î die Anzahl der Variablen a, b, . . ., r bedeutet. 

Es sei noch darauf hingewie.sen, daB die Formel 

(Exiy) {x + y) 

im Sinne der inhaltlichen Deutung besagt, daB der Individuenbereich 
mindestens î Dinge enthâlt. Wâhrend also die Formel {x^y){x— y), 
inhaltlich gedeutet, eine Hôchstzahl für die Dinge des Individuenbereichs 
angibt, gibt die Formel {Ex^y) {x 4 y) eine Mindestzahl an. 

Wir wollen die Formeln der Gestalt 

{Xi y) {x^ y), (E x, y) (x j-' y) 

gemeinsam als ,, Anzahl formeln" bezeichnen. 

Die erhaltenen Umformungen haben wir aus den Àquivalenzen 
10a)), 10b)) mit Hilfe einer speziellen Ein.setzung für die Formel- 
variable entnommen, 

Betrachten wir anstatt dieser besonderen Einsetzung eine beliebige 
Einsetzung einer Formel 31 (s) für A (s) , so ergibt sich aus den Àqui- 
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valenzen 10a)), 10b)) unmittelbar die Überführbarkeit einer Formel 
{x){x — aWx = b\/...\/x = ry Sl{Af)) 
bzw. einer Formel 

{Ex) {x ^ a &i X ^ h & ... & X f Z & 91 {x)) 

in eine Formel, die sich durch die Operationen des Aussagenkalkuls 
zusammensetzt ans den Formeln 

91(a), 91(6), ..., 91(r), 

ferner den Gleichungen zwischen den ^ Paaren, gebildet aus 

den l freien Variablen a ,b , . . . , r , und drittens den Formeln 

bzw. W3<w. 

(Ex) «(*), (£,*) «(*), .... (£,+,*) 9{*). 

Die Wirkung dieser Umformung ist, bei einer Formel 91 (s), welche 
keine der Variablen a, b,..., y enthalt, dali diese freien Variablen 
nicht mehr im Bereiche eines Allzeichens oder Seinszeichens auftreten. 
Wenn insbesondere 91 (s) aufier s überhaupt keine freie Individuen- 
variable enthalt, so tritt in den Ausdrücken 

(^)31(a;), .... {,+,x)^{x), {Ex)^{x), .... (E,+,x)^{x) 

überhaupt keine freie Individuenvariable auf. 

Diese Umformungsmôglichkeiten führen zur Herstellung einer 
Normalform für die Formeln des ,,erweiterten einstelligen Pràdikaten- 
kalkuls“, d. h. desjenigen Formalismus, der aus dem einstelligen Prâdi- 
katenkalkul durch die Hinzunahme des Gleichheitszeichens und der 
Gleichheitsaxiome erhalten wird. Eine jede Formel dieses Kalkuls lâBt 
sich, auf Grund seiner Regeln, in analoger Weise wie eine Formel des 
einstelligen Pradikatenkalkuls in „Primârformeln‘‘ (jetzt in einem 
weiteren Sinne) zerlegen; dabei ist unter der Zerlegung in Primàr- 
formeln die Überführung in eine solche Formel zu verstehen, die sich 
mit Hilfe der Operationen des Aussagenkalkuls aus Bestandteilen 
folgender Art zusammensetzt: 

1. Formel variablen ohne Argument; 

2. Formel variablen mit einer freien Individuenvariablen als Argu- 
ment; 

3. Gleichungen zwischen freien Individuenvariablen; 

4. Formeln der Gestalt 

(x) <^{x) Oder {Ex) ^{x), 

wobei ‘3i)(3c) eine Disjunktion, ®(ac) eine Konjunktion bedeutet, deren 
Glieder Formel variablen mit dem Argument x oder Negationen von 
Formelvariablen mit dem Argument x sind. 

12 * 
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5 . Formeln der Gestalt 

(,„a;) Oder {E^x) 

wobei ®(a;) und 5 Î(ac) wiederum die unter 4 . angegebene Beschaffenheit 
haben. 

6. Anzahlformeln, d. h. Formeln der Gestalt 

{x^y) {x = y) Oder {Ex^,y) {x 4 y)- 

Der Unterschied gegenüber dem bloBen einstelligen Prâdikatenkalkul 
liegt hier in dem Hinzutreten der Fâlle 3 , 5 und 6. 

Das Verfahren, durch das wir zur Zerlegung einer vorgelegten 
Formel des erweiterten einstelligen Prâdikatenkalkuls in Primâr- 
formeln gelangen, ist analog dem Verfahren für die Zerlegung im 
bloBen einstelligen Prâdikatenkalkul: Falls die gegebene Formel keine 
gebundene Variable enthâlt, so hat sic bereits die verlangte Gestalt. 
Es braucht also nur der Fall betrachtet zu werden, daB gebundene 
Variablen vorkommen. Wir führen dann zunâchst die gegebene Formel 
in eine prânexe Formel über. Durch Umbenennung von gebundenen 
Variablen konnen wir jedenfalls erreichen, daB von den voranstehen- 
den Quantoren der letzte zu der Variablen x gehôrt, also {x) oder {Ex) 
lautet. Die andern, evtl, noch voranstehenden Quantoren mogen zu 
den Variablen 

y,z,...,u 

gehoren. 

Der hinter dem Zeichen {x) bzw. {Ex) stehende Ausdruck enthâlt 
auBer den gebundenen Variablen y,z,...,u im allgemeincn noch 
freie Variablen. 

Auf diesen Au-sdruck konnen wir, gemâB der Regel {fj), die Um- 
formungen des Aussagenkalkuls anwenden. Wir forrnen ihn, je nachdem 
{x) oder {Ex) voransteht, in eine konjunktive oder eine disjunktive 
Normalform uni und verlegen das AUzeichen {x) bzw. das Seinszeichcn 
{Ex), gemâB der Regel (#), auf die einzelnen Konjunktions- bzw. 
Dis j unktionsglieder . 

Es steht dann hinter jedem AUzeichen {x) (d. h. im Bereichc dieses 
AUzeichens) eine Disjunktion, bzw. hinter jedem Seinszeichen {Ex) 
eine Konjunktion, und gemâB der Regel {i) konnen wir jedes von x freie 
Glied der Disjunktion oder Konjunktion vor das betreffende Zeichen {x) 
bzw. {Ex) ziehen. 

Die ganze Formel erhâlt nun folgende Gestalt: Voran stehen die zu 
den Variablen 

y,z, . . . ,u 

gehôrenden AU- und Seinszeichen; und es folgt dann ein Ausdruck, 
der sich durch die Operationen des Aussagenkalkuls zusammensetzt 
aus Bestandteilen folgender Art: 
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1) Formelvariablen ohne Argument (also Formeln der Art 1.); 

2) Formelvariablen mit einer von x verschiedenen Variablen als 
Argument ; 

3) Gleichungen zwischen zwei von x verschiedenen Variablen; 

4) Ausdrücken von der Gestalt 

(x) V ... V 

oder 

(Ex) ($i(;c) & ... & 
wobei jedes der Glieder 

entweder eine die Variable x enthaltende Gleichung oder Ungleichung 
oder eine Formel variable mit dem Argument x, oder die Négation 
einer solchen ist. 

Im Falle, daü auBer x keine gebundene Variable vorkommt, setzt 
sich die gesamte Formel aus Bestandteilen der Arten 1) — 4) mittels 
der Operationen des Aussagenkalkuls zusammen, ohne daB noch AU- 
zeichen oder Seinszeichen davortreten. 

Es kommt nun darauf an, die Bestandteile der Art 4) umzuformen. 
Wir kônnen zunâchst Glieder von der Form 

X = X oder x 4- x 

ausschalten durch Anwendung der Formeln 

{x) {x — x) ~ AM À , 

(x) (x 4“ x) A &. A , 

{Ex){x = x) ~ A M A , 

{Ex){x + x) ^ A & 2 , 

{x){x = X M A (x)) A M À , 

(x) (x 4“ ^ V /I (x)) ~ (x) A{x) , 

(Ex){x X 8c A (x)) ~ {Ex) A (x) , 

{E x) (x 4^ X & A (x)) A & A , 

die aile mit Hilfe der Formel (/j) ableitbar sind. Ferner kônnen wir 
erreichen, daB in jeder der Gleichungen und Ungleichungen, welche 
die Variable x enthalten, x auf der linken Seite steht; dieses ergibt 
sich aus der Anwendung der Formel 2)) 

a — h -► b = a. 

Drittens kônnen wir bewirken, daB in den Bestandteilen 

(x) (^i(x) V... V^,(x)) 
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keines der Disjunktionsglieder eine Ungleichung, und in den Bestand- 
teilen 


keines der Konjunktionsglieder eine Gleichung ist. 

Denn ist z. B. in ,,,,,, , , . , ^ 

(x) (%(x)V.. . V^,(^)) 


das Glied eine Ungleichung x c, so lâBt sich der Ausdruck, 

welcher ja die Gestalt ^ 5 ,,^,) 

hat, zunâchst umformen in 

{x){x=^c -> ^(x)) 


und weiter, durch Anwcndung der Formel 6 a)) in 

m> 

d. h. in einen Ausdruck, welcher sich aus Bestandteilen der Arten 2 ) 
und 3) durch die Operationen des Aussagenkalkuls zusammensetzt. 

In einen solchen Ausdruck lâBt sich auch ein Ausdruck 


(Ex) {^^{x)&...8c%(x)), 


in welchem eines der Konjunktionsglieder eine Gleichung, wie x — c, 
ist, mit Hilfe der Formel 6 b)) umformen. 

Dieses Verfahren ist allerdings nicht anwendbar, wenn die Dis- 
junktion 


bzw. die Konjunktion 


V... 

(a;:) & ... & 


eingliedrig ist. In diesem Falle aber kônnen wir die aus der Formel (/|) 
ableitbaren Àquivalenzen 

(x) {x “} «) ~ A & A , 

{Ex) {x — a) ~ A y À 
zur Anwendung bringen. 

Es bleiben nun von Bestandteilen der Art 4 ) nur noch solche übrig, 
welche — abge.sehen von der Benennung der Variablen und evtl. der 
Ersetzung von freien Variablen durch gebundene Variablen — eine 
der folgenden sechs Formen besitzen: 


{x) {x = a M X = b M . . . y X — r) , 

{E x) {x a &. X ^ b . &i X r) , 
{x)%{x), (Ex)k{x), 

{x){x — aMx — by.. .y X — r\l %{x)) , 
{E x) {x a X ^ b 8c . . . (k. X r Si k(x)) , 
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wobei '^{x) eine Disjunktion, ^{x) eine Konjunktion bedeutet, in der 
jedes Glied eine Formel variable mit dem Argument x oder die Négation 
einer solchen ist. 

Von diesen sechserlei Ausdrücken sind 

(;r)2)(^), {Ex)^{x) 

solche, die wir in unserm zu beweisenden Satz als Formeln der Art 4. 
genannt haben. Und die übrigen lassen sich durch Anwendung der 
Formeln 10a)) , 10b)) in solche Ausdrücke überführen, die sich durch 
die Operationen des Aussagenkalkuls aus Bestandteilen der Arten 2) 
und 3) und aus Formeln von den Arten 5- und 6. zusammensetzen. 

Somit setzt sich nun der ganze Ausdruck, der auf die voranstehenden, 
zu den Variablen 

y,z, . . . ,u 

gehôrenden Quantoren folgt, aus Bestandteilen von den Arten 1., 4-, 
5-, 6., 2), 3) zusammen. 

Im Falle daB kein Ail- oder Seinszeichen mehr voransteht, kônnen 
die Bestandteile der Arten 2), 3) keine gebundenen, sondern nur freie 
Individuenvariablen enthalten; sie sind also Formeln der Arten 2. und 3- 
Die ganze Formel ist dann aus Formeln der Arten 1., 2., 4-, 5-, 6. 

mit Hilfe der Operationen des Aussagenkalkuls zusammengesetzt, 
und wir sind damit bereits am Ziel. 

Falls aber noch gebundene Variablen 

y,z,...,u 

und zu ihnen gehôrige voranstehende Zeichen vorhanden sind, so 
kônnen wir unser vorheriges Verfahren wiederholen. Allerdings ist 
die Situation gegenüber der anfânglichen jetzt dadurch verândert, 
daB im Bereiche der voranstehenden Quantoren die Bestandteile von 
den Arten 4-, 5 - . 6. vorkommen, welche gebundene Variablen enthalten, 
die von 

y,z,...,u 

verschieden sind. Dieser Umstand ândert jedoch nichts Wesentliches 
an dem Gang unseres Verfahrens. Denn da die Bestandteile der Arten 
4-, 5-, 6. keine von den Variablen y ,z, ... ,u enthalten, so kônnen wir 
sie ebenso behandeln wie die Formelvariablen ohne Argument, d. h. 
es kann zunâchst wieder der Ausdruck hinter den voranstehenden 
Quantoren in eine konjunktive bzw. disjunktive Normalform über- 
geführt werden, wobei jeder der Bestandteile von den Arten 4-, 5-, 6. 
als ungetrenntes Ganzes (so wie eine Primformel) beisammen ge- 
lassen wird. Wenden wir dann auf den letzten der voranstehenden 
Quantoren wie vordem die Regeln {d) und (t) an, so treten die Be- 
standteile der Arten 4., 5-, 6. aus dem Bereiche jenes Quant ors 
heraus. Die nunmehr sich ergebende Gesamtformel lâBt sich analog 
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charakterisiereii wie die Formel, die wir an der entsprechenden Stelle 
unseres erstmaligen Verfahrens erhalten. Ein Unterschied besteht nur 
darin, daB wir bei der Aufzâhlung der Môglichkeiten 1), 2), 3)» 4) zu 
den Bestandteilen der Kategorie 1), auBer den Formelvariablen ohne 
Argument auch die Formeln von den Arten 4-, 5., 6. zu rechnen haben. 
Der weitere Verlauf des Verfahrens, bei dem es sich ja nur um die 
Umformung der Formeln von der Art 4) handelt, ist dann ganz der 
entsprechende wie beim erstenmal. 

Entweder sind wir hiernach am Ziel, wenn nâmlich von den voran- 
stehenden Quantoren keiner mehr übrig ist, d. h. wenn aile gebundenen 
Variablen in die Bestandteile der Arten 4-, 5-, 6. hineingezogen sind; 
oder wir kônnen unser Verfahren nochmals zur Anwendung bringen. 
Bei jeder Anwendung dieses Verfahrens wird die Anzahl der voran- 
stehenden Quantoren um eins verringert. Somit führt, wenn n die 
Anzahl der anfangs in der pranexen Normalform voranstehenden 
Quantoren ist, die n-malige Anwendung unseres Verfahrens zu einer 
Formel von der gewünschten Beschaffenheit, d. h. einer solchen, die 
sich mittels der Operationen des Aussagenkalkuls aus Bestandteilen 
der Arten 1., 2., 3-> 4., 5-, 6. zusammensetzt. Die ursprünglich ge- 
gebene Formel ist damit in Primârformeln zerlegt. 

Man beachte, daB bei dieser Méthode der Zerlegung in Primâr- 
formeln keine neue freie Individuen variable eingeführt wird. Falls 
also die Ausgangsformel keine freie Individuen variable enthâlt, so 
kann auch nach der erfolgten Zerlegung in Primârformeln keine 
solche Variable auftreten. Es kônnen somit keine Bestandteile der 
Arten 2. und 3- vorkommen, vielmehr müssen aile Primârformeln den 
Arten i., 4., 5-, 6. angehôren. 

Ferner sei noch darauf hingewiesen, daB man bei der Zerlegung 
in Primârformeln Vorsorge treffen kann, daB in den Bestandteilen 
von der Gestalt 

(a;) 5) (x ) , (,„ x) S) (x ) , {E x) Sî {x ) , (£,„ x) {x) 

die Disjunktion '3) {x) bzw. die Konjunktion Sï {x) jede in ihr vorkommende 
Formel variable nur einmal enthâlt. Denn erstens kônnen Wieder- 
holungen von Gliedern in einer Disjunktion sowie in einer Konjunk- 
tion weggelassen werden. Es kônnte nun noch die gleiche Formel- 
variable in einer Disjunktion oder Konjunktion einmal ohne Négation 
und einmal mit Négation als Glied auftreten. Dann aber sind die 
Àquivalenzen anwendbar : 

{x) {A (X) V À (;ç)) ~ Ay A , {x) [A {x) MA (x) V B (x)) ~ A V A , 

{E x) {A (x) & A {x)) ~ A & A , (E x) {A(x) & A (x) & B (x)) ~ A & A . 

Nachdem wir uns durch die ausgeführten formalen Betrachtungen 
mit der Anwendungsweise der Axiome (/j) (/j) vertraut gemacht haben. 
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wenden wir uns zu der Fragc der Widerspruchsfreiheit. Wir haben zu 
zeigen, daB bei der Hinzunahme des Gleichheitszeichens und der Gleich- 
heitsaxiome zudem Prâdikatenkalkul kein Widerspruch zustande kommt, 
daB also nicht etwa zwei Formeln 31, 31 ableitbar werden. 

Diesen Beweis konnen wir nach der im § 4 angewendeten Méthode ^ 
führen, indem wir den Begriff ,,î-zahlig identisch" über den Bereich 
des Prâdikatenkalkuls hinaus auf solche Formeln ausdehnen, in denen 
das Gleichheitszeichen auftritt. Wir nennen eine solche Formel î-zahlig 
identisch — (1 bedeutet eine endliche, von 0 verschiedene Anzahl) — , 
falls sie, angewandt auf einen f-zahligen Individuenbereich bei jeder 
Einsetzung von logischen Funktionen® für die Formel variablen und 
von Individuen für die vorkommenden freien Individuen variablen den 
Wert ,,wahr“ liefert, sofern einer jeden als Prirnformel auftretenden 
Gleichung v _ a 


ihrer inhaltlichen Deutung entsprechend, der Wert ,,wahr“ oder ,,falsch“ 
beigelegt wird, je nachdem è mit t übereinstimmt oder nicht. 

Es sei hier auch der zu dem Begriff ,,f-zahlig identisch" duale Be- 
griff ,,ï-zahlig erfüllbar" gegenübergestellt : Eine Formel unseres be- 
trachteten Formalismus heiBt ï-zahlig erfüllbar, falls sie, angewandt auf 
einen f-zahligen Individuenbereich, bei passender Einsetzung von 
logischen Funktionen für die Formelvariablen und von Individuen für 
die freien Individuenvariablen den W'ert ,,wahr“ liefert, sofern den 


Gleichungen die ihrer inhaltlichen Deutung entsprechenden Wahrheits- 
werte beigelegt werden. 

Diese Begriffsbestimmungen decken sich, abge.sehen von der Ein- 
beziehung der freien Individuenvariablen, mit den im § 1 gegebenen 
Definitionen der Allgemeingültigkeit und der Erfüllbarkeit für einen 
f-zahligen Individuenbereich^. 

Von einer gegebenen Formel lâBt sich stets durch Probieren ent- 
.scheiden, ob sie f-zahlig identisch bzw. f-zahlig erfüllbar ist. Und eine 
Formel ist dann und nur dann f-zahlig identisch, wenn ihre Négation 
nicht f-zahlig erfüllbar ist. 

Eine Formel, die für jede Anzahl f die Eigenschaft hat, f-zahlig 
identisch zu sein, nennen wir entsprechend wie bisher ,,im Endlichen 
identisch", und eine P'ormel, die für gewisse Anzahlen f die Eigenschaft 
der f-zahligen Erfüllbarkeit hat, nennen wir ,,im Endlichen erfüllbar". 

Wir stellen nun fest, daB die Formeln (/j), (/j) beide im Endlichen 
identisch sind. Für die Formel (/j) ist dieses ohne weiteres klar. Bei 
(/g) ergibt die Anwendung auf einen f-zahligen Individuenbereich und 
die Einsetzung für die Formel variable und die Individuenvariablen 


eine Formel 


g = t -»- (31 (ê) -> 31 (t)). 


1 Vgl. § 4, s. 121—122. 2 Vgl. § 4, S. 126. 


3 Vgl. § 1, S. 8— 9. 
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Wenn nun § mit t übereinstimmt, so stimmt auch mit 9X(t) überein, 
daher erhalt 

den Wert ,,wahr“, und somit auch die ganze Formel; ist aber i von t 
verschieden, so erhalt 

= t 

den Wert falsch, und somit die ganze Formel wiedcrurn den Wert 
,,wahr“. 

Hieraus folgt nun nach der im § 4 angestellten Überlegung^, daB 
aile aus dem Prâdikatenkalkul unter Hinzunahme der Gleichheits- 
axiome ableitbaren Formeln im Endlichen identisch sind. Ferner 
folgt, daB, wenn auBer den Gleichheitsaxiomen noch irgendwelche 
ï-zahlig identischen Formeln (fur irgendein bestimmtes î) hinzuge- 
nommen werden, aile dadurch ableitbaren Formeln wieder ï-zahlig 
identisch sind. Bei der Hinzunahme einer oder mehrerer im Endlichen 
identischen Formeln sind demnach auch aile ableitbaren Formeln im 
Endlichen identisch. 

An diese Fcststellungen kônnen wir insbesondere die Bemerkung 
knüpfen, daB auch bei der Hinzufügung der Identitât und ihrer Axiome 
zu dem Pradikatenkalkul keine Vollstândigkeit in dem Sinne besteht, 
daB etwa jede Formel entweder ableitbar wâre, oder aber, als Ausgangs- 
formel hinzugenommen, einen Widerspruch ergâbe. 

Denn wir wissen ja, daB es bereits unter den Formeln des Prâdikaten- 
kalkuls für jede Zahl f solche Formeln gibt, die f-zahlig, aber nicht 
(f -f l)-zahlig identisch sind. Eine .solche F'ormel kann, nach dem 
eben Bewiesenen, auch bei der Hinzunahme des Gleichheitszeichens 
und der Formeln (/^j, (/g) nicht ableitbar werden [da sic nicht (f-f 1)- 
zahlig identisch ist]. Wird andererseits eine solche Formel als Aus- 
gangsformel hinzugenommen, so entsteht doch kein Widerspruch, 
vielmehr sind auch dann nur solche Formeln ableitbar, welche f-zahlig 
identisch sind. 

Die Mannigfaltigkeit solcher Formeln, welche f-zahlig, aber nicht 
(f -F 1)-zahlig identisch sind, wird durch das Hinzutreten des Gleich- 
heitszeichens betrâchtlich erweitert. Auch wird hierdurch der Satz 
hinfâllig, daB jede (f -f l)-zahlig identische Formel zugleich f-zahlig 
identisch ist, oder was dasselbe besagt, daB jede f-zahlig erfüllbare 
Formel zugleich (f -}- l)-zahlig erfüllbar ist. Denn mit Hilfe des Gleich- 
heitszeichens kônnen wir ja für jede endliche Zahl f die f-Zahligkeit 
des Individuenbereichs durch eine Formel ausdrücken. 

Wenn nun auch in dem genannten Sinne der Prâdikatenkalkul 
mit Hinzufügung des Gleichheitszeichens und der Gleichheitsaxiome 


^ Vgl. § 4, S. 121 — 122. 
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nicht die Eigenschaft der Vollstândigkeit besitzt, so ist doch die Charak- 
terisierung der Identitât durch die beiden Formeln (/j), (/g) in folgen- 
dem Sinne eindeutig: Wird auBer dem Gleichheitszeichen noch ein 
anderes Prâdikatensymbol a ~ h 

eingeführt und werden für dieses die den Formeln (/j) , (/g) entsprechen- 
den Formeln 

a ^ a 

a = h -*■ {A(a) A (b)) 

als Axiome aufgestellt, so kann die Formel 

, , . , a ~ a = h 

abgeleitet werden. 

Um uns hiervon zu überzeugen, genügt es aus Symmetriegründen, 

die Ableitung der Formel , , 

a ■— b a = b 

anzugeben. In der Formel (/g) werde für die Nennform A (r) eingesetzt 
a = c. Dadurch erhalten wir 

a = b -*■ {a = a -> a ~ b). 

Durch Vertauschung der Vorderglieder ergibt sich 

a = a {a = b a = b) , 
und diese Formel zusammen mit der Formel 

a = a 

liefert nach dem SchluBschema die gewünschte Formel. 

Zu beachten ist, daB diese Ableitung wesentlich darauf beruht, 
daB die Prâdikate 

a — b, a = b 

beide in eineni Formalismus vereinigt werden. — 

Hiermit wollen wir einstweilen die Betrachtung der Identitât und 
ihrer Axiome beenden, und es soll nun anschlieBend an die Erweiterung 
unseres Formalismus durch die Hinzunahme der Gleichheitsaxiome 
noch eine andere Art der Erweiterung besprochen werden. Diese be- 
steht in der Zulassung von Symbolen für mathematische Funktionen. 

Wir haben bisher auBer den Variablen und den logischen Zeichen 
nur Prâdikatensymbole und Individuensymbole im Formalismus zu- 
gelassen. Ein Prâdikatensymbol kann eingesetzt werden für eine 
Formelvariable mit der gleichen Zahl von Argumenten, ein Individuen- 
symbol für eine freie Individuen variable. 

Es sollen nun die mathematischen Funktionszeichen — wir sagen 
schlechtweg „Funktionszeichen'* — als eine neue Art von Symbolen 
eingeführt werden. Als Funktionszeichen nehmen wir im allgemeinen, 
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d. h. wofern nicht irgcndein sjjezielles gebrâuchliches Symbol angewandt 
wird, kleine griechische Buchstaben. Die Funktionszeichen sind gegen- 
über den Prâdikatensymbolen im Formalismus dadurch unterschieden, 
daB ein mit Argumenten versehenes Pradikatensymbol eine Formel 
(und zwar eine Primformel) bildet, dagegen ein mit Argumenten ver- 
sehenes Funktionszeichen einen ,,Term“ bildet, wobei ,,Term“ von 
jetzt ab die gemeinsame Bezeichnung für solche Ausdrücke sein soll, 
die für eine freie Individuenvariable eingesetzt werden kônnen. 

Die Einsetzungsregcl für die freien Individuenvariablcn erhalt also 
jetzt eine Erweiterung. Es werden als Terme, d. h. zur Einsetzung für 
die freien Individuenvariablcn, zugelassen: 

1. Freie Individuenvariablcn; 

2. Individuensymbole ; 

3- Funktionszeichen, deren Argumentstellen jede entweder durch 
eine freie Individuenvariable oder durch ein Individuensymbol aus- 
gefüllt ist; 

4- Ausdrücke, die man erhalt, indem man, ausgehend von einem 
Ausdruck der dritten Art (mit mindestens einer darin vorkommcnden 
freien Variablen) einmal oder wiederholt den ProzeB der Ersetzung 
einer freien Individuenvariablcn durch einen Ausdruck der dritten 
Art anwendet. 

So ist Z. B., wenn (p als Funktionszeichen mit einem Argument, 
ip als Funktionszeichen mit zwei Argumenten, und 1 als Individuen- 
symbol cingeführt ist, der Ausdruck 

<p{f{a, D) 

sowie auch 

. ^ Ç’d))) 

em lerm. 

Dagegen sind Ausdrücke wie (p{x), y){x,a), in denen gebundene 
Variablen auftreten, keine Terme, obwohl natürlich solche als Bc- 
standteile von Formeln vorkommen ; z. B. ist 

{Ex) {<p{x) = fp(a)) 

eine Formel; denn es gilt ja nach wie vor die Regel, daB aus einer Formel 
stets wieder eine Formel entsteht, wenn eine in jener auftretende freie 
Variable in eine gebundene Variable, mit Vorsetzen des gleichnamigen 
Allzeichens oder Seinszeichens, umgewandelt wird. 

Es môge die Wirkung der Erweiterung unserer Einsetzungsregcl 
an der Ableitung einiger Formeln erlâutert werden. Dabei nehmen 
wir wieder <p als ein Funktionszeichen mit einem Argument, ip als ein 
solches mit zwei Argumenten. 

Wir gehen aus von der Grundformel (a) 

{x) A{x)^A (a) 
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des Prâdikatenkalkuls imd setzen hier für a deii Term (p{a) ein; so 

erhalten wir , x a , ^ ai / w 

{X) A(x)-^A {(p (a )) . 

Plier konnen wir nun das Schéma (a) anwenden und erhalten 

(it) A(x) (X) A{rp{x)). 

Setzen wir in der Ausgangsformel (a) anstatt 9? (a) ein xp {b , a) und 
wenden daim wieder das Schéma ((x) an, so ergibt sich 

(X) A (X) -> (X) A{ip{b, X)). 

Hier konnen wir im Hinterglied die Variable x in y umbenennen und 
für b die Variable a einsetzen, so daB wir erhalten 

(X) A(x) iy) A (y) {a, y)). 

Nun ergibt die nochmalige Anwendung des Schémas (a) die Formel 

(x) A (X) -> (X) (y) A{y){x, y)) . 


Diese Ableitungen beruhen wesentlich darauf, daB in der Formel (a) 
cine Formelvariable mit Argument auftritt. Zu entsprechenden Ab- 
leitungen führt die Formel (b) zusammen mit dem Schéma (/?). 

Noch eine andere Ausgangsformel, welche eine P'ormelvariable mit 
Argument enthalt, ist das zweite Gleichheitsaxiom 

a — b ^ (A (a) A {b)) . 

Setzen wir hierin für die Nennform A {c) die Formel 

(p{a) = (p{c) 

ein, so ergibt sich die Formel 

a ~ b-> {(p{a) — (p(a) -► <p(a) — (p(b)) 

und aus dieser durch Vertauschung der Vorderglicder 
q>(a) — (p (a) (a --= b -* <p (a) — (p (b)) . 

Nehmen wir hierzu die Formel 


ç) (a) =<p (a ) , 

welche aus der Formel (/j) durch Einsetzung erhalten wird, so ergibt 
sich durch Anwendung des SchluBschemas die Formel 

a — b (p {a) = (p{b). 

In ganz entsprechender Weise lassen sich auch die beiden Formeln 

a — b ip {a, c) — xp {b, c) , 

a = b -> xj) {c, a) — xp {c, b) 
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ableiten; aus der zwciten von diesen erhâlt man durch Einsetzungen 

c = d ip {b, c) — ip {b, d), 

und aus der Formel , ,, 

a = b [b — c ->■ a = c) 

ergibt sich durch Einsetzungen: 

xp{a,c) = ip {b, c) -> {y) {b, c) = y) {b, d) -> y>[(i,c) = ip {b, d)}. 

Diese Formel zusammen mit den beiden vorherigen 

a h y) {a, c) = y) {b, c) , 

c ~ d y) {b, c) ~ y) {b ,d) 

ergibt, durch Anwendung des Aussagenkalkuls, die Formel 
a = b & c — d -► xp {a, c) ~ xp {b , d) . 

So viel über das Formale in der Einführung der h'unktionszeichen. 
Vom Standpunkt der inhaltlichcn Deutung ist zu sagen, daB den 
Funktionszeichen inhaltlich die mathematischen Funktionen entsprcchen. 
Diese unterscheiden sich von den logischen Funktionen, d. h. den 
Prâdikaten, dadurch, daB ihre Werte wieder Dinge des Individuen- 
bereiches sind, wâhrend ja der Wert einer logischen Funktion stets 
einer der beiden Wahrheitswerte ,,wahr“, ,,falsch“ ist. — 

Nach diesen zur Ergânzung unseres Formalismus angebrachten 
Einschaltungen kehren wir nunmehr zu unseren leitenden Gcdanken- 
gângen zurück. Wir hatten uns zur Aufgabe gestellt, nachzuweisen, daB 
jede im Endlichen identische Formel des einstelligen Pràdikatenkalkuls 
auch durch den Prâdikatenkalkul ableitbar ist. Auch sollte das Ent- 
scheidungsproblem für den einstelligen Prâdikatenkalkul gelôst werden. 

Hierzu verfahren wir nun in der Weise, daB wir die Betrachtung 
der Formeln des einstelligen Pràdikatenkalkuls auf diejenige von 
Formeln der speziellen Gestalt 

[y) {z) . .. {u) [Ex) %[x , y , Z , . . . , II) 


zurückführen, worin y, z, . . ., w) einen von Quantoren freien Aus- 
druck bedeutet und [Ex] das einzige vorkommende Seinszeichen ist. 

Es soll zunâchst für die Formeln von dieser Gestalt die Frage der 
Ableitbarkeit behandelt werden. Diese Überlegung ist auch an sich 
von Interesse, zumal da sie sich nicht nur auf den einstelligen, sondern 
auf den gesamten Prâdikatenkalkul bezieht. 

Wir beweisen zuerst folgenden Satz: Wenn eine Formel von der 


Gestalt 


{Hx)%{x), 


welche auBer dem voranstehenden Seinszeichen [Ex) keinen Quantor 
enthâlt und in der nicht mehr als ï freie Individuenvariablen vorkommen, 
f-zahlig identisch ist, so ist sie ableitbar. 
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Betrachten wir zunâchst den Fall, dafi 91 (a^) keine freie Individuen- 
variable enthâlt. Für diesen besagt unsere Behauptung, daB die Formel 
(Ex)%{x), falls sie einzahlig identisch ist, auch ableitbar ist. Dieses 
trifft in der Tat zu. Denn wenn die Formel einzahlig identisch ist, so 
muB die Formel 91(1) durch Einsetzung ans einer identischen Formel 
des Aussagenkalkuls hervorgehen. Ândern wir diese Einsetzung dadurch 
ab, daB wir die Ziffer 1 überall, wo sie (als Argument einer Formel- 
variablen) auftritt, durch die Variable a ersetzen, so erhalten wir eine 
Einsetzung, welche die Formel 91 (a) liefert. Die Formel 91(«) geht 
somit gleichfalls aus einer identischen Formel durch Einsetzung hervor; 
sie ist also ableitbar. Aus ihr aber wird die Formel {Ex)'il{x) mittels 
des Schémas (/3) erhalten. 

Nehmen wir mm an, daB in 91 (ac) freie Individuenvariablen vor- 
kommen; es seien a , h, .. .,r diese Variablen und n ihre Anzahl. Nach 
Voraussetzung ist n r , t, und da die F'ormel {Ex)'^{x) î-zahlig identisch 
ist, ist sie auch n-zahlig identisch. Die Anwendung der Formel {E x) 91 {x) 
auf den Individuenbereich der Ziffern 1, . . ., n ergibt die Disjunktion 

91(1) V 91(2) V. . . V91(n), 
und wenn wir hierin für die Variablen 


der Reihe nach die Ziffern 

1, 2, . . ., n 

einsetzen, wodurch 91 (a;) in 91* (aï) übergehe, so erhalten wir 

91* (1) V91*(2) V . . . V91*(n). 


Diese Formel muB also (gemâB der Définition der n-zahlig identischen 
h'ormel) aus einer identischen Formel des Aussagenkalkuls durch Ein- 
setzung hervorgehen. Andern wir nun die Einsetzung ab, indem wir 
jeweils die Ziffer 1 , wo sie als Argument in einer einzusetzenden Prim- 
formel vorkommt, durch a, ebemso 2 durch b, n durch r ersetzen, 
so entsteht durch die verânderte Einsetzung die Formel 

91(«) V91(6) V. . . V9l(/'). 


Diese geht also durch Einsetzung aus einer identischen Formel des 
Aussagenkalkuls hervor, ist also ableitbar. Von ihr aber gelangt man 
ÏU der Formel 


mit Hilfe der ableitbaren Formel 


A (a) V A (6) V ... V A (z) -> (E a:) A (x ) . 

Der hiermit bewiesene Satz gestattet nun .sofort folgende Verall- 
gemeinerung: Wenn eine Formel von der Gestalt 

(y) (z) . . . {u) {E x) 91 (Af, V, Z, ...,«), 
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in welcher auBer den angegebenen Quantoren kein weiterer vorkommt, 

f-zahlig identisch ist und wenn die Anzahl der voranstehenden AU- 

zeichen vermehrt um die Anzahl der vorkommenden Individuenvariablen 

— (jede der beiden Anzahlen kann evtl. O sein) — nicht niehr als f 

betrâgt, so ist die Formel ableitbar. 

Denn seien , 

b.c,. . . ,s 

freie Variable, die in der Formel nicht vorkommcn, und zwar seien es 
ebenso viele wie die gebundenen Variablen 


y, , U, 


so ist aus der betrachteten î-zahlig identischen Formel gemaB der 

Regel (e') die Formel /r' \m/ i \ 

^ ^ (Ex) ^l{x, b,c,. . . ,s) 


ableitbar. Diese Formel ist also gleichfalls f-zahlig identisch, da ja der 
Bereich der f-zahlig identischen Formeln, wie im § 4 gezeigt wurde, 
deduktiv abgeschlossen ist. Ferner ist die Anzahl der freien Individucn- 
variablen in dieser Formel nicht grôBer als f. 

Hieraus folgt aber nach dem eben bewiesenen Satz, daB die Formel 

(Ex) %(x, h,c, . . . ,s) 


direkt, d. h. ohne Benutzung der Formel 


(y) . . .(u) (Ex) %(x, y, . . ., w), 
durch den Prâdikatenkalkul ableitbar ist. Von der Formel 


(Ex) ’ii(x, b,c, . . . ,s) 

gelangen wir aber gemaB der Regel («) wieder zu der Formel 

(y) . . . {u) (Ex)%(x, y, . . . ,u), 

diese ist somit ebenfalls durch den Prâdikatenkalkul ableitbar. 

Für den erhaltenen Satz ist übrigens die Voraussetzung, daB in der 
betrachteten Formel nur ein einziges Seinszeichen auftritt, nicht wesent- 
lich, vielmehr gilt er gleichermaBen, wenn an Stelle des einen Seins- 
zeichens mehrere aufeinanderfolgende Sein.szeichen stehen, d. h. bei 
prânexen Formeln von der G estait 


(x^) . . . (Fyi) . . . (Eyî)%(x^, . . a;,, y^, . . ., y^) , 

in denen jedes Allzeichen jedem Seinszeichen vorangeht. 

Zum Beweise kann man wieder zurückgehen auf den F^all, daB keine 
Allzeichen auftreten. Hier lâBt sich die Überlegung ganz entsprechend 
wie bei den Formeln mit nur einem Seinszeichen durchführen. 

Nehmen wir beispielsweise den Fall einer Formel von der Gestalt 

(Ex)(Ey)%(x,y), 
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in welcher y) keinen Quantor enthâlt und in der a, b die einzigen 
vorkommenden freien Individuenvariablen sind. Für eine solche Formel 
besagt unser Satz, daC sie ableitbar ist, falls sie zweizahlig identisch 
ist. Dieses kann, nach Analogie zu dem vorhin geführten Beweis, so 
gezeigt werden: Aus dcr Voraussetzung, daB die Formel zweizahlig 
identisch ist, entnehmen wir, daB die Formel 

91 {a, a) y 91 {a, b) y 91 {h. a) y 91 {b , b) 


aus einer identisclien Formel des Aussagenkalkuls durch Einsetzung 

entsteht und somit ableitbar ist. Von dieser Formel aber gelangt man 

zu der Formel /v \ tr- \ m/ \ 

{Ex) {Ey) SH{x, y) 

mit Hilfe der ableitbaren Formel 


A{a,a)yA{a,b)yA {h, a) y A {b, b) {Ex) {Ey) A {x, y) . 

Durch den hiermit gewonnenen Satz wird für aile diejenigen pranexen 
Formeln, in denen jedes Allzeichen jedem Seinszeichen vorangeht, ein 
Verfahren zur Entscheidung über ihre Ableitbarkeit geliefert. Denn wir 
finderi nach diesem Satz zu jeder Formel der genannten Art eine Zahl f 
von der Eigenschaft, daB die Formel jedenfalls dann ableitbar ist, wenn 
sie f-zahlig identisch ist. Andrerseits muB die Formel, wenn sie ableitbar 
ist, auch î-zahlig identisch sein. Somit brauchen wir zur Entscheidung 
über die Ableitbarkeit der Formel nur festzustellen, ob sie f-zahlig 
identisch ist. Das aber lâBt sich durch Ausprobieren entscheiden. 

Wir haben hier einen h'all der Losung des Entscheidungsproblems 
vor uns, und zwar ist dieser der erste von den drei im §4 erwahntcni 
Sonderfalle, für welche die Losung gelingt. 

Als unmittelbare Folgerung aus unserem erhaltenen Satz ergibt sich 
ferner, daB eine jede im Endlichen identische prânexe Formel, in der 
jedes Allzeichen jedem Seinszeichen vorangeht, eine ableitbare Formel 
ist. — 

Wenden wir uns nun wieder zum einstelligen Prâdikatenkalkul, so 
gelingt jetzt ohne Mühe der Nachweis, daB eine jede im Endlichen 
identische Formel dieses Kalkuls eine ableitbare Formel ist. 

Wir zeigen zunachst, daB eine Formel 93 des einstelligen Prâdikaten- 
kalkuls sich stets überführen laBt in eine Konjunktion aus Gliedern von 
der I-orm ^ ^ ^ 

worin %{x , y , z , . . . , u) keinen Quantor enthâlt. 

Eine solche Umformung erhalten wir auf folgendem Wege. Wir 
wenden zuerst auf die Formel 93 die im §4 beschriebene* Zerlegung in 
Primârformeln an. Durch diese wird die Formel 58 umgeformt in eine 


1 Vgl. § 4, S. 144. 2 vgl. § 4, S. 146—148. 

Hilbert- Bernays, Grundlagen der Mathematik I. 
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solche Formel 18*, welche sich im Sinne des Aussagenkalkuls zusammen- 
setzt aus Bestandteilen von folgender Art: 

1. Primformeln (Formelvariablen mit oder ohne Argument); 

2. Formeln von der Gestalt {x) % {x) ; 

3- Formeln von der Gestalt {Ex)S!i{x)\ 

wobei die Ausdrücke 31 (a:) auUer x keine gebundene Variable enthalten. 
(Die genauere Kenntnis der Struktur der Ausdrücke 31 (a;) gebrauchen 
wir hier gar nicht.) 

Die Zusammensetzung der Formel 33* aus den angegebenen Be- 
standteilen bringen wir in die Gestalt einer konjunktiven Normal- 
form; zugleich formen wir die Negationen von den Ausdrücken 
{x) 31 {x) , {E x) 31 (a;) gemâB der Regel (A) um, wodurch ein Ausdruck 
mit voranstehendem Allzeichen in einen solchen mit voranstehendcm 
Seinszeichen, und umgekehrt, übergeht. 

Betrachten wir nun von der so entstehenden konjunktiven Normal- 
form ein einzelnes Konjunktionsglied. Dieses hat die Form 

(x) 31i (ac) V . . . V (a:) 31, „ {x) V (F ac) Êj (a:) V . . . V (F a;) (a;:) y %, 

worin auBer den angegebenen Quantoren kein weiterer auftritt, ins- 
besondere also X überhaupt keine gebundene Variable enthâlt. — Es 
kann sein, daB überhaupt kein Disjunktionsglied der Form {Ex)^^{x) 
auftritt; dann aber kônnen wir ein solches Glied einführen, indem wir 

{E x) {A (x) & A {x)) 

disjunktiv einfügen, was eine erlaubte Umformung ist. — Eine Formel 
von der angegebenen Gestalt kann nun gemâB der Regel {&) in 

{x) %{x) y ...y {x) 31, „ (a:) V (Ex) {{l,{x) V . . . V(î„(a:)) V ^ 

und weiter durch Umbenennung der gebundenen Variablen und An- 
wendung der Regel (i) in 

(y) (z) . . . {u) {Ex) (ail (y) V 312(2) V . . . V 31m(M) V 6;i(ac) V . . . V 6„(ac) V 2)) 

übergeführt werden, also in eine Formel von der Gestalt 

(y) (^) • • • (“) (Ex) 31 (a;, y,z, . . .,u), 

worin auBer den angegebenen Quantoren kein weiterer vorkommt. 
Damit ist aber schon die gewünschte Umformung vollzogen. 

Nunmehr ergibt sich ohne weiteres der zu beweisende Satz. Denn 
sei 33 eine im Endlichen identische Formel des einstelligen Prâdikaten- 
kalkuls und 51' die Konjunktion, die wir durch den eben angegebenen 
UmformungsprozeB aus 18 erhalten; dann ist — da der Bereich der im 
Endlichen identischen Formeln deduktiv abgeschlossen ist — auch die 
Formel 5î im Endlichen identisch; und das gleiche gilt daher für jedes 
Glied dieser Konjunktion, wie man unmittelbar aus der Définition 
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der im Endlichen identischen Formel entnimmt. Jedes Konjunktions- 
glied von ® hat aber die Gestalt 

(y) . . . (u) (Ex) %{x, y, . . .,u), 

wobei %{x , y , . . u) keinen Quantor enthâlt. Und für eine solche 
Formel haben wir bewiesen, daB sie ableitbar ist, falls sie im Endlichen 
identisch ist. ist somit eine Konjunktion ans ableitbaren Formeln, 
also selbst ableitbar, und da ^ eine Umformung von $8 ist, so ist auch 
33 ableitbar. Es gilt also in der Tat, daB jede im Endlichen identische 
Formel des einstelligen Prâdikatenkalkuls ableitbar ist. 

Die zu diesem Beweis verwendete Méthode der Umformung liefert 
uns zugleich ein Verfahren, um von einer beliebig gegebenen Formel des 
einstelligen Prâdikatenkalkuls zu entscheiden, ob sie ableitbar ist oder 
nicht. Denn die Umformung führt uns ja auf eine Konjunktion, be- 
stehend aus solchen Gliedern, über deren Ableitbarkeit wir (nach dem 
zuvor Ausgeführten) entscheiden kônnen; und eine Konjunktion ist 
dann und nur dann ableitbar, wenn jedes ihrer Glieder ableitbar ist. 

Wir kônnen nun zu einem Verfahren der Entscheidung über die 
Ableitbarkeit von Formeln des einstelligen Prâdikatenkalkuls sowie 
auch zu dem über diesen Kalkul eben bewiesenen Satz noch auf einem 
anderen Wege gelangen, auf den wir durch eine Betrachtung der mengen- 
theoretischen Prâdikatenlogik geführt werden. 

Vom Standpunkt der mengentheoretischen Prâdikatenlogik ergibt 
sich die Môglichkeit der Entscheidung über die Allgemeingültigkeit 
einer Formel des einstelligen Prâdikatenkalkuls am einfachsten aus 
folgendem Satze; Eine Formel des einstelligen Prâdikatenkalkuls, in 
der nicht mehr als l verschiedene Formelvariablen mit Argument auf- 
treten, ist allgemeingültig, falls sie 2*-zahlig identisch ist; oder, was 
auf dasselbe hinauskommt: wenn eine Formel des einstelligen Prâdi- 
katenkalkuls, in der nicht mehr als ï verschiedene Formelvariablen mit 
Argument auftreten, überhaupt erfüllbar ist, so ist sie bereits für einen 
2*-zahligen Individuenbereich erfüllbar. 

Der Satz wird in der zweiten Fassung so bewiesen: Sei 31 die be- 
treffende erfüllbare Formel, so ergibt diese den Wert „wahr“ bei einer 
gewissen Wertbestimmung für die freien Variablen, welche gebildet 
wird durch 

1. bestimmte Wahrheitswerte (,,wahr“ bzw. ,,falsch‘‘), die den 
Formelvariablen ohne Argument beigelegt werden, 

2. bestimmte logische Funktionen eines Argumentes 

0 ^, 0 ^, ... , 0 ^, 

bezogen auf einen bestimmten Individuenbereich /, welche für die 
Formelvariablen mit Argument gesetzt - werden — wir kônnen an- 
nehmen, daB diese genau in der Anzahl f vorhanden sind — , 


13 * 
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3. Eigennamen von Individucn ans J , welche für die freien Indi- 
viduenvariablen gesetzt wcrden. 

Wir kônnen dann die Dinge ans J in der Weise in Klassen einteilen, 
daB wir zwei Dinge, etwa a, fi, dann und nur dann zur selben Klasse 
rechnen, falls die Reihe der î Funktionswerte 

, 0((a) 

übereinstimmt mit der Reihe der Werte 

Da als Werte der Funktionen 0^ , . . . , nur die beiden Werte ,,wahr'‘, 
,,falsch“ in Betracht kommen, so kann es im Sinn der definierten Ein- 
teilung hôchstens 2* verschiedene Klassen geben. n sei die Anzahl 
dieser Klassen und J* der von den Klassen gebildete Individuenbereich. 

Jeder der Funktionen 0^ entspricht eindeutig eine bestimmte 
Funktion <P*, welche auf den Individuenbereich J* bezogen ist und 
für jede der n Klassen denjenigen eindeutig bestimmten Wert hat, 
den 0,, für die Dinge ans dieser Klasse hat. 

Man überlegt sich nun leicht — entwedcr mit Hilfe der prane.xen 
Normalform oder an Hand der Zerlegung in Elementarformeln — , 
daB die Formel 91 auch dann den Wert ,,wahr“ liefern muB, wenn wir 
die betrachtete Einsetzung dadurch modifizieren, daB wir 

1. an Stelle des Individuenbereiches J den n-zahligen Bereich /*, 

2. an Stelle der Funktionen 



die Funktionen 

0 * , . . . . 0f , 

3. an Stelle eines Eigennamens für ein Ding ans / ein Zeichen 
für die Klasse des Dinges treten lassen. 

Dieses besagt aber, daB die Formel 91 durch einen n-zahligen In- 
dividuenbereich erfüllbar ist, daB also die F'ormel 91 jedenfalls nicht 
n-zahlig identisch ist. n ist aber , und wir haben früher gezeigt, 
daB eine (m -1- l)-zahlige idcntische Formel auch in-zahlig identisch 
ist. Es folgt daller, weil die Formel 91 nicht n-zahlig identisch ist, 
daB sie auch nicht 2*-zahlig identisch sein kann. Das lieiBt, die 
Formel 91 ist für einen 2’-zahligen Individuenbereich erfüllbar. 

Diese Betrachtung genügt freilich nicht unseren methodischen 
Anforderungen. Wir kônnen sie aber zu einer finiten, beweistheoreti- 
schen Überlegung verschârfen. 

In der Tat gestattet der eben nicht-finit formulierte und begründete 
Satz folgende schârfere Fassung: Wcnn eine Formel des einstelligen 
Prâdikatenkalkuls, die hôchstens f Formel variablen mit Argument 
enthâlt, 2'-zahlig identisch ist, so ist sie ableitbar. 
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Allerdings ist das Beweisverfahren für diesen Satz, das sich aus der 
beweistheoretischen Umdeutung der vorangegangenen Betrachtung er- 
gibt, etwas mühsam, und wir wollen es daher hier nur an dem einfachsten 
Fall î = 1 darlegen. 

Wir kônnen uns bei diesem Beweise ohnc EinbuBe an Allgemein- 
heit auf die Betrachtung solcher Formeln beschrânken, die keine 
freien Individuenvariablen enthalten. Denn eine Formel mit freien 
Individuenvariablcn ist ja stets derjenigen Formel deduktionsgleich, 
die man aus ihr erhalt, indem man, im Sinne der Regel (e), jede der 
freien Individuenvariablen durch ein vor die Formel gesetztes All- 
zeichen bindet. 

Führen wir nun die Spezialisierung î ~ 1 ein, so haben wir es 
zu tun mit einer 2^-zahlig, d. h. zweizahlig identischen Formel des 
einstelligen Pradikatenkalkuls, in der nur eine Formel variable mit 
Argument vorkommt. vSei P diese Formelvariable, so setzt sich die 
zu betrachtende Formel, nach der Ausführung der Zerlegung in Primâr- 
formeln (nebst der Ausschaltung von solchen Primârformeln, welche 
die Variable P mehrfach enthalten^), zusammen aus den Primârformeln 

{x) P{x), [x) P{x), {Ex) P{x), {Ex) P{x) 

und sonst noch aus Formelvariablen ohnc Argument. 

Wir wollen diese Formel mit 31 (P) bezcichnen; {P , a) bezeichne 
die Formel, welche aus 31 (P) entsteht, indem 

{x) P{x) sowie {Ex) P{x) durch P (a), 

{x) P{x) sowie {Ex) P{x) durch P {a) 

ersetzt wird, und 31**(P,a:,i) bezeichne diejenige Formel, welche 
aus 31 (P) entsteht, indem 

{x) P{x) durch P {a) 8c P {h), 

{x) P{x) durch P(^) & P (6), 

{Ex) P{x) durch P {a) V P {b), 

{Ex) P{x) durch P {a) V P {b) 

ersetzt wird. 

Unsere Voraussetzung, daB die Formel 31 (P) zweizahlig identisch, 
und somit auch einzahlig identisch ist, besagt, daB die Formeln 

31* (P, fl) und 31** (P, fl, 6) 

durch Einsetzung aus identischen t'ormeln des Aussagenkalkuls hervor- 
gehen. Und wir haben zu beweisen, daB unter dieser Voraussetzung 
die Formel 31 (P) ableitbar ist. 


1 Vgl. S. 184. 
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Es handelt sich also darum, die Formel 51 (P) aus W^{P,a) und 
%**(P,a,h) abzuleiten. Dieses gelingt folgendermaCen. 

Wie man leicht erkennt, sind die Formeln 

{x) {P(x) ~ P{u)) -*■ (5l(P) a)), 

(x) {(P (a;) ~ P (a)) V {P{x) ~ P(ô))} -> (5Ï(P) ~ (P, a, b)) 

beide ableitbar. Aus der ersten in Verbindung mit 51* (P , a) erhàlt man 

(x) (Pix) P (a)) -> 51(P); 

aus der zweiten in Verbindung mit 51** {P, a, b) erhâlt man 
(x) {{P{x) ~ P {a)) V {P{x) ~ P(è))} -> 51 (P) . 
{x)(PW~P(a))-*n(P) 

erhalten wir durch Benutzung der ableitbaren Formeln 

(x) P{x) -> {x) {P(x) ~ P (a)) , 

(x) P{x) {x) {P{x) ~ P (a)) 
mit Anwendung des Kettenschlusses die Formeln: 

(;r)P(;r)->51(P). 

(;.)P^->51(P). 

Ferner gewinnen wir aus der Formel 

{x) {(P W ~ P(^^)) V {P{x) ~ P(^)))} -> 51(P) 


mit Hilfe der ableitbaren Formel 


P{a) & P(6) {x) {(P(;r) ~ P {a)) V {P{x) ~ P (b))] 


die Formel 


P(a)&P>)->51(P), 


daraus weiter durch Umformung 

P{a) (P (6) -V 51 (P)) 


und hieraus durch zweimalige Anwendung des Schémas {§) nebst ele- 
mentaren Umformungen 

{Ex) P{x) & (Ex) P{x) 51(P). 


Damit sind wir aber sogleich am Ziel; denn diese letzte Formel, zu- 
sammen mit den beiden vorher erhaltenen 


(:.)P(;.)-51(P). 

(;r)P'(^)-51(P), 

{x) P{x) V {x) P{i) V {{Ex) P{x) & (Ex) P{x)) -> 51(P) , 
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und hierin ist das Vorderglied der Implikation eine beweisbare Formel, 
so dafî wir durch das SchluBschema 


erhalten. 

Bel dieser Ableitung kommt der Gedanke des vorigen inhaltlichen 
Beweises in der Verwendung der Formel 

P{a) & P{b) -> {x){{P{x) ~ P (a)) V {P{x) ~ P(6))} 


zur Geltung. Diese besagt nâmlich, inhaltlich gedeutet, daB es im Sinne 
der obigen Klasseneinteilung hôchstens zwei Klassen gibt, sofern nur 
eine einzige logische Funktion in Betracht kommt. 

Beim Falle î — 2 tritt an Stelle dieser Formel die Formel 


P (a) &Q {a) & P (b) & Q (b) & P (c) &Ç(c) & P (d) &Q (d) 

(x){((P(x) P(a)) & (Ç(x) '^Q(a))) V {{P{x)~P(b)) & {Q (x) Q (b))) 
V {{P{x) ~ P{c)) & {Q(x)^Q{c))) V {{P(x) ~ P(d)) & ~Ç(ii)))}. 

Hier haben wir statt der zwei Variablen a , 6 die vier Variablen a, b, c,d. 
Im allgemeinen Falle bat man entsprechend 2* freie Individuenvariablen 
einzuführen. 

Der so sich ergebende Satz, daB eine Formel des einstelligen Prâdi- 
katenkalkuls, die hôchstens f Formel variablen mit Argument enthâlt, 
stets dann ableitbar ist, wenn sie 2’-zahlig identisch ist, liefert uns 
wiederum ein Verfahren zur Entscheidung über die Ableitbarkeit einer 
gegebenen Formel des einstelligen Prâdikatenkalkuls. Ferner ergibt 
sich aus ihm als unmittelbare Folgerung, daB jede im Endlichen iden- 
tische Formel des einstelligen Prâdikatenkalkuls auch ableitbar ist. 

Auch erhalten wir den Satz, daB jede Formel des einstelligen Pràdi- 
katenkalkuls eniweder im Endlichen erfüllbar oder widerlegbar ist. Denn 
sei 21 irgendeine Formel des einstelligen Prâdikatenkalkuls imd t die 
Anzahl der verschiedenen in 21 vorkommenden Formelvariablen; dann 
ist entweder 21 eine 2*-zahlig erfüllbare oder ^ eine 2*-zahlig identische 
Formel. Im ersten Fall ist 21 im Endlichen erfüllbar, im zweiten ist 21 
ableitbar, also 21 widerlegbar. 

Die für den einstelligen Prâdikatenkalkul erhaltenen Vollstândig- 
keitssâtze lassen sich nun auch auf den erweiterten einstelligen Pràdi- 
katenkalkul ausdehnen. Auch für diesen Formelbereich gilt, daB eine 
jede Formel, welche im Endlichen identisch ist, nach den Regeln des 
Formalismus abgeleitet werden kann, und daB jede Formel entweder 
im Endlichen erfüllbar oder widerlegbar ist. Auch ist für diesen For- 
malismus das Entscheidungsproblem vollkommen lôsbar. Diese Er- 
gebnisse gewinnen wir aus folgendem Satz: 

Jede Formel des erweiterten einstelligen Prâdikatenkalkuls ist de- 
duktionsgleich einer Formel, die entweder selbst eine Anzahlformel ist 
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oder sich aus Anzahlformeln mittels der Operationen des Aussagen- 
kalkuls zusammensetzt. 

Dieser Satz, welcher die Théorie des erweiterten einstelligen Prâdi- 
katenkalkuls auf ganz elementare Betrachtungen zurückführt, wurde 
zuerst von Lüwenheim gefunden, dann auf einfacherem Wege von 
Skolem bewiesen. Unabhângig von den LôWENHEiMschen und Skolem- 
schen Untersuchungen ist Behmann zu.dem gleichen Ergebnis gelangt 

Wir schlieüen uns hier der Beweismethode von Behmann an 
Als wesentliches Hilfsmittel dafür benutzen wir den früher bewiesenen 
Satz über die Zerlegung einer Formel des erweiterten einstelligen Prâ- 
dikatenkalkuls in Primârformeln. Ferner benutzen wir den Satz aus 
§ 4, der besagt, daB eine Formel in eine ihr deduktionsgleiche Formel 
übergeht, wenn man eine oder mehrere in ihr vorkommende freie Indi- 
vâduenvariablen durch gebundene Variablen ersetzt und die zugehôrigcn 
Allzeichen vor die ganze Formel stellt oder wenn man umgekehrt ein 
oder mehrere der ganzen Formel voranstehende Allzeichen wegstreicht 
und die zugehorigen Variablen je durch eine vorher noch nicht vor- 
kommende freie Individuel! variable ersetzt^. 

Wir wollen diesen ProzeB des Überganges von freien Variablen 
zu gebundenen und umgekehrt kurz als ,,Austausch“ der freien Variablen 
gegen gebundene bzw. der gebundenen Variablen gegen freie bezeichnen. 

Es sei nun eine Formel des erweiterten einstelligen Prâdikatenkalkuls 
vorgelegt. Wie wir gezeigt haben^, kônnen wir diese durch eine Reihe 
von Umformungen überführen in eine Formel, die sich mittels der Ope- 
rationen des Aussagenkalkuls zusammensetzt aus Formeln folgender 
sechs Arten: 

1. Formel variablen ohne Argument; 2. Formel variablen mit einer 
freien Variablen als Argument; 3- Oleichungen zwischen freien Variablen; 

4. Formeln von der Gestalt 

wobei ^{x) eine Disjunktion, ^(a) eine Konjunktion bedeutet, deren 
Glieder P'ormel variablen mit x als Argument oder Negationen von 
solchen sind, und worin jede vorkommende Formelvariable in nur einem 
Gliede auftritt; 

5. Formeln der Gestalt 

(nt^) 2) (a) , (E'ijjA) ^(a), 

1 L. Lôwenheim „Über Môglichkeiten im Relativkalkul" Math. Ann. Bd. 76 
(1915)- — Th. Skolem ,, Untersuchungen über die Axiome des Klassenkalkuls und 
über Produktations- und Summationsprobleme, welche gewisse Klassen von Aus- 
sagen betreffen“ Videnskapsselskapets Skrifter I. Math. -Nat. Kl. 1919 Nr. 3. § 4. — 
H. Behmann ,,Beitrage zur Algebra der Logik, insbesondere zum Entscheidungs- 
problem" Math. Ann. Bd. 86 (1922) Heft 3/4. 

2 Vgl. § 20 und 21 der eben zitierten BEHMANNschen Abhandlung. 

3 Vgl. § 4, S. 150. * Vgl. S. 179—184. 
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wobei die Ausdrücke ^{x), Si{x) die unter 4. angegebene Struk- 
tur haben; 

6. Anzahlformeln, d. h. Formeln der Gestalt 

{x„,y){x = y), {E X ,„y) {x y) . 

Wir kônnen auch, nach den Regeln des Aussagenkalkuls, die Zu- 
sammensetzung der erhaltenen Formel ans den Bestandteilen der Arten 1 . 
bis 6. in eine konjunktive Normalform, gebildet ans solchen Bestand- 
teilen, überführen. 

Bisher sind aile Umformungen solche im Sinne der Überführharkeit. 
Wir gehen nun darauf ans, die Formelvariablen mit Argument schrittweise 
auszuschalten. Dazu werden wir Umformungen im Sinne der Deduktions- 
gleichheit anwenden. Wir machen dabei Gebrauch von der Tatsache, 
dal3 eine Konjunktion in eine ihr deduktionsgleiche übergeht, wenn 
jedes Konjunktionsglied durch ein ihm deduktionsgleiches Glied ersetzt 
wird. Man überzeugt sich hiervon so: Seien die Formeln 

den Formeln -«i . • • • . <tn 


deduktionsgleich, so kônnen aus der Formel 
aus welcher ia die Formeln 

, . . . . 51 „ 

ableitbar sind, auch die Formeln 

und somit auch S3i , . . . , 33n 

& . . . cS: S9„ 


abgeleitet werden, und ebenso kann aus dieser Formel auch die Formel 

Kl-.. 1 

abgeleitet werden. 

Aus dieser Bemerkung folgt, dal3 wir in der hergcstellten konjunktiven 
Normalform jedes Konjunktionsglied für sich behandeln kônnen. Ein 
solches hat die Gestalt einer Disjunktion, deren Glieder Formeln von 
den Arten 1 . bis 6. oder Negationen solcher Formeln sind. Hier kônnen 
zunâchst die Negationen von Formeln der Arten 4., 5- in Formeln der 
gleichen Art, welche nicht negiert sind, übergeführt werden. Denn die 
Negationen von Formeln der Gestalten 

(;r)®(A;), (£:A:)t(A;), (£‘in^)^(^) 

sind ja in Formeln der Gestalten 

{E x) ^ (x ) , {x) X (x ) , (E x) ^ {x), (,„ x) % {x) 


überführbar. 
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Wir denken uns nun die vorkommenden Formelvariablen mit Argu- 
ment zwecks ihrer Ausschaltung in eine Reihenfolge gebracht. Sei etwa 
die Variable B mit Argument — wir nehmen als Nennform für sie 
B (s) — die erste in dieser Reihenfolge. 

Diese kann nur in Bestandteilen der Arten 2., 4., 5- auftreten. Bei 
den Bestandteilen . . ^ ^ ^ 


welche die Formelvariable B {s) enthalten, bringen wir die voranstehen- 
den Allzeichen gemâÛ der Regel (f) , nach Ausführung der evtl. erforder- 
lichen Umbenennungen, an den Anfang unserer gesamten Disjunktion 
und tauschen dann die zugehôrigen gebundenen Variablen gegen freie 
Variablen aus. 

Auf die Bestandteile v ^ . 

{E^x)k{x), 

welche die Formelvariable B {s) enthalten, wenden wir die Àquivalenzen 
çb)) an; gemâû diesen ist eine Formel 


überführbar in eine Formel 


(m = 2, 3, • • •) 


(a;) (y) . . . (v) (ze» 4" ^ & • • • & ^ 4" ^ . 

wobei die Anzahl der Allzeichen (x) , . . . , {v) um eins kleiner ist als m. 
Die voranstehenden Allzeichen einer solchen Formel kônnen wieder ge- 
mâC der Regel (t) , nach Ausführung der evtl. erforderlichen Umbenen- 
nungen, an den Anfang unserer Gesamtdisjunktion gebracht und dann 
ihre zugehôrigen gebundenen Variablen gegen freie Variablen aus- 
getauscht werden. Hernach môge noch die zu dem Seinszeichen ge- 
hôrende Variable w xn x umbenannt werden. So erhalten wir an Stelle 
des Bestandteils ^{x) eine Formel von der Gestalt 

{E x) {x A;- a 8c . . . Si X ^ r &. ^(x)) 

(wobei natürlich statt a,...,r auch andere freie Variablen stehen 
kônnen). 

Nachdem ailes dieses au.sgeführt ist, kommt die Formelvariable B (s) 
nur noch in solchen Disjunktionsgliedern vor, die entweder Formeln 
der Art 2. oder Negationen von solchen sind oder eine der Formen 

(Ex)B{x), {Ex) {B{x)&c^) 

{E x) B{x) , {Ex) {B (x) & (S) 

besitzen, wobei (ï ein Ausdruck ist, der die Formelvariable B {s) nicht 
enthâlt. 

Wir kônnen nun aile diese Disjunktionsglieder in solche von der 
Form 


{Ex) {B{x) Scd) oder von der Form {Ex) {B{x) &©) 
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überführen; denn für die Formeln der Art 2. und deren Negationen 
haben wir die Àquivalenzen 

B{a)~ {Ex) {x — a & B (x)) , 


B{a) ~ {Ex) {x = a 8c B {x)) 

zur Verfügung, die man aus der Formel 6 b)) durch Einsetzung erhâlt; 
und die Formeln ^ ^ ^ ^ 

sind überführbar in die Formeln 

{E x) {B (x) 8c X = x), {E x) {B (oc) 8c x = x). 


Nachdem diese Umformungen ausgeführt sind, erhâlt unsere gesamte 
Disjunktion, nach passender Umstellung der Glieder, die Gestalt 

{Ex) {B{x) y ...y {Ex) {B{x) 

V {Ex) {BTx) 8cQ,f'{x)) y . ..y {Ex) {B\x) 8c^^{x)), 

wobei die Ausdrücke % , ©f ’ (x), . . &}' (x) , Qf'{x), . . (Ef (x) die For- 
mai variable B {s) nicht enthalten. 

Diese Formel kann zunâchst gemâB der Regel {â) übergeführt werden in 

ÿiy{Ex) {{B(x) 8c&‘/Ux)) y... y {B (X) 8cQ</>(x)) 

y {Blx) & (Ef (X)) V ... V {BÏX) 8c (Ef (a:))} 

und weiter durch Anwendung des einen distributiven Gesetzes in Ver- 
bindung mit der Regel {rj) in die Formel 

‘^y{Ex) {{B{x) 8c ((Ef> {x)y...y (EJ^» (X))) y {b{x) & ((Ef (x)y...y ef (^)))} . 

also in eine Formel von der Gestalt 

91 V {Ex) {{B(x) 8cŒ^^>(x)) y {B(x) 8c &*->(x))}, 

wobei wiederum die Ausdrücke 91, (E‘^’ {x) , (E‘“’ {x) die Formel variable B (s) 
nicht enthalten. 

Diese Formel ist nun deduktionsgleich der Formel 

^y{Ex) ((E'®(:r)&(E'''W). 


Setzt man nâmlich in der vorigen Formel für die Formel variable B {s) 
die Formel (E‘^(s) ein, so erhâlt man 

91 V (£^) ((6® (JC) &(E‘"{Jc)) V {^\x) &(E®(Jc))) 


und daraus — weil 


(E®(jcj &(E®(jc) 


éds Disjunktionsglied weggelassen werden kann — die eben genannte 

^y {Ex) (e®' {X) 8c (JC)) ; 
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von dieser gelangt man andererseits, durch Anwendung der identischen 

C &D-^ {A &:D)y {A 8cC), 

ans der sich durch Einsetzung 

e'-’(fl) {B (a) &©'*’(«)) V {B (a) &©'-’(«)) 

ergibt ^ und mit Benutzung der Regel (ô) sowie der identischen h'ormel 

, r 1 (C D) IA y C - > A y D) 

zu der Jmrmel ' / \ ^ / 

51 V {E X) {{B (X) & (£" ’ (X)) y {B(x) & G'-' (;r))} 

Mit dem Übergang zu der h'ormel 

%y {Ex) {d^Hx) 


ist nun die Ausschaltung der Formelvariablen B (s) erreicht. 

Von der erhaltenen h'ormel konnen wir allerdings nicht behaupten, 
daü sie aus Prirnârformeln zusammengesetzt ist; wohl aber konnen 
wir die Zerlegung in Prirnârformeln nachtraglich wieder ausführen, 
und die so entstehende h'ormel konnen wir dami in eine konjunktive 
Normalform umformen, deren Konjunktionsglieder wiederum einzeln für 
sich behandelt wcrden konnen. Wesentlich ist, daü bei diesem Verfahren 
keine neue Forntelvariable mit Argument hinzutritt, so daü im ganzen 
eine Verminderung der Anzahl der auszuschaltenden Formelvariablen 
mit Argument bewirkt ist. 

Indem wir nun in der gleichen Weise fortfahren, gelangen wir 
schlieülich dazu, daü aile h'ormelvariablen mit Argument ausgeschaltet 
sind. 

Wenn wir dieses bewirkt haben, so sammeln wir zunachst aile die 
Konjunktionsglieder, in welche unsere ursprüngliche Formel schrittweise 
gespalten wurde; — bei jeder Elimination einer Formelvariablen mit 
Argument findet ja eine weitere Aufspaltung in Konjunktion.sglieder 
statt, und für jedes Glied einzeln muü die Elimination durchgeführt 
werden, 

Ferner tauschen wir samtliche nun vorkommenden freien Individuen- 
variablen gegen gebundene Variablen aus. Sodann wenden wir das 
Verfahren der Zerlegung in Prirnârformeln an. Da jetzt keine freie 
Individuenvariable und keine Formelvariable mit Argument mehr vor- 
handen ist, so konnen die Bestandteile, aus denen sich die Formel (nach 
der erfolgten Zerlegung in Prirnârformeln) zusammensetzt, nur von 
den Arten 1. und 6., d. h. nur h'ormelvariablen ohne Argument und 
Anzahlformeln sein. Wir bringen die Zusammensetzung wieder in die 
Gestalt einer konjunktiven Normalform. 


' Faits in oder in G*’’ (a) die Variable a vorkommt, hat man statt a in 

der angegebenen Formel eine andere freie Individuenvariable zu nehmen. 
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Hier kônnen wir nun auch die Formelvariablen ohne Argument 
ausschalten. Denn erstens kônnen Wiederholungen von Disjunktions- 
gliedern weggelassen werden. Wenn ferner in einem Konjunktionsglied 
dcr konjunktiven Normalform eine Formel variable zugleich mit ihrer 
Négation als Disjunktionsglied auftritt, so kann nach den Regeln dos 
Aussagenkalkuls das ganze Konjunktionsglied weggestrichen werden. 
Wenn bei jedem Konjunktionsglied der Normalform dieser Fall vor- 
liegt, so ist die gesamte Formel ahleitbar. Sie kanti dann auch in eine 
Formel übergeführt werden, die sich allcin aus Anzahlformeln zu- 
sammensetzt, z. B. in die Formel 

(^ 2 y) {x y) V [x^y) {x = y). 

Es bleibt jetzt nur noch der Fall zu betrachten, daÜ eine jedo der 
in der Formel vorkommenden Formelvariablen innerhalb eines einzelnc'ii 
Konjunktionsgliedes hôchstcns einmal (ohne Négation oder mit Néga- 
tion) auftritt. Die Ausschaltung der Formelvariablen erfolgt nun wieder 
in der Weise, daO wir jedes Konjunktionsglied einzeln im Sinne der 
Deduktionsgleichheit umformen. Sei etwa C die Variable, die zuerst 
ausgcschaltet werden soll. Ein Konjunktionsglied, welches die.se Variable 
enthalt, hat (evtl. nach Urnstellung von Disjunktionsgliedern) eine der 
beiden Formen 

?1VC, 31 VC, 

wobei in 31 die Variable C nicht vorkommt. 

Nun ist aber 3f V C dcduktionsgleich mit 31. Denn aus 31 V C erhâlt 
man 31, indern mari für C die Formel C&C einsetzt, welche als Dis- 
junktionsglied weggestrichen werden kann; und von der Formel 31 ge- 
langt man durch den Aussagenkalkul unmittelbar zurück zu 31 V C . 
Desgleichen ist 31V C deduktionsgleich mit 31, da man ja durch Ein- 
setzung von C y C für C und Anwendung der Regel für clic Bildung 
der Négation an Stelle von C wiederum das Di.sjunktion.sglicd C&C 
erhâlt, welches weggestrichen werden kann. 

Auf diese Weise las.sen sich nacheinander aile h'ormelvariablen aus- 
schalten, und wir gelangen damit zu einer Formel, welche sich als eine 
konjunktive Normalform, gebildet aus Anzahlformeln, darstellt und 
welche unserer ursprünglich gegebenen Formel deduktionsgleich ist. 

Hiermit ist nun miser behaupteter Satz bewiesen, daü eine jede 
Formel des erweiterten einstelligen Pràdikatenkalkids einer allein aus An- 
zahlformeln zusammengesetzten Formel deduktionsgleich ist, und zwar ist 
der Nachweis, dem finiten Standpunkt gemâü, so erfolgt, daü er uns 
zugleich ein Verfahren bietet, um zu einer gegebenen Formel des er- 
weiterten einstelligen Prâdikatenkalkuls eine ihr deduktion-sgleiche aus 
Anzahlformeln zusammengesetzte Formel zu gewinnen. Das angegebene 
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Verfahren ist auch nicht nur grundsâtzlich anwendbar, sondern auch 
zur praktischen Handhabung geeignet, wobei sich natürlich im einzelnen 
noch Vereinfachungen anbringen lassen. 

Mit Hilfe des crhaltenen Satzes gelangen wir nun leicht zum Be- 
weise unserer aufgestellten VoUstândigkeitssâtze und zur Lôsung des 
Entscheidungsproblems für den erweiterten einstelligen Prâdikaten- 
kalkul. 

Wir zeigen zuerst, daü eine im Endlichen identische Formel des 
erweiterten einstelligen Prâdikatenkalkuls stets auch ableitbar ist. Sei 
91 eine Formel dieses Kalkuls, welche im Endlichen identisch ist. Wir 
stellen dann nach der angegebenen Méthode eine der Formel 91 de- 
duktionsgleiche, aus Anzahlformeln zusammengesetzte Formel 93 her. 
Diese muÜ, gemâB dem früher Bewie.senen, gleichfalls im Endlichen 
identisch sein. Wir konnen 93 in der Gestalt einer konjunktiven Normal- 
form annehmen, und es ergibt sich dann, daB auch jedes einzelne 
Konjunktionsglied im Endlichen identisch .sein muB. Ein solches Kon- 
junktionsglied hat nun die Form einer Disjunktion aus Anzahlformeln 

{x^y) {x = y), {E x,,,y) {x y) 

und Negationen von solchen. Hier lassen sich zunachst die Negationen 
auf Grund der Âquivalenz 

{x,„y) (a; = y) - {Ex„,y) (x f y) 


beseitigen. Des weiteren konnen wir die Disjunktionen in solche von 
hochstens zwei Gliedern überführen ; denn aus den ableitbaren Formeln 

(Xmy) (x = y) (A:„,+iy) {x = y), 

i^'Xm+iy) (x + y) ~ iEx„^y) {x y) 


ergeben sich für jedes Anzahlenpaar m , n, wo m grôBer als n oder gleich n 
ist, die Àquivalenzen 


ix„,y) (x = y) ^ (Af,„y) (a^ = y) V (Af„y) (x = y), 

(Ex^y) (x -r y) ~ (Ex^y) {x 4 y) v {Ex„y) {x + y), 

und mit Hilfe dieser Àquivalenzen konnen wir die Anzahl der Disjunk- 
tionsglieder von der Form (xiy) {x = y) sowie auch derjenigen von der 
Form (Exfy) {x 4 = y) schrittweise vermindern, bis wir nur noch hôch- 
stens eines von jeder Art übrigbehalten. Es ergibt sich dann entweder 
eine Formel ^ 

Oder eine Formel ^ 

oder aber eine Formel 

(a;, y) (a; = y) V (EA;,y) (a; 4= y): 


dabei sind f und 1 mindestens gleich 2. 



V ollstàndigkeitssàtze . 


207 


Nun muB diese Formel, als Umformung eines Konjimktionsgliedes 
von 33, im Endlichen identisch sein. Man erkennt abcr sofort, daÛ die 


Formel 


(a;, y) {x y) 


nicht f-zahlig identisch und die Formel 

{Ex^y) {X 4 y) 


nicht (f — 1)-zahlig identisch ist. 

Es kommt also nur der Fall einer Formel 

(x^y) {x = y) V (Ex^y) (x t y) 

in Betracht. 

Damit diese Formel im Endlichen identisch ist, muü sie insbesondore 
f-zahlig identisch sein. Das ist aber, wie man sich leicht überlegt, nur 
dann der Fall, wenn î gleich 1 oder grofier als 1 ist. 

Diese Bedingung muü also erfüllt sein. Ist dieses aber der Fall, 
dann ergibt sich .sogleich die Ableitbarkeit der h'ormcl, auf (irund der 
Ableitbarkeit der beiden Formeln 


(Xiy) (x = y) ~ {Ex^y) {x 4 y) . 
(E Xf y) (x ^ :v) (E Xi y) (x j y) . 


Somit folgt, daü jcdes Konjunktionsglied der konjunktiven Normal- 
form 33 eine ableitbare Formel ist, und daü also auch 33 selbst ableitbar 
ist. 33 und 21 sind aber dcduktionsgleich, folglich ist auch 31 eine ableit- 
bare Formel, was wir ja zeigen wollten. 

Die Méthode des eben geführten Beweises liefert uns zugleich ein 
Verfahren zur Entscheidung über die Ableitbarkeit einer F'ormel des 
erweiterten einstelligen Prâdikatenkalkuls. Gehen wir nâmlich von einer 
beliebigen Formel dieses Kalkuls aus, so erhalten wir zu ihr nach unserem 
allgemcinen Verfahren zunâchst eine ihr deduktionsgleiche, aus Anzahl- 
formeln gebildete konjunktive Normalform. Auf diese kônnen wir 
dann wieder die vereinfachenden Umformungen anwenden, wie wir sie 
eben bei der Formel 33 ausgeführt haben. So erhalten wir eine F'ormel®, 
welche sich konjunktiv zusammensetzt aus Gliedern von einer der drei 

Formen . (x= y), (E x^y) {x 4 y) , 

(x^y) (x = y) V {Exiy) {x 4 y). 


Aus dieser F'ormel ® lâÛt sich nun sofort die Bedingung dafür ent- 
nehmen, daü unsere Ausgangsformel im Endlichen identisch und somit 
ableitbar ist. Diese besteht darin, daÛ in der Formel nur Konjunktions- 
glieder von der dritten Form auftreten, und zwar nur .solche, in denen 
die Anzahl î mindestens so groü ist wie I. 
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Wir konnen jedoch hier das Entschcidungsproblem noch in einem 
weitergehenden Sinne lôsen, nâmlich im Sinn der Aufgabe, von einer 
vorgelegten Formel zu bestimmen, für welche endlichcn (von 0 ver- 
schiedenen) Anzahlen in die Formel m-zahlig identisch sowie auch für 
welche Anzahlen sic ni-zahlig erfüllbar ist. 

Diese beiden zueinander dualen Fragestellungen lasscn sich auf- 
einander zurückführen, da ja eine Formel dann und nur dann m-zahlig 
erfüllbar ist, wenn ihre Négation nicht m-zahlig identisch ist. Die Dis- 
kussion gestaltet sich etwas übersichtlicher für die Frage der Erfüllbar- 
keit. 

Sei iJÏ die zu untersuchende Formel. ’ Zu ihrer Négation 31 konnen wir 
eine ihr deduktionsgloiche, aus Anzahlformeln gebildete konjunktive 
Normalform bestimmen, in der jedes Konjunktionsglied eine der 
drci Formen hat 

{xty){x=-y), {Ex^y){xly) 

{x^y) (x = y) y {Ex^y) {x \- y) 

Diese Formel Ê* ist dann und nur dann m-zahlig identi.sch, wenn 31 
es ist. Demnach ist die Formel 31 dann und nur dann m-zalilig erfüllbar, 
wenn die Négation von (S* es ist. Die.se labt sich umformen in eine 
Disjunktion X, gebildet aus Gliedern von einer der drei Formen 

{Ex J y) {x 4-~ y) , {xty) {x y) j ^ ^ 

{E x^y) {x 4 y) & (.V, y){x^y) \ 

Damit die Disjunktion X eine m-zahlig erfüllbare Formel sei, ist not- 
wendig und hinreichend, daU eines ihrer Glieder m-zahlig erfüllbar ist. 

Nun besteht die (notwendige und hinreichende) Bedingung der 
m-zahligen ErfüUbarkeit 

für ein Glied [E x^y) {x -|^ y) darin, daB î - i m, 

,, ,, „ {xiy) {x y) „ „ m<l, 

,, „ „ {Exf}') (x 4^ y) & (xiy) {x = y) ,, „ î -g m < I; 

dabei ist die Bedingung m < I gleichbedeutend mit 1 •< m < 1 . 

Ferner ist noch folgendes zu beachten : wenn die Formel 31 für keine 
Anzahl m die Eigenschaft der m-zahligen ErfüUbarkeit besitzt, so ist 31 
im Endlichen identi.sch, akso auch ableitbar; die Formel 31 ist also dann 
widerlegbar. 

Es sind demnach nur folgende drei Môglichkeiten vorhanden; 

1 . die Formel 31 hat für keine Zahl m die Eigenschaft der m-zahligen 
ErfüUbarkeit, und sic ist dann widerlegbar; 

2. die Formel 31 hat für jede Zahl m die Eigenschaft der m-zahligen 
ErfüUbarkeit ; 


j (i,r > 1). 
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3. die Formel hat für diejenigen Zahlen m (und auch niir für diose) 
die Eigenschaft der m-zahligen Erfüllbarkeit , welche gewissen endlicli 
vielen Intervallen 

f : m < I (f < 1) 
fsim (f> 1) 

angehôren. 

Welcher der drei Fâlle vorliegt, kônnen wir ans der l^'ormel î er- 
sehen, und aus ihr entnehmen wir im dritten Fall auch die Intervalle, 
in denen die Zahlen m liegen, für welche die ni-zahlige Erfüllbarkeit 
von 3f besteht. 

In diesem Ergebnis ist zugleich auch der Satz enthalten, daü jede 
Formel des erweiterten einstelligen Pradikatenkalkuls entweder im End- 
lichen erfüllbar oder widerlegbar ist. 

Der einfachc und übersichtliche Sachverhalt, den wir hier vor- 
finden, beruht wesentlich auf der Besonderheit des einstelligen Prâdi- 
katenkalkuls. Wie schon erwâhnt, trifft für den mehrstelligen Pradi- 
katenkalkul der Satz, daü jede im Endlichen identische Formel ableitbar 
ist, keineswegs zu, und erst recht also nicht die Alternative, daü jede 
Formel im Endlichen erfüllbar oder widerlegbar ist. Hierfür den Nach- 
weis zu erbringen, ist unsere nâchste Aufgabe. Den Ansatz der dazu 
erforderlichen überlegung haben wir bereits gemacht. 


§ 6. Widerspruchsfreiheit unendlicher Individuenbereiche, 
Anfânge der Zahlentheorie. 

Wir haben im § 4 drei Formeln Ip angeführt, von folgender 

Beschaffenheit. Keine von ihnen ist im Endlichen erfüllbar. Die 
Negationen 


sind also im Endlichen identisch. Andererseits sind die Formeln p- , 
im Sinne der Zahlentheorie erfüllbar, so daü wir zu erwarten haben, 
daü ihre Negationen nicht ableitbar sind. Wir wollen uns die zahlen- 
theoretische Erfüllung der Formeln kurz vergegenwartigen. 

Die Formel setzt sich konjunktiv zu.sammen aus den Formeln 




{x) R{x, x) , 

W (y) (2) {R{x, y) & R(y, z) -> R(x, z)) , 
{X) (Ey) R{x,y). 


@ aus den Formeln 


m 


{x) {Ey) S[x, y), 

{Ex) (y) 5(y, x), 

{x) {y) (m) {v) {S(x, u) & S (y, u) & S{v, x) 


Hilbert-Bemays, Grundlagen der Mathematik I. 


S{v, y)), 

14 
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§ aus den Formeln 

1 {x)A{x,x), 

\ {x) {Ey) (z) {A {x, y) & (A (z, x) - > A (z , y))}. 

Beziehen wir in diesen Formelsystemen die Individuenvariablen auf 
die Gattung der Ziffeni, so wcrden die Formeln (^) und die Formeln (.*p) 
erfüUt, wenn wir für R {a, b) sowie für A {a, b) das Pradikat a < b 
{,,a ist kleincr als b“) setzen^, und die Formeln (©) werden erfüllt, 
wenn wir für S {a , b) die Bezichung einer Zabi zu der nachstfolgenden 
(,,« bat als Nacbfolger b“) setzen. Und zwar ist die Erfüllung eine solcbe 
im Sinne der finiten Zablcntbeorie. Denn wir kônnen bier die All- 
und Seinszeicben im finiten Sinne intcrpretieren derart, dali {x)^{x) 
die Gültigkeit von iJl(j) für jede vorgelegte Ziffer g und (Ex) 9f(A;) die 
Gültigkeit von für eine angebbare Ziffer ^ ausdrückt. 

So besteht z. B. die genanntc Erfüllung für die zweite der Formeln @ 
darin, dalJ es eine Ziffer, namlich 1, gibt derart, dab, wie aucb die 
Ziffer ^ gewâblt wird, 1 nicbt Nacbfolger von t) ist. Und die Erfüllung 
für die zweite der Formeln bestebt darin, daü es zu jeder vorgelegten 
Ziffer J eine solcbe Ziffer, namlicb j 1, gibt derart, daB, wie aucb 
die Ziffer j gewablt wird, erstens ji; < ç + 1 und, sofern g < j ist, 
aucb g < ^’ + 1 ist. 

Diese Art der Erfüllung, wclcbe wir für die Formelsysteme C^), 
(0)), (§) erbalten, liefert uns aucb .sofort, durcb die konjunktive Zu- 
sammenfassung der Formeln eines jeden Systems, eine Erfüllung für 
die Formeln (Si, .Sÿ im Rabmen der finiten Zablentbeorie. 

Aus dieser Erfüllung laBt sicb nocb nicbt obne weiteres die Unwider- 
legbarkeit dieser Formeln, also die Unableitbarkcit ibrer Negationen, 
entnebmen. Wir wissen zwar, daü eine im Endlicben erfüllbare Formel 
unwiderlegbar ist, da ja ibre Négation nicbt im Endlicben identisch ist. 
Daü aber aucb jede im Rabmen der finiten Zablentbeorie erfüllbare 
Formel unwiderlegbar ist, folgt aus unseren bisberigen Sâtzen nicbt. 
Wir werden spater erkennen, daB dieses tatsâchlicb zutrifft^. Hier aber 
wollen wir den Nacbweis für die Unwiderlegbarkeit der Formeln 
auf einem direkteren Wege fübren. 

Für eine jede dieser Formeln ist die Unwiderlegbarkeit gleicb- 
bedcutend mit der Widerspmcbsfreibeit eines gewissen Axiomensystems. 
Es werde dieses arn Fall der Formel dargelegt. Wir bezeicbnen mit 
^0 die Formel, die aus fÇ- bervorgebt, indem für die Formelvariable mit 
der Nennform R {a , b) die Formel a <i h eingesetzt wird. Durcb die 
gleicbe Einsetzung entstebt aus dem Formelsystem (5) das System 

^ Wir wollen von jetzt ab das in der Mathematik übliche Symbol a < 6 anstatt 
des vorher gebrauchten Symbols b) verwenden. 

2 Vgl. die frühere Hrwàhnung dieser Tatsache im § 4. S. 131. 



Unwiderlcgbarkeit und Widerspnichsfreiheit. 
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der Fornieln 


($o) 


(;v) .V < a: , 

(■v) (.v) (-^) ('■''■ < y & y < c ^ .V < ^) , 
(.v')(£y)(A;<y). 


Die Formeln (^o) stellen ein Axiomensystem dar, und zwar oin seiches, 
das sich nicht mit einem endlichen Individuenbereich erfüllen laüt. 
Wenn es gelingt zu zeigen, daÜ bei der Hinzunahme der F'ormelii (^q) 
(als Ausgangsformeln) zu dem Pnidikatenkalkul nicht zwei solche 
Formeln ableitbar werden, von denen eine die Négation der anderen 
ist, so ist damit, im Rahmen der durch den Pradikatenkalkul formali- 
sierten SchluBweisen, die WidersprucJisjreiheit eines unendlichen Indi- 
viduenbereiches nachgewiesen . 

Es fâllt imn die Widerspnichsfreiheit des Systems (p-o) zusammen 
mit der Unwiderlegbarkeit der F'ormel Denn^ nehmen wir an, das 
System (^'o) führe auf einen Widerspruch, so müüte das gleiche von 
der einen Formel geltcn; es würde daim ans mit Hilfe des Priidi- 
katenkalkuls eine jedo mit den Variablen und Symbolen des Prildikaten- 
kalkuls nebst dem Symbol < gebilek'te F'ormel, insbesondere also auch 
3o ableitbar sein. GemaB dem Deduktionstheorem müBte daher, weil 
ja ^0 keine freie Variable enthalt, die F'ormel 

So So 

durch den Pradikatenkalkul ableitbar sein: ans dieser aber erhalt man 
mittels des Aussagenkalkuls Somit würden wir t'ine Ableitung 

von durch den Pradikatenkalkul haben. In einer solchen Ableitung 
konnten wir aber alk'nthalbcn, ohne Storung des deduktiven Zu- 
sammenhanges, das Pradikatensymbol < mit seinen beiden Argumenten 
durch die Formel variable R mit jeweils den gleiclien beiden .Argumenten 
ersetzen. Dadurch würden wir zu einer Ableitung der Formel A' Rc- 
langen, und die Formel würde also dann widerlegbar sein. 

Angenommen andrerseits, daB widerlegbar sei, daB also eine Ab- 
leitung von 5 vorliege, so würden wir, indem wir in ^ für die F'ormel- 
variable mit der Nennform R {a, b) die F'ormel adb einsetzen, eine 
Ableitung von durch den Pradikatenkalkul erhalten. Bei der Hinzu- 
nahnie der l'ormeln (^q) zum Pradikatenkalkul würden daher die beiden 
Formeln ^'q, ableitbar sein, d. h. die Formeln (Ço) würden mittels 
des Pradikatenkalkuls auf einen Widerspruch führen. 

Die Aufgabe des Nachweises für die Unwiderlegbarkeit der F'ormel Ç 
ist somit in der Tat gleichbedeutend mit der des Nachweises für die 
Widerspnichsfreiheit des Systems (^q)- 


1 Wir stellen bei dem vorliegenden Fall noch cinmal (in unwesentlich modi- 
fizierter Form) die Überlegung an, die wir allgemein im § 4 als Anwendiing des 
Deduktionstheorems ausgeführt haben (vgl. S. 156). 


14 * 
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§ 6. Widerspruchsfreiheit unendlicher Individuenbereiche. 


In ganz entsprechender Weise kommt bei den Formeln @ und § 
der Nachweis für die Unableitbarkeit ihrcr Negationen ^ dem Nach- 
weis für die Widerspruchsfreiheit gewisser Formelsysteme ((^o)> (^o) 
gleich. 

Für die Formel folgt übrigens, wie schon in § 4 bemerkt wurde, 
die Unableitbarkeit direkt aus derjenigen von da die Formel ^ 
aus ableitbar ist. Um diese behauptete Ableitbarkeit zu erweisen, 
genügt es, aus derjenigen Formel die aus entsteht, indem für 
die Formclvariable R mit zwei Argumenten die Variable A mit jeweils 
den gleichen Argumenten gesetzt wird, die Formel .Ç) in solcher Weise 
abzuleiten, daÜ dabei die Formel variable A der Formel festgehalten 
wird. Denn aus einer solchen Ableitung von ^ aus ergibt sich ja 
gemab dem Deduktionstheorem die Ableitbarkeit der Formel 

durch den Pradikatenkalkul. Aus dieser Formel aber erhalten wir durch 
Kontraposition die Formel 

s » f» 

und damit eine Ableitung von aus S;} . Und aus der Formel 5* 
durch Einsetzung hervor. 

Beachten wir nun, dab es zur Gewinnung der gewünschten Ableitung 
von aus ausreichend ist, die Formeln (§) aus den Formeln (?^*), 
welcho die konjunktiven Bestandteile von bildcn, miter Festhaltung 
der in den Formeln auftretenden h'ormelvariablen A abzuleiten, 
und dab ferner die erste der Formeln (.^) mit der ersten der Formeln (5*) 
übereinstimmt, so sehcn wir, dab es nur noch darauf ankommt, aus 
den Formeln 

{x) (y) (2) {A {X, y) cS: A (y, z) ■ > A {x, z )) , 
(x){Iiy)A{x.y). 

miter Festhaltung der in ihnen auftretenden Forrnelvariablen, die 
Formel 

{x) {E y) (z) {A {x, y) ik {A {z, X) -* A (z, y))} 

abzuleiten. 

Die.ses geschieht folgendermaben : 

Aus der Formel 

(^) (y) (2) [A (X, y) & /I (y, 2) -► A (x , 2)) 
erhalten wir gemâb der Regel {e') 

A {a , b) & A {b , c) -* A {a , c) 

und daraus nach den Umformungsregeln des Aussagenkalkuls 

A {b , c) - ► {A (a , b) > A (a , c)) . 

Durch Anwendung des Schémas (oi) und Umbenennung von x in z 
ergibt sich 

A {b, c) -> (2) {A (z, b) > A (z, 0) 
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und hieraus durch Anwendung der identischen Formel 

{B-> B & C) 

die Formel . ^ ^ ^ ^ 

A {b, c) -* A {b, c) & (2) {A (Z, b) -> A (2, c )) , 

welche gemàÛ der Regel (t) in die Formel 

A (b, c) (2) {A {b, c) & (A (Z, b)->A (Z, 0)} 

umgeformt werden kann. 

Nun liefert die Anwendung der Regel (C) die Formel 
(^) (Ey) A (X. y) (x) (Ey) (2) {A {x. y) & (A (z, x) -> A (z, y))}, 
welche ziisammen mit der Formol 


(X) (Ey)A(x,y), 

die wir ja als Ausgangsformel zur Verfügung haben, nach dern SchluU- 
schema die gewünschte Formel 

ergibt ^ 

Es empfiehlt sich nun, den Nacliweis für die Widerspruchsfreiheit 
des Formelsystems (^0) , und ebenso des zu der Formel ® gehôrigen 
Formelsystems (®o), so zu führen, daÜ wir gleich die Identitâl nebst den 
Axiomen (/j), (/g) einbeziehen, daB wir also die Widerspruchsfreiheit 
nicht nur bei Zugrundelegung des Prâdikatenkalkuls beweisen, sondern 
auch für den erweiterten Kalkul, der durch die Hinzunahme der (ileich- 
hoitsaxiome erhalten wird. Hierdurch gewinnen wir zugleich die Mog- 
lichkeit, neben der Charakterisierung der Unendlichkeit eines Individuen- 
bereiches durch die Erfüllung einer der Formeln (^, diejenige 
Unendlichkeitsbedingung in Betracht zu ziehen, welche Dedekind zur 
Définition des Unendlichen genommen hat^. 

Nach Dedekind heiBt ein System von Dingen — wir sagen: ein 
Individuenbereich — unendlich, wenn es sich umkehrbar eindeutig 
auf ein echtes (d. h. nicht aile Dinge des Systems enthaltendes) Teil- 
system abbilden lâBt. 

Diese Unendlichkeitsbedingung ist wiederum gleichbedeutend mit 
der Forderung der Erfüllung eines gewissen Systems von Formeln. Denn 
zu jeder Abbildung gehôrt ein Pradikat mit zwei Subjekten: ,,b ist Bild 
von a"; damit andererseits ein Pradikat P {a, b) in diesem Sinne zu 
einer umkehrbar eindeutigen Abbildung eines Individuenbereichs auf 
einen echten Teilbereich gehôre, ist notwendig und hinreichend, daB 
es den durch die folgenden vicr Formeln dargestellten Bedingungen 

(x) (Ey) P{x,y), 

(Ex) (y) P(y,x), 

(x) (y) (2) (P(x, y) & P{x, 2) -► y = 2) , 

(x) (y) (2) (P{x, z) & P (y, z) -> x = v). 

^ R. Dedekind: Was sind und was sollen die Zahlen ? (Braunschweig 1887)- 


genügt ; 

(î)) 



214 


§ 6. Widerspruchsfreiheit uncndlicher Individuenbereiche. 


Von diesen Formeln (2)) besagt die erste, daB es zu jedem Ding 
des Individuenbereiches ein Bild gibt, die zweite, daI3 mindestens ein 
Ding nicht als Bild auftritt, die dritte besagt, daÜ die Abbildung ein- 
deutig ist und die vierte, daÛ die Umkehrung der Abbildung eindeutig 
ist. Die Existenz einer umkehrbar eindeutigen x\bbildung des Indi- 
viduenbereiches auf einen echten Teilbereich ist somit gleichbedeutend 
mit der Existenz eines den vicr Formeln (^3)) genügenden Prâdikates P . 

Durch konjunktive Zusammenfassung dieser vier Formeln erhalten 
wir eine Formel 3). Die Erfüllbarkeit dieser Formel ist dasjenige, worin 
nach Dedekind die Unendlichkeit eines Individuenbereiches besteht. 

Diese Erfüllbarkeit laüt sich im Sinne der finiten Zahlentheorie 
feststellen, indem wir für P {a, b) die Beziehung einer Zabi zur nachsten 
{,,a hat als Nachfolger b") setzen. Vom Standpunkt der Beweistheorie 
besteht aber hier entsprechend wie bei den Formeln % und 61 noch 
die Aufgabe, zu zeigen, daB die Négation % der Formel X unableit- 
bar ist. 

Hier bietet sich nun die Vercinfachung, daB mit dem Beweis der 
Unableitbarkcit der Formel 2) zugleich die Unableitbarkeit von 61 
erwiesen wird. Dieses nâmlich ergibt sich, auf Grund der entsprechendcn 
Überlegung, wie wir sie vorhin für die Formeln angestellt haben — 
(es muB nur jetzt überaU, wo es sich um Ableitbarkeit handelt, die Ein- 
beziehung der Gleichheitsaxiomc bcrücksichtigt werden) —, sofern wir 
feststellen kônnen, daB aus den Formeln (3)), unter F'esthaltung der in 
ihnen auftretenden Formelvariablen, diejenigen Formeln (61*) ableitbar 
sind, die aus den Formeln (61) entstehen, indem für die Formelvariable S 
mit zwei Argumenten überall die Variable P mit jeweils den gleichen 
Argumenten gesetzt wird. 

Das ist nun tatsachlich der Fall. Sogar schon aus dreien von den 
Formeln {%) sind die Formeln (61*) ableitbar. Namlich die beiden 
ersten der Formeln (3)) stimmen mit den beiden ersten der Formeln (61*) 
überein. Und von der vierten der Formeln (S) 

{x) (y) ( 2 ) {P(x, Z) & P (y, 2 :) X = y) 

gelangt rnan zu der dritten von den Formeln (61*) , d. h. der Formel 

(x) {y) (u) (v) {P{x, U) & P (y, u) & P {V, x) -► P{v, y)) 

auf folgendem Wege. Zunâchst erhâlt man aus 

(^) (y) {^) {Pix, Z) & P (y, Z) ■> = y) 

gemaB der Regel (e') die Formel 

P{a, c) & P{b, c) -*■ a = b; 

ferner ergibt sich aus dem zweiten Gleichheitsaxiom durch Einsetzung; 

a = b {P {d , a) ^ P (d, b)) . 
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Die beiden erhaltenen Formeln liefcrn zusammen durch Anwendung 
des Kettenschlusses : 

P [a ,c)&P{h, c) {P{d, a) -> P{d, h)) . 

Hieraus ergibt sich durch elementare ümformung [Anwendung der 
Regel der Importation und Weglassen unnôtiger Klarnmern] die Formel 

P{a, c) 6c P{b, c) & P{d, a) -*■ P{d, h) , 
und aus dieser wird die gewünschte Formel 

(.r) (y) (u) (v) (P(x, u) 6c P (y, u) & P(v, x) P(v, y)) 

durch Anwendung der Regel (e) erhalten. 

Somit kônnen wir die Formel (51 entsprechend wie die Formel 
aus unserer Betrachtung ausschalten, und unscre Aufgabe reduziert 
sich damit auf den Nachwcis für die Unableitbarkeit der beiden For- 
meln wobei sich diese Unableitbarkeit auf den Bereich des „er- 

weiterten Priidikaienkalkuh" bezieht, d. h. auf den Prâdikatcnkalkul mit 
Hinzunahme der Gleichheitsaxiome. Diese F.rwciterung ist jetzt un- 
umganglich, da ja in der Formel % das Gleichhcitszeichen auftritt. 

Ebenso nun, wie es zum Nachwcis der Unableitbarkeit von % genügt, 
die Formeln (?yo) als widerspruchsfrei zu erkennen, ist es zum Nachwcis 
der Unableitbarkeit von % hinreichend, die Widerspruchsfreiheit eines 
Systems von Formeln einzusehen, welches man aus den Formeln (î)) 
erhalt, indem man die Formel variable P {a, b) durch ein Pradikaten- 
symbol ersetzt. Es empfichlt sich aber hier, noch eine Modifikation 
anzubringen, welche durch die inhaltliche zahlentheoretischc Erfüllung 
der Formeln (^) nahegelegt wird. Bei dieser Erfüllung tritt ja an die 
vStelle der Formelvariablen P {a, b) die Beziehung ,,a hat b als Nach- 
folger“ oder, was dasselbe besagt, ,,b ist der Nachfolger von a". An- 
statt nun diese Beziehung einer Zahl zur nachsten durch ein Prâdi- 
katensymbol mit zwei Argumenten zu formalisieren, konnen wir auch 
die mathematische Funktion, welche einer Zahl a die nachstfolgende Zahl 
zuordnet, durch ein Funktionszeichen mit einein Argument formalisieren. 

Wir nehmen dafür das Strichsymbol, welches im Unterschiede zu 
den sonstigen Funktionszeichen, die man voranstellt, an das Argument 
oben rechts angehângt wird. Mit Anwendung des Gleichheitszeichens 
kônnen wir nun die Beziehung ,,b ist der Nachfolger von a" formalisieren 
durch die Gleichung a' — b 

Die.se Gleichung setzen wir an die Stelle der Formelvariablen P {a, b) 
in den F'ormeln (3)) . Auf diese Weise erhalten wir folgende vier Formeln : 

(x) (Ey) {X' == y), 

(Ex) (y) (y' x), 

(x) (y) (z) (x' — y 6c x' = Z -► y = z), 

{x) (y) ( 2 ) {x' = z 6c y' — z -* x — y). 
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§ 6. Widerspruchsfreiheit unendlicher Individuenbereiche. 


Es gilt wiederum, daü mit dem Nachweise der Widerspruchsfreiheit 
dieser Formeln (bei Zugrundelegung des erweiterten Prâdikatenkalkuls) 
auch die Unableitbarkeit der Formel 2) (im erweiterten Prâdikaten- 
kalkul) erwiesen ist. 

Nun zeigt sich hier die Vereinfachung, die wir durch unser Verfahren 
gewinnen, darin, daU die erste und die dritte der Formeln aus den Gleich- 
heitsaxiomen ableitbar sind. 

Namlich aus der E'ormel 

a = a 

(‘rhalten wir durch E^insetzung 

a’ ~~ a' , 


hieraus durch Anwendung der Grundformel (b) und des SchluBschemas ; 


{Ex) {a' = x) 


und daraus durch Umbenennung von x in y und Anwendung der Kegel 

iy') die Formel < \ n' \ ( > \ 

{x) {h y) {x = y ) , 


welche die erste der Formeln (^q) ist, 

Ferncr erhalten wir aus dem zweiten Gleichheitsaxiom durch Ein- 
setzungcn die Formel 

a' — h ► {a' — c -> h — c) , 


aus dieser nach der Regel der Importation 


a' h &c a' ^ c h — c 


und daraus gemaB der Regel (e) die dritte der E'ormeln (^q) 

{x) (y) {z) {x' --■= y & x' == Z y = z) . 

Somit brauchen wir von den Formeln (î)o) nur noch die zweite und vierte 
zu betrachten, so daB wir im ganzen nur noch für das System der fünf 
Formeln 

(x) X < X, 

(x) {y) (z) {x < y & y < Z > x <C z) , 

(x) (Ey) {x < y), 

{E x) (y) (y' x) , 

{x) (y) (2:) {x' = ^ & y' = 2 ->• X — y) 

den Nachweis der Widerspruchsfreiheit unter Zugrundelegung des er- 
weiterten Pradikatenkalkuls zu führen haben. Bei diesem Formel- 
system wollen wir aber nicht stehen bleiben, vielmehr es auf ein solches 
E'ormelsystem zurückführen, in welchem keine gehimdene Variable 
vorkommt. 

Wir konnen zunachst in den E'ormeln, in denen Allzeichen voran- 
stehen, die zu diesen Allzeichen gehôrenden gebundenen Variablen x,y,z 
gegen die freien Variablen a, b, c austauschen ; dadurch gehen unsere 
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betrachteten fünf Formein in folgende ihnen dedukiionsgleiche Formeln 

über: - 

a < a, 

a a b & b <. c *• a < c , 


{E y) {a < y) , 
(Ex) (y) (y' 4- x) , 


a' — c &. b' =r c > a — b. 

Hier sei gleich noch an der letzten Formel eine Vereinfachung angebracht, 
die sich wiederum ans der Anwendung der Gleichheitsaxiome ergibt. 
Ans diesen ist ja, wie wir früher gezeigt haben, die Formel 4)) 

a = c (b — c a --- b) 

ableitbar, ans welcher durch Importation und durch Einsetzungen die 
Formel 


= c & b' 


a 


b' 


hervorgeht. Um nun von dieser Formel durch den Kettenschluü zu 

der Formel , o ,, i 

a = c (k b — c a ~ b 

zu gelangen, ist nur notig, daü wir die Formel 

a’ -- h' - > a — h 

zur Verfügung haben. Diese Formel 

a' = E -> il b 


kann demnach die fünfte von den obigen Formeln vertreten. 
Nunmehr treten noch gebundenc Variable in den Formeln 


(E y) (a < y), 
(Ex) (y) (y' x) 


auf. Diesen Aussagen entsprechen im Sinne der inhaltlichen Deutung 
E xistenzaussagen. Um die existentiale Form auszuschalten, verschârfen 
wir diese Aussagen zu naher bestimmten Aussagen durch die explizitc 
Angabe dessen, wovon die Existenz behauptet ist; und zwar handelt 
es sich bei der ersten Formel um die Angabe einer Funktion von a, 
bei der zweiten um die Angabe eines Einzeldings. 

Die formule Durchführung dieser Verschârfung geschieht für die 

(Ey) {a < y) 

dadurch, daB wir an ihre Stelle die Formel 


a <i a' 


setzen, aus der jene durch Anwendung der Grundformel (b) ableitbar 
ist. Um für die Formel 


(Ex) (y) (Y 4 X) 
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§ 6. Widerspruchsfreiheit unendlicher Individuenbereiche. 


eine entsprechende Verscharfung zu gewinncn, führen wir das Indi- 
viduensymbol 0 ein. Nun kônnen wir an die Stelle der betrachteten 
Formel zuniichst die Formel 

(y) (y' 0 ) 

setzen, ans der jenc, wiederum durch Anwendung der Grundformel (b) 
erhalten wird. Die Formel 

(y) (y' 0 ) 

ist aber deduktionsgleich der Formel 

a' r 0. 

An Stelle der beiden Formcln 

(Ey) (a < y), {Ex) (y) {y' - x) 

haben wir also jetzt die Formeln 

a <C a’ , a' i 0, 

ans denen jene abgeleitet worden konnen. 

Damit sind nun aile gebundenen Variablen entfernt, imd wir ge- 
langen zu dem System der fünf Formeln 

rt < a, 

a <. h âc b <. c a <, c , 
a < a' , 
a' -i 0. 

a' b' -► a ~ b. 

Es haridelt sich nun darum, das System dieser Formeln unter Zu- 
grundelegung des erweitertcn Pradikatcnkalkuls als widerspruchsfrei 
zu erweisen, das heiBt: unter Zugrundelegung nur des Pradikatenkalkuls 
das System der fünf Formeln nebst den beiden Gleichhcitsaxiomen als 
widerspruchsfrei zu erweisen. 

Betrachten wir zunâchst diesen Formalismus etwas naher. Wir 
haben als auBerlogische Symbole eingeführt: die Prâdikatensymbole 
= und <, das Individuen.symbol 0 und das Strichsymbol als Funk- 
tionszeichen. Die Anwendung des Strichsymbols laBt sich wiederholen, 
und man erhâlt so, ausgehend von einer Variablen, z. B. a, Ausdrücke 

W10 

a y a y a , 

ebenso, ausgehend von dem S 3 mfibol 0, Ausdrücke wie 

0 ', 0 "', 0 '"'. 

Aile diese Ausdrücke sind gemaB unseren Festsetzungen^ Terme, d. h. 
sie kônnen für freie Individuel! variablen eingesetzt werden. 

Die Ausdrücke, die man, ausgehend von dem Symbol 0, durch ein- 
malige oder wiederholte Anwendung des Strichsymbols gewinnt, sollen 


1 Vgl. § 5. S. 188. 
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— un ter Abânderung unserer in § 2 angewandtcn Bezeichnungsweise — 
,,Ziffern“ genannt werden. Dal 3 wir diese Figuren anstatt der früher 
als Ziffern bezeichneten Figuren 

1 , 11, 111 

einführen, hat zunâchst den Vorteil, dali wir den Prozeü des Fort- 
schreitens, der sich als Anhângen einer 1 darstellt, jetzt deutlicher von 
dem Ausgangsding unterscheiden^. Dieser Vorteil würde freilich auch 
erreicht sein, wenn wir die Zeichen 

1 . 1 ', 1 " 

nâhinen, doch einpfiehlt es sich im Hinblick auf den weiteren Ausbau 
des Formalismus, sofern wir die üblichc Gestalt der Formeln erhalten 
wollen, mit 0 anstatt 1 zu bcginnen. Es sei besonders bemerkt, daB 
sich mit der Null nicht etwa die Vorstellung cincs Nichts verbindet; 
vielmehr wird durch das Symbol 0 lcdiglich ein bestimmtes Ausgangs- 
ding formai reprâsentiert. vSovûel zur ErJauterung unserer Symbolik. 

über die eingeführten Axiome sei folgendes bemerkt. Die drei 
Axiome für das Symbol < — sic môgen als (<i), (<2)» (<3) an- 
gegeben werden — charakterisieren die Beziehung a < h als eine 
Ordnungsheziehiing, welche insbesondere zwischen a und a' besteht. 

Die beiden letzten Formeln 

a' l 0 , 

a' h' > a = b , 

entsprechen zwei Axiomen ans dem System der fünf Axiome, durch 
welche Peano die Zahlenreihc charakterisiert hat^. Von diesen fünf 
Axiomen, welche Peano in logischer Symbolik darstellt, formuliert 
eines das Prinzip der vollstandigen Induktion, auf das wir spiiter zu 
sprechen kommen werden. Die übrigen lauten: 

Null ist eine Zabi. 

Wenn a eine Zahl ist, so ist a' eine Zahl. 

Aus a' — h' folgt a ^ h. 

Für jede Zahl a ist a' =t- 0. 

1 Der FortschreitungsprozeB pflegt in der Mathematik durch ,, + 1 “ ange- 

geben zu werden. Diese Bezeiclmungsweise hat jedoch den Mangel, daÛ der 
begriffliche Unterschied zwischen der Auffassung von der auf a folgen- 

den Zahl und andererscits als der Sumnie von a und 1 nicht zur Darstellung gelangt. 

2 Peano, G.: Formulario Mathematico (Ed. V. Torino 1908 , II, § 1 , S. 27)* 
In der ersten Fassung des Axiomensystems, wie sie sich in Peanos Schrift 
,,Arithmetices principia nova methodo exposita*^ (Torino 1889) findet, sind die 
Gleichheitsaxiome, in zahlentheoretischer Spezialisierung, in das Axiomensystem 
einbezogen. Dieses Verfahren beruht auf der Môglichkeit, die Gleichheitsaxiome 
(/i), {J 2 ) für die Zahlentheorie durch speziellere Axiome zu ersetzen. Wir werden 
diese Môglichkeit spâter (im § 7 ) aus einem allgemeinen Satz über die Vertret- 
barkeit der Gleichheitsaxiome durch speziellere Axiome entnehmen. 
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Man bemerkt, daü in diesem Axiomensystem der Begriff ,,ZahV' 
zusammenfâllt mit dem Begriff „Ding des Individuenbereiches", so 
daB wir nicht nôtig haben, ein besonderes Grundprâdikat ,,Zahl sein" 
einzuführen; viclmehr wird die Formalisierung der beiden Axiome 

Null ist eine Zabi, 

wenn a eine Zabi ist, so ist a' eine Zabi 


bereits durcb die Einfübrung der 0 und des Stricbsymbols in Verbindung 

mit der Einsetzungsrcgel für die Individuenvariablen geleistet. Die 

beiden anderen Axiome erbalten ibre Formalisierung durcb unsere 

Formeln , , 

d' + 0, 


a' = b’ 


a 


b, 


die wir, als FiîANOscbe Axiome, mit (Pj), {P^) bezeicbnen wollcn. 

Von der Formel (Pj) gelangt man durcb Kontraposition zu der 

b'ormel , / i a- 

a i b > U ! b . 


Die zu (Pg) inverse Implikation 

a=-.b -> a' = b' 


ergibt sicb nacb der allgemeinen Metbode der Anwcndung der (îleicb- 
beitsaxiome auf die Funktionszeichcn, wie wir sie anlâBlicb der all- 
gemeinen Erorterung über die Funktionszeicben dargelegt baben^ 
Stellen wir uns das System unserer Axiome nocb einmal zusammen: 

(/i) a = a, 

iJi) U h {A (a) -> A (b)) , 

a <a , 

a < b & b <_ c »■ a <. c , 

(I < a', 

<i' 4 0 , 

d' — // >■ a -- b. 

Dieses System gilt es als widersprucbsfrei zu erweisen. Um der 
Aufgabe eine engere Fassung zu geben, erinnern wir an die zurn ScbluB 
des § 3 gemacbte Bemerkung. Wir stellten da fest, daB es zum Nacb- 
weis der Widersprucbsfreibeit eines Formalismus genügt, eine be- 
stimmte Formel als unableitbar aus diesem Formalismus zu erkennen. 
Andcrerseits ist klar, daB die Négation einer ableitbaren Formel unableit- 
bar sein muB, sofern Widersprucbsfreibeit besteben soll. So muB ins- 
besondere die Formel 

0 f 0, 

1 Vgl. § 5, S. 189- 


«.) 

«2) 

«3) 

{ 1 \) 
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als Négation der aus (Ji) ableitbaren Formel 

0 - 0 , 

unableitbar sein. Der verlangte Nachweis der Widerspruchsfreiheit 
reduziert sich also darauf, zu zeigen, daB die Formel 

0 i 0 

aus unserem Formalismus nicht ableitbar ist. Nenneii wir die Ableitung 

einer Formel aus gewisscn Axiomen (mit Hilfe des logischen Kalkuls) 

einen ,,Beweis“, so kommt unsere Aufgabe darauf hinaus, einen Beweis 

der Formel , 

0 4 0 

aus unseren zusammengestellten Axiomen als unmoglich zu erkennen. 

Wir teilen die Cberlegung in zvvei Abschnitte, indem wir zuniichst 
zeigen, daB ein Beweis der Formel 

0 4 0 

aus unseren Axiomen jedenfalls nicht ohne Anwendung von gebnndenen 
Variahlen geführt werden kann, und hernach erst den allgemeincn 
Fall behandeln. Nehmen wir also zunàchst an, es liege ein Beweis der 
Formel 

0 ! 0 

mit Hilfe unserer Axiome vor, in welchem keine gebundene Variable 
auftritt. Es kommen dann als Ausgangsformeln nur die identischen 
Formein des Aussagenkalkuls und die Formeln 

U x) AU) A<x) A<è < {<z) > {1\) > {1\) 

und als einziges Schéma das SchluBschema in Betracht. Somit besteht 
ein solcher Beweis aus einer Aufeinanderfolge von Formeln, innerhalb 
deren für jede Formel einer der folgenden drei Falle vorliegt: 

1. Sie ist eine identische Formel des Aussagenkalkuls oder eines 
unserer Axiome. 

2. Sie stimmt mit einer (in der Aufeinanderfolgi* d(‘r Formeln) 
früheren Formel überein oder geht aus einer solchen durch Einsetzung 
hervor. 

3. Sie ist die Endformel eines SchluBschemas. 

Eine solche Beweisfigur mit der Endformel 0 | 0 den ken wir uns 
nun als vorliegend. An dieser lassen sich dann nacheinander zwei 
Prozesse vornehmen, die wir als Auflôsung der Beweisfigur in ,,Beweis- 
fàden” und als Ausschaltung der freien Variahlen bezeichnen. 

Die Auflôsung in Beweisfâden geschieht folgendermaBen : Wir gehen 
den Beweis rücklaufend durch, indem wir mit der Endformel (£ be- 
ginnen. Diese sehen wir uns daraufhin an, welche von den drei oben- 
genannten Môglichkeiten für sie vorliegt. Die erste Môglichkeit, daB 
sie eine identische Formel oder ein Axiom ist, kommt nicht in Betracht. 
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Audi kônnen wir von der Môglichkeit absehen, daB sic die Wiederholung 
einer früheren Formel ist, da wir ja sonst den Beweis schon früher 
abschlieBen konnten. Es kann aber sein, daB sie durch Einsetzung 
aus einer früheren F'ormel erhalten ist und auch, daB sie die Endformel 
eines vSchlusses ist. In dem ersten dieser beiden Fâlle setzen wir die 
betreffende Formel 91, aus der (5 durch Einsetzung hervorgeht, vor die 
Formel (S, in der Form 

91 

I 

(S. 

Im zweiten Falle setzen wir die beiden Pramissen 5 , S -> (S des Schlusscs 
mit der Endformel links und redits vor die Formel in der l''orni 

© © © . 



Nun betrachten wir die Formel 91 bzw. eine jede der Formeln 3 und 
3 @ in Hinsidit auf die obige Alternative. Ist die Formel eine 

identische F'ormel oder cin Axiom, so machen wir bei ihr hait; geht 
die Formel aus einer früheren durch Einsetzung hervor oder ist sie die 
Endformel eines Schlusses, so verfahren wir entsprechend wie bei der 
Endformel Der Fall der übercinstimmung mit einer früheren Formel 
ist ebenso wie der Fall der Einsetzung zu bchandeln. 

Mit den nunmehr hinzugetretenen Formeln verfahren wir in der 
gleichen Weise. So setzen wir diesen Rückgang fort, bis er an allen 
Stcllen in eine Ausgangsformel, d. h. eine identische Formel oder ein 
Axiom, mündet. Diese Situation muB einmal erreidit werden, da wir 
bei jedem Schritt des Rückgangs von einer Formel des Bewei.ses zu einer 
früheren bzw. zu zwei früheren Formeln geführt werden und daher die 
Anzahl .solcher Schritte durch die vorliegende Beweisfigur begrenzt ist. 

Sollten bei dieseni ProzeB einige Formeln des Beweises unbenutzt 
geblieben sein, so schalten wir diese für die weitere Betrachtung ganzlich 
aus. 

Uni uns das hiermit beschriebene Verfahren an Hand eines Bcispiels 
zu verdeutlichen, müssen wir die Ableitung einer tatsâchlich aus unseren 
Axiomen beweisbaren Formel betrachten. Wir nehmen eine Ableitung 
der Formel 

0 " < 0 '. 

Zur Ausführung dieser Ableitung sei bemerkt, daB wir hier wie auch 
sonst bei den vorkommenden SchluBschematen die Reihenfolge der 
Prâmissen beliebig lassen wollen, also beide Reihenfolgen 

3 

3 -> 2 


3 ->2 
3 
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zulassen. Hierdurch werden unnôtige Wiederholungen erspart, und bei 
der Auflôsung in Bewoisfâden fâllt der Unterschied ohnehin wcg, da 
wir in jedem Falle die Formel 3 links, die Formel 3 X rechts vor die 
Endformel des Schlusses setzen wollen. — Die Anwendung des Schluli- 
schemas soll jcdesmal durch einen wagerechten Strich zwischen den 
Prâmissen und der Endformel hervorgehoben werden, und die Gewin- 
nung einer Formel aus einer früheren durch Einsetzung oder Wieder- 
holung soll durch einen Verbindungspfeil, von der früheren Formel 
nach der spâteren hin, angegeben werden. 

Die Formeln des folgenden Beweises numerieren wir durchlaufend, 
um dann bei der Auflôsung in Beweisfàden jede F'ormel durch ihre 
Nummer angeben zu kônnen. 

1 ) a <. b &. h <. c - > a <_ c 

U) {A - {A - (C -> B)) 

1^3) {a < a' & a' <C a -> a <. a) {a < a' -*■ {a < a -> a' < a)) 

4) Cl <C fl' & a' <; a fl < a 

5) U <Z Cl' *■ (fl < fl > fl' < fl) 

6) Cl <■ fl' 


fl <. fl > fl 


fl < fl 

fl' < fl 


Die Auflôsung dieses Beweises in Beweisfàden wird durch folgende Figur 

dargestellt: 1 ) 2) 

I I 
4) 3) 


8) 7) 

9) 

I 

10) 

Wir wollen an dieser Figur zunaclist erlâutern, wie der Ausdruck ,, Auf- 
lôsung in Beweisfàden" gemeint ist. Unter einem Beweisfàden verstehen 
wir eine Reihe von Formeln, die sich in der Auflôsungsfigur rücklâufig 
aneinander schlieBen, beginnend mit der Endformel des Beweises und 
abschlieBend mit einer Ausgangsformel, bei welcher der F'aden mündet. 

Bei jedem SchluBschema scheiden sich zwei Beweisfàden, und zwei 
solche einmal voneinander getrennte Beweisfàden kommen auch nicht 
wieder zusammen. Es gibt daher gerade so viele Beweisfàden, wie es 
verschiedene Mündungsstellen in der Auflôsungsfigur gibt. 
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An den Mündungsstellen befinden sich die Ausgangsformeln des 
Beweises. In der angegebenen Figur haben wir vier solche Stellen, an 
denen sich die Formeln i), 2), 6). 8) befinden. 2) ist eine identische 
Formel des Aussagenkalkuls, und 8). 1), 6) sind unsere drei Axiome 
(<j) , (<2) , (<3) . Den vier Mündungsstellen entsprechen die folgenden 
vier Beweisfâden: 


10), 

9). 

7), 

5). 

4), 

1). 

10), 

9), 

7). 

5). 

3), 

2). 

10), 

9). 

7). 

6). 



10), 

9), 

8). 





Wâhrend die Auflôsung eines gegebcnen Beweises in Bcweisfiiden zu 
einer eindeutig bestimmten Auflosungsfigur führt, gehoren zu einer 
und derselben Auflosungsfigur im allgemeinen mehrere Beweise, die 
sich allerdings nur unerhcblich voneinander unterscheiden, nâmlich 
so, daB von je zwcien der eine aus dem anderen durch Umstellen und 
Wiederholen von Formeln bzw. Weglassen von mehrfach vorkommenden 
Formeln hervorgeht. 

So ergibt z. B. der Beweis, der aus der Aufeinanderfolge der Formeln 
2). 3). 1). 4), 3). 4), 5), 6), 5), 7), S), 7), 9), 10) 

bcsteht, dieselbe Auflôsung in Faden wie der angegebene aus der Auf- 
einanderfolge 

1), 2), }), 4), 5), 6). 7). 8), 9), 10) 
bestehende Beweis. 

Wir wollen die Auflosungsfigur eines Beweises auch kurz als einen 
,,aufgelôsten Beweis" bezeichnen. 

Eine solche Figur ist durch folgende Eigenschaften gekennzeichnet : 
Sic besteht aus Beweisfâden, d. h. aus Formelfolgen die — wir rechnen 
von unten an — aile mit derselben Formel beginnen. Je zwei ver- 
schiedene Beweisfâden trennen sich bei einer Formel, welche die End- 
formel eines Schlusses ist, für den die nâchstfolgenden Formeln der 
beiden Fâden die Prâmissen bilden, und in allen Beweisfâden, welche 
durch eine Stelle der Figur hindurchführcn, wo die Endformel eines 
SchluBschemas steht, folgt hier auf diese Formel eine der beiden Prâ- 
missen. Eine Formel, bei der .sich keine zwei Beweisfâden trennen, 
steht mit der auf sic folgenden Formel (in jedem Beweisfâden, der sie 
enthâlt) in der Beziehung, daB sie entweder mit dieser übereinstimmt 
oder aus ihr durch Einsetzung hervorgeht. Jeder Faden endet mit 
einer Formel, die entweder eine identische Formel oder ein Axiom ist. 

Wir hatten die Auflôsung in P'âden als den ersten von zwei Prozessen 
genannt, den wir an einem Beweis der Formel 

0 + 0 , 
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wenn er vorlage, ausführen kônnten. Der zweite ProzeB, der sich an 
diesen anschlieBt, ist die Ausschaltung der freien Variablen. Uni diese 
zu bewirken, verlegen wir die sàmtlichen Einsetzungcn, die im Beweise 
stattfinden, in die Ausgangsformeln, was in folgender Weise geschieht; 
Wir gehen in jedem Beweisfaden, von der Endformel beginnend, so weit, 
bis wir zu zwei in dem Faden aufeinanderfolgenden Forineln 
kommen, von denen die erste ans der zweiten dnrch Finsetzung ent- 
steht. Wir tragen dann die Finsetzung auch in die Formel ein, so daB 
wir an Stclle von Ü8 die Wicderholung der Formel 91 erhalten. 

Ist nun 95 eine Ausgangsformel, so ist auf diese Weise die betreffende 
Finsetzung in die Ausgangsformel verlegt. Andernfalls wurde 95 ent- 
weder durch Finsetzung aus eintT Formel 6 bzw. durch Wiederholung 
oder als Fndformel eines Schlusses 

e g V SB 

\ / 

\ 

\ ' 

9 ^ 

erhalten. Im ersten h'alle setzen wir an Stelle von ® wiederum die 
Formel 91, so daB in S die von 6 zu B und die von B zu 91 führenden Fin- 
setzungen beide zugleich eingetragen sind. (Beim Fall d(‘r Wiederholung 
ist nur eine Finsetzung einzutragen.) 

Im Falle des SchluBschemas tragen wir die Finsetzung, welche von 
B zu 91 führt, in die Forrneln @ und ® -► B ein ; dabei wird die Formel ® 
dann und nur dann verândert, wenn sie diejenige Variable enthalt, für 
welche die Finsetzung beim Übergang von B zu 91 erfolgt. Jedenfalls 
tritt an die Stelle des anfanglichen SchluBschemas mit der Fndformel B 
ein SchluBschema 

d* (£* -91. 

91 

In dieser Weise kônnen wir fortfahren, bis wir in jedem Faden zu der 
Ausgangsformel gelangen. Wenn dieses Verfahren seinen AbschluB 
erreicht hat, so ist an die Stelle einer jeden Fnnsetzung eine Wiederholung, 
an Stelle eines jeden SchluBschemas wieder ein SchluBschema getreten, 
und an den Ausgangsformeln sind gewisse Finsetzungen vorgenomrnen. 

Wenden wir das Verfahren auf unser voriges Beispiel an, so haben 
wir zunâchst an Stelle der Formel 9) die Wiederholung der Formel 10) 

0 " < 0 ' 

zu setzen. Diese Formel geht aus 9) hervor, indem 0' für a eingesetzt 
wird. Dieselbe Finsetzung haben wir nun in die drei rücklâufig sich 
anreihenden SchluBschemata einzutragen, d. h. wir haben in den Forrneln 

8), 7). 6), 5). 4), 5) 

Hilbert-Bernays, Gruiidlagen der Matbematik I. 


15 



226 


§ 6. Widerspruchsfreiheit unendlicher Individuenbereiche. 


überall 0' für a einzusetzen. Schlieülich haben wir an Stelle der Formel 2) 
die ans 3) durch die Einsetzung erhaltene Formel und an Stelle der 
Formel 1) die ans 4) durch die Einsetzung erhaltene F'ormel zu setzen. 

Im ganzen erhalten wir durch diese Ersetzungen an Stelle des ur- 
sprünglichen Beweises folgende Formelreihe; 


0 ' < 0 " & 0 " < 0 ' 0 ' < 0 ' 


( 0 ' < 0 " & 0 " < 0 ' -> 0 ' < 0 ') ( 0 ' < 0 " -► ( 0 ' < 0 ' 
( 0 ' < 0 " & 0 " < 0 ' - > 0 ' < 0 ') ^ ( 0 ' < 0 " > ( 0 ' < 0 ' 
0 ' < 0 " & 0 " < 0 ' -> 0 ' < 0 ' 


0 ” < 0 ')) 
0" < 0')) 


0 ' < 0 ” ( 0 ' < 0 ' 0 " < 0 ') 
0 ' < 0 " 


0 ' < 0 ' 0 " < 0 ' 


0 ' < 0 ' 

0 " < 0 ' 
0 " < 0 ' . 


Dieses Bcispiel hat insofern eincn speziellen Charakter, al s es hier ge- 
lingt, jeder Formel des ursprünglichen Beweises eindeutig eine nach dem 
Verfahren der Rückverlegimg der Eins(‘tzungen veranderte Formel zuzu- 
ordnen. Dieses ist im allgemeinen nicht moglich, weil bei der Auflosung 
des Beweises in Filden ein und dieselbe F'ormel des Beweises an mehreren 
Stellen der Auflosungsfigur auftreten kann. 

Als Beispiel hierfür sei folgender Beweis der F'ormel 



0"" f 0" 

(/I - B) > {B-*A) 

(a' = b' ~>a = b) >{a 4 & a' r //) 
a' — b' ->■ a -- b 

a + b ^ a' ^ f b' 
a' i 0 ^ a" 4 0' 
a' ^ 0 

a" 4 :: 0 ' 

a" 4 0 ' -> a'" 4 0 " 

a'" 4 0" 

0 "" 4 0 ". 
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Dieser Beweis ergibt, aufgelôst in Beweisfâden, folgende Auflosungs- 
figwr; 

3 ) 2 ) 1 ) 

\/ 1 

4) 3) 2) 

I 

6) 5) 4) 

\/^ I 

7 ) 8 ) 

\ 

\ " 

oj 

ib) 

Hier benierkt man zunachst, daB verscliiedeno Fornieln des Beweises 
an inehroren Stellon der Auflosungsfigur auftreten. Dieses würde 
zwar an und für sich noch nicht aiisschlieBen. daB bei der Amvendung 
des Vorfahrens der Rückverlegung der Einsetzungen ein und dieselbe 
Formel des Beweises auch jedesmal dieselbe Veranderung erführe. 
Tatsachlich ist das aber nicht der h'all. Denn führeu wir die Rück- 
verlegung der Einsetzungen ans. so ist zvmachst dic' Formel 9) durch 10) 
zu ersetzen; es wird also in 9) bir a eingesetzt ()'. Diese Einsetzung 
muB nun auch in die rücklaufig sich anreihenden SchluBschemata 
eingetragen werden, und ferner muB in den Beweisfâden 

10), 9). 8), 4). 2), 1), 

10), 9), 8), 4), 3) 

an Stelle von 4) diejenige Formel treten, die wir an Stelle von 8) er- 
halten, und in den Beweisfâden 

10), 9), 7), 5), 4). 2), 1), 

10), 9), 7), 5), 4), 3) 

muB an Stelle von 4) diejenige Formel treten, die wir an Stelle von 3) 
erhalten. 

GemiiB der rücklaufigen lîintragung der Einsetzung von 0' für a 
erhalten wir aber an Stelle von 8) die Formel 

0 "' 4 - 0 ' 0 '"' 0 " 

und an Stelle von 5) die F^ormel 

0 " + 0 ► 0 '" 0 '.. 

Diese beiden Formeln sind voneinander verschieden, und es wird somit 
durch unser Verfahren die Formel 4) an den beiden Stellen, wo sie in 
der Auflosungsfigur vorkommt, in verschiedener Weise verândert. 

Es besteht also bei der Rückverlegung der Einsetzungen im all- 
gemeinen keine eindeutige Zuordnung der durch dieses Verfahren 

15 * 
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erhaltenen Formeln zu denen des ursprünglichen Beweises, sondern 
nur eine cindeutige Zuordnung zu den Formeln, wic sic in der Auf- 
lôsungsfigur auftreten. 

In den beiden bchandelten Beispielen werden durch die Rück- 
verlegung der Einsetzungen bereits aile Variablen ausgeschaltet. 
Dieses braucht jedoch nicht der Fall zu sein, und zwar auch nicht bei 
der Anwendung, die wir hier von dem Verfahren der Rückverlegung 
der Einsetzungen auf den als vorliegend angenommenen Beweis der 
Formel 0 4^ 0 machen wollen, — obwohl ja die Endformel dieses Be- 
weises keine Variable enthâlt. Vielmehr kônnen auch nach der Rück- 
verlegung der Einsetzungen noch Variablen übrigbleiben. 

Wenn nun dieses der Fall ist, so entfernen wir die übriggebliebenen 
Variablen in der Weise, daC wir eine jede von ihnen durch einen für sic 
einsetzbaren , von Variablen freien Ausdruck ersetzen. Um diese Er- 
setzungen zu normieren, wollen wir vorschreiben, daB für eine Formel- 
tiariable ohne Argument die Formel 

0 0 , 

für eine Formelvariable mit dem Argument a die Gleichung 

a = 0, 

für eine h'ormelvariable mit mehreren Argumenten o, . . f die Formel 

0 = a & . . . & f = f 

und für jede Individuenvariable die Ziffer 0 gesetzt werden soll. 

Bei diesen Ersetzungen bleibt jede vorher bestehende Wiederholung 
von Formeln erhalten, und jedes SchluBschema geht wieder in ein 
SchluBschema über. 

Nachdem hiermit die Ausschaltung der Variablen restlos durch- 
geführt ist, besteht für jede Formel der Figur, die wir an Stelle des 
aufgelosten Beweises für die Formel 0 ^ 0 erhalten, folgende Alter- 
native : Entweder sie entsteht aus einer identischen Formel bzw. einem 
Axiom durch Einsetzung, oder sie ist die Wiederholung einer ihr im 
Beweisfaden (d. h. genauer in jedem sie enthaltenden Beweisfaden) 
folgenden Formel, oder sie ist die Endformel eines Schlusses. (Man 
beachte, daB bei der Ausschaltung der Variablen jede Ausgangs- 
formel des Beweises mindestens eine Einsetzung erfâhrt, da ja jede 
identische Formel sowie jedes unserer Axiome mindestens eine Vari- 
able enthâlt.) 

Auf Grund dieser Alternative konnen wir die erhaltene Figur in 
einem erweiterten Sinne als aufgelosten Beweis ansprechen, nâmlich 
sofern wir als Ausgangsformeln auBer den identischen Formeln und 
den Axiomen auch solche Formeln zulassen, die aus jenen durch Ein- 
setzung hervorgehen. 
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Ferner aber hat unsere Figur noch die wesentliche Eigenschaft 
daI3 sâmtliche Formeln ,,numerische Formeln" sind. 

Unter einer numerischen Formel wollen wir eine solche b orme 
verstehen, die sich im Sinne des Aussagenkalkuls zusammensetzt au: 
Formeln von der Gcstalt 

ê = t (,,Gleichungen“), 

g < t („Ungleichungen“), 

wobei g und t Ziffern sind. Für diese numerischen Formeln definieren 
wir nun eine Einteilung in ,,%mhre" und ,,falsche" bormeln, indem 
wir die anschaulichen Eigenschaften der Ziffern benutzen. 

Für die numerischen Gleichungen haben wir bereits ,,wahr“ und 
,,falsch“ definiert. Für die numerischen Ungleichungen kônnen wir 
die Définition von ,,wahr“ ganz entsprechend geben, wie wir früher, 
im § 2, in bezug auf Figureti wie 

1. M. 111 

anschaulich den Begriff „kleiner'‘ definiert haben. Von zwei verschie- 
denen Ziffern g,t — (wir ineinen jetzt Figuren wie 0, O", 0"') — i.st 
eine ein Bestandteil der anderen in dem Sinne, daü ilire Bildung auf 
dem Wege über die Bildung jener ersten stattfindet. Wir erkliiren nun 
die üngleichung 

è < t 

als ,,wahr“, falls die Ziffer g von der Ziffer t verschieden und ein Be- 
standteil von t ist; andernfalls soll die Formel ,,falsch“ heiben. 

Aus den so definierten Wahrheitswerten für die Gleichungen und 
Ungleichungen erhalten wir eine Wertbestimmung für die aus diesen 
Primformeln mit Hilfe der Aussagenverknüpfungen zusammengesetzten 
numerischen Formeln, indem wir die Definitionen von 

f V f f f 

als Wahrheitsfunktionen anwenden. 

Es zeigt sich nun, daB irn Sinne dieser Wertbestimmung die sâmt- 
lichen Formeln unserer (durch die Ausschaltung der Variablen) modi- 
fizierten Auflôsungsfigur den Wert ,,wahr'‘ haben oder, wie wir kurz 
dafür sagen, ze^'akr sein müssen. Nâmlich erstens sind die Formeln, die 
an die Stelle der Ausgangsformein getreten sind, aile wahr. Für die 
Formeln, die durch Einsctzung aus einer identischen Formel erhalten 
sind, ergibt sich dieses unmittelbar aus dem Begriff der ,,identisch 
wahren Formel". 

Ebenso erkennt man ohne weiteres, daü die aus den Axiomen 
(7i)> (<i)' (< 3 )’ (^ 1 ) hervorgehenden Formeln wahr sind. 
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Was ferner das Axiom (< 2 ) betrifft, so hat cine ans diesem durch 
Einsetzung entstehende Formel die Gestalt 

i’ < t) & Q < 3 ^ ï < 3 - 


wobei J, 3 Ziffern siiid. Wenn in dieser Implikation das Vorderglicd 
wahr ist, so ist auch das Hinterglied wahr; denn wenn die Bildung von ^ 
über J, die von 3 über ï) führt, so führt die Bildung von 3 über Somit 
ist jede Formel von dieser (lestait wahr. Dasselbe gilt von den ans 
dem Axiom (Pg) hervorgehendcn numerisclien Formeln, welche ja die 
Gestalt 


— t 


- t 


haben; denn eine solche Formel ist einerseits wahr, wenn mit t überein- 
stimnit, weil dann ê = t wahr ist, andcrerseits auch, wenn § von t ver- 
schieden ist, weil ja dann §' von t' verschieden und somit §' t' falsch ist. 

Durch die gleiche Alternative erkennen wir auch bei den aus (/o) 
durch Einsetzung entstehenden numerischen Formeln 

ç, r--:. t ^ {W(ÿ) 'll(t)), 

dali sie stets den Wert ,,wahr“ haben. Die überlegung ist hier ganz 
die gleiche, wie wir sie schon im § 5 angestellt habeip, um zu zeigen, 
daü die Formel {J 2 ) ini Endlichen ideiitisch ist. 

Nachdem wir so aile Ausgangsformeln unserer modifizierten Auf- 
lüsungsfigur als wahr erkannt haben, folgt leicht, dal3 auch aile weiteren 
darin auftretenden Formeln den Wert ,,wahr“ haben. Denn zu diesen 
gelangen wir ja von den Ausgangsformeln durch Wiederholungen und 
Schlüsse, und bei einem SchluB übertragt sich, auf Grund der charak- 
teristischen Eigenschaft der Implikation als Wahrheitsfunktion, der 
Wert ,,wahr“ von den Prâmissen 0, 21 auf die Formel 2. Somit 

ergibt sich in der Tat, daB aile Formeln unserer Figur wahr sein müssen. 

Diese Konsequenz steht aber im Widerspruch damit, daB die End- 
formel unseres betrachtcten Beweises 

0 q- 0 

lauten soll. Denn diese wird ja, da sie keine Variablen enthalt, von 
dem Verfahren der Ausschaltung der Variablen nicht berührt; sie 
müBte also in der modifizierten Auflosungsfigur als Endforrnel er- 
halten bleiben und daher, so wie aile Formeln dieser Figur, eine wahre 
Formel sein, wâhrend sie tatsachlich eine falsche Formel ist. 

Hiermit ist der Beweis der Unmoglichkeit einer Ableitung der Formel 

0 ' 0 

aus unseren Axiomen für den Fall, daB keine gebundenen Variablen 
zugelassen werden, geführt. Die Überlegung beruht auf demselben 


1 Vgl. § 5 , S. 186. 
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Prinzip, nach welchem wir uns früher klargemacht haben, daü durch 
den Prâdikatenkalkul sowie auch durch den erweiterten Priidikaten- 
kalkul nicht zwei Formeln 31,91 abgeleitet werden konncn. An die 
Stelle des dort (im § 4 und iin § 5) benutzten Begriffes ,,im Endlichen 
identisch“ tritt hier die Définition von ,,wahr“ und ,,falsch“, die sich 
aber nur auf numerische Formeln erstreckt. Wegen dieser Beschninkung 
muBten wir erst dem als vorliegend angenommenen Beweise eine ans 
numerischen Formeln gebildete Figur zuordnen, was durch die Auf- 
lôsung in Beweisfaden und die daran sich schlieBende Aussclialtnng 
der Variablen geschah. 

Wir konnen das Ergebnis dieser Betrachtung auch positiv wenden, 
indem wir aus ihr folgende Verschârfung unserer Unmôglichkeits- 
behauptung entnehmen: Jede aus unseren Axiomen ohne Benutzung 
von gebundenen Variablen ableitbare numerische Formel ist wahr. 

Es kommt nun darauf an, aus diesem Satz die beschrankende Voraus- 
setzung über die Vermeidung der gebundenen Variablen zu entfernen, 
also zu zeigen, daB auch bei der Zulassung von gebundenen Variablen 
jede ans unseren Axiomen ableitbare numerische Formel ivahr ist. 

Denken wir uns den Beweis ciner numerischen Formel vorgelegt. 
Wir konnen dann wieder, genau wie vordem, die Beweisfigur in Beweis- 
faden auflosen und die Einsetzungen in die Ausgangsformeln zurück- 
verlegen. Hierbei bedarf es allerdings mit Rücksicht auf die Schernata 
((x) , (/l) ciner besonderen MaBregel. Diese Schernata 

3f-93(a) 33 (a) -31 

3l->(x)33W (Fx)31(.r) -31 

sind ja nur unter der Voraussetzung anwendbar, daB die Variable a 
nur an der angegel)enen Argumentstelle vorkommt. Wir müssen dafür 
sorgen, daB, wenn anfangs diese Bedingung erfüllt ist, sie auch nach 
der Kückverlegung der Einsetzungen erfüllt bleibt. Dazu wenden wir 
folgende MaBregel an; Wür gehen die aufgeloste Beweisfigur, von der 
Endformel beginnend, durch, und überall, wo wir zwei Formeln 

31"> (x)33(x), 31-33(rt) 

bzw. 

(Ex) 33 (x) -^31, 33(«)->3l 

antreffen, die sich gemâB dem Schéma {a) bzw. (|S) rücklâufig aneinander- 
schlieBen, setzen wir in der zweiten Formel (d. h. der ersten Formel 
des Schémas) für a eine vorher in dem Beweisfaden (von der Endformel 
gerechnet) nicht auftretende freie Variable, und diese Variable behalten 
wir in der rücklâufigen Fortsetzung des Beweisfadens sowie den von 
ihm abzweigenden Beweisfaden so lange bei, wie vordem die Variable a 
von der betrachteten Stelle des Beweisfadens an zurück zu verfolgen war. 
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a < 

' b 8c b <C c 

> a 

d c 


d < b ôc b <. c 

d 

d c 


d < 

. a 8c a <i c 

d 

d c 

{Ex) 

{d< 

X 8c X de) 

d 

d c 

{Ex) 

{a < 

X 8c X de) 

a 

d c 


Zur Erlâuterung dieser Anweisung môge die Betrachtung des 
folgenden Beweisstückes dienen; 

1) a a h & b <. c * a a c 


Schéma (fi) 


An diese Formeln mogen sich noch weitere schlieBen, die zu einer End- 
formel @ führen. 

Wir wollen den Beweisfaden betrachtcn, der zunâchst von der 
Endformel CS zu der Formel 5) führt und dann durch die Formeln 

,, 5). 4), 3). 2), 1) 

geht. 

Hierfür besagt unsere Vorschrift folgendes: In der Formel 3), die mit 
4) nach dem Schéma (/3) zusammenhangt, müssen wir für die Variable a, 
die ja bereits in 5) vorkommt, eine in dem ganzen Faden (von (S an) 
noch nicht auftretende Variable, etwa r, setzen. Weiter ist diese Ein- 
tragung innerhalb des betrachteten Beweisfadens nicht zu führen, da 
in der Formel 2) die Variable a bereits nicht mehr auftritt. 

Hierdurch erhalten wir an Stelle der in dem Beweisfaden aufeinander- 
folgenden Formeln 2) 3) 4) 5) 

folgende geanderte Formelreihe: 

a <. b & b <C c -► a a c , 
d < b&b <c > d <c, 
d < r & r < c *■ d < c, 


{E x) {d < X & X < c) d < c, 

{E x) {a <. X 8c X <. c) a <i c. 

Der Zusammenhang des Beweises bleibt bei diesem Verfahren ganz 
ungestôrt ; nur tritt dann bei den Schematen (<x) , (/5) an Stelle der 
vorher ausgezcichneten Variablen a jeweils eine anderc Variable auf 
(im vorlicgenden Falle ist es r). 

An dem vorlicgenden Beispiel kônnen wir uns auch die Notwendig- 
keit unserer MalSnahmen verdeutlichen. Nehmen wir (zur Fixierung 
der Vorstellung) an, dali in der Fortsetzung des Beweises von 5) bis 
zur Endformel (S die in der Formel 5) auftretenden Variablen a,c 
nicht durch Einsetzung, sondern durch Anwendung der Formeln (a) , (b) 
und der Schemata (<x) , (/ô) [etwa im Sinne der Regel (^)] eliminiert 
werden, dann bleibt bei dem Verfahren der Rückverlegung der Ein- 
setzungen die Formel 5) unverândert. 
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Gehen wir von der Formel 5) an in dem betrachteten Beweisfaden 
weiter und wenden das Verfahren der Rückverlegung der Einsetzungen 
an, so würde dieses, wenn wir es auf die ursprünglichen Formeln des 
aufgelôsten Beweises ausübten, an Stelle der Formeln 3 ) > 4) die Formeln 

3') a<a&a<c-*-a<c, 

4') {E x) {a < X & X < c) > a < c 

liefern, und es würde hiermit der Zusammenhang des Beweises zerstôrt 
sein, da ja die Vorbedingung für die Anwendung des Schémas (p) zum 
Übergang von 3 ) zu 4^) nicht mehr erfüllt wâre. 

Wenden wir dagegen die Rückverlegung der Einsetzungen auf die 
gemaB unserer Vorschrift modifizierten hormeln an, so erhalten wir 
an Stelle der ursprünglichen Formeln 3 ). 4) mmmehr 

3*) a<r&r<c-*a<c, 

4*) (Ex) {a < X 8c X < c) -> a < c ; 

hierbci bleibt der Bcwciszusammenhang bestehen; es wird nur die in 
dem Schéma {(i) ausgezeichnete Variable a in 3 *) durch t ersetzt. 

Indem wir nun die dargelegte MaBnahme bei den Schematen («), {^) 
anwenden, kônnen wir die Rückverlegung der Einsetzungen in die Aus- 
gangsformeln, unbeschadet des Beweiszusammenhanges, so wie früher 
durchführen, sofern wir die Schemata («), {(i) in dem erweiterten Sinne 
zulasseri, daO die Rolle der in ihnen ausgezeichneten Variablen a auch 
durch eine andere freie Individuel! variable übernommen werden kann. 
Nach der Rückverlegung der Einsetzungen konnen auch, in der früher 
angegebenen Weise, die etwu tioch vcybleihcndcfi E oTHtclvcificihlen uus- 
geschaltet werden. 

Dagegen ist die Ausschaltung der freien Individucnvariablen in der 
bisherigen Weise nicht môglich, wegen des Auftretens der freien 
Variablen in den Schematen ((x), (/5). Die Auflôsungsfigur, zu der wir 
gelangen, besteht also nicht nur aus numerischen Formeln, sondern 
es treten in den Formeln sowohl freie wie auch gebundene Variablen 
auf, und die Aneinanderreihung der Formeln findet nicht nur durch 
Wiederholungen und SchluBschemata, sondern auch mittels der Sche- 
mata (a), (/5) und der Umbenennungen von gebundenen Variablen 
statt. Als Ausgangsformeln kommen zu den identischen hormeln des 
Aussagenkalkuls und unseren Axiomen noch die Grundformeln (a) , (b) 
des Prâdikatenkalkuls hinzu. 

Wir gehen nun darauf aus, unser vorheriges Verfahren dadurch zu 
verallgemeinern, daB wir an Stelle der Eigenschaft ,,wahr einer nume- 
rischen Formel eine allgemeinere Eigenschaft betrachten, welche nicht 
auf numerische Formeln beschrânkt ist, und welche sich dann von 
allen Formeln unserer vorgelegten Beweisfigur feststellen lâBt. 
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Dieses gelingt nach einer Méthode, welche unabhângig voneinander 
J. Herbrand und M. Presburger^ ausgebildet haben. Diese Méthode 
besteht darin, daB man den Formeln, welche gebundene Variablen ent- 
halten, ,,Reduzierte“ zuordnet, in denen kcine gebundenen Variablen 
mehr auftreten und welche im Sinne der inhaltlichen Deutung jenen 
Formeln gleichwertig sind. 

Wir kônnen uns das Verfahren dadurch vereinfachen, daB wir zu- 
nâchst die Allzeichen ganz aus dem Beweis entfernen. Ersetzen wir 
nâmlich in dem ursprünglich vorgelegten Beweis jeden Ausdruck 
durch den entsprechenden Ausdruck {Ex)%{x), so geht die 
Grundformel (a) 

{x) A{x) -* A (a) 

über in die Formel 

(Ex) A (x)->A(a), 

welche durch Einsetzung und Kontraposition aus der Grundformel (b) 
erhalten wird. Und das Schéma (a) 

^(x) 

geht über in das Schéma 


an dessen Stelle die Ableitung der h'ormel 

n (E x) '^ (x) 

aus der Formel 

gesetzt werden kann, die man vollzieht, indem man zunâclist durch 
Anwendung der Kontraposition 

dann durch Anwendung des Schémas (/S) 


(Ex) »(a') 

und durch nochmalige Kontraposition die gewünschte Formel 
gewmnt. 

Somit kônnen wir in der Tat bei der Ableitung einer Formel, welche 
nicht selbst das Allzeichen enthâlt, insbcsondere also einer numerischen 


^ J. Herbrand: Recherches sur la théorie de la démonstration (Dissertation 
Paris 1930), Chap. IV. — M. Presburger: Über die Vollstandigkeit eines gewissen 
Systems der Arithmetik ganzcr Zahlen, in welchen die Addition als einzige Ope- 
ration hervortritt. Comptes Rend, du premier congrès des Math, des Pays Slaves, 
Warschau 1930. 
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formel, die Anwendung des Allzcichens ganz uiiigehen. indem wir sie 
auf eine entsprcchende Anwendung des Seinszeichons zurückführen. 

Denken wir uns dieses Verfahren auf unseren vorgelegten Beweis 
angewandt, so haben wir es bei den Formeln, denen wir ,,Reduzierte“ 
zuordnen wollen, nur mit solchen gebundenen Variablen zu tun, die 
durch Seinszeichen gebunden sind. 

Es handelt sich nun darum, den Frozeü anzugeben, durch welchen 
wir einer Formel eine Reduzierte zuordnen. Dieser vollzieht sich in 
mehreren Schritten. 

Wir suchen in der betrachteten Formel zunachst cineii der zu innerst 
stehenden Bestandteile der Form 

{Ex)%{x) 

auf, d. h. einen solchen Bestandteil {Ex) bei welchem 31 (.r) nicht 

wiederum Bestandteile von dieser Form enthalt. Die Variable x soll 
hierbei nicht gegenüber anderen gebundenen Variablen Ix'vorzugt sein. 
Sie ist hier nur beispielshalber fixiert. Der Ausdruck {Ex) 91 (a) wird 
irn allgerneinen aulier x noch andere g('bundene Variablen enthaltcn, 
welche zu weiter auüen stehenden Seinszeichen gehoren. Jedenfalls 
setzt sich 91 (a:) mittels der Operationen des Aussagenkalkuls zusammen 
aus Gleichungen und Ungleichung(‘n 

a = b , n < b , 

worin ci, b entweder Ziffern sind oder Individuenvariablen, für sich 
stehend oder mit angehangten Strichen, und zwar konnen es freie wie 
auch gebundene Individuenvariablen sein. 

üm eine Anzahl von angehangten Strichsymbok'n l)ezeichnen zu 
konnen, wollen wir mit 

,^(t) 

den Ausdruck angeben, der aus a durch Anhangen von t Strichen ent- 
steht. 0**’* môge den Ausdruck o sclbst bedeuten. 

Wir führen nun an dem Ausdruck 91 (^) verschiedene Verânderungen 
aus. 

1. Zuerst formen wir ihn in eine disjunktivc Normalform 

91i V . . . V 9lt 

um, worin die Glieder 91i, . . . , 91( sich konjunktiv zusammensetzen 
aus Gleichungen und Ungleichungen sowie aus Negationen von solchen. 

2. Sodann schalten wir die hier auftretenden Negationen aus, indem 
wir jedes vorkommende Konjunktionsglied 

0 b 


durch 


a < b V b < a 



236 


§ 6. Widerspruchsfreiheit unendlicher Individuenbereiche. 


und jedes Konjunktionsglied 


durch 


a < b 

a r= b V b < a 


ersetzen. Bei dieser Ersetzimg wird im allgemeinen die disjunktive 
Normalform zerstort. Wir stellen sie dann nachtrâglich wieder hcr, 
indcm wir gemaü dem distributiven Gcsetz der Aussagenlogik verfahren. 
Auf diese Weise crhalten wir an vStellc des Ausdrucks einc solche 
disjunktive Normalform 


worin !6i, . . . konjunktiv zusammengesetzt sind ans Gleichungen 
und Ungleichungcn. 

3. In denjenigen Gleichungen und Ungleichungcn, welche auf 
beiden Seiten die Variable x enthalten, ersetzen wir x durch 0, d. h. 
wir ersetzen eine jede vorkommende Gleichung 

durch 

0(f) o<‘>, 


und ebenso eine IJngleichung 


durch 


< 0 <'>. 


Hierdurch bowirken wir, daB in jeder Gleichung und jeder Ungleichung 
die Variable x hochstens auf einer der beiden Seiten auftritt; bei den 
Gleichungen, welclu' x auf der rechten Soite enthalten, vertauschen 
wir noch die beiden Seiten. 

4. In der mm erhaltenen Formel suchen wir die hôchste Anzahl t 
der an die Variable x angehangten Strichsymbole auf und fügen in 
jeder Gleichung bzw. Ungleichung, worin x mit einer kleineren Anzahl t 
von angehangten Strichen auftritt — die Anzahl kann eventuell auch 
Null sein — , an die beiden Ausdrücke, welche links und rechts von 
dem Symbol -= bzw. < stehen, t f Striche an. Dadurch wird er- 
reicht, daB in allen den Primformeln, welche die Variable x enthalten, 
diese Variable mit der gleichen Anzahl t von Strichen versehen i.st. 
Endlich bringen wir noch die Disjunktionsglieder der disjunktiven 
Normalform in eine .solche Reihenfolge, daB die von x freien Glieder 
zuletzt stehen. 

Durch die ausgeführten Prozesse 1 — 4 tritt an die Stelle von 3t(A:) 
ein Ausdruck von folgender Beschaffenheit : 

Er hat die Gestalt einer disjunktiven Normalform, gebildet aus 
Gleichungen und Ungleichungcn, welche, soweit sie die Variable x 
enthalten, aile eine der drei Formen 

x^^^ = a , < fl , fl < 
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besitzen, worin t jedesmal dieselbe Strichzahl (eventuell auch die Strich- 
zahl Null) ist und a die Variable x nicht enthâlt; die Disjunktions- 
glieder, in denen x vorkoinmt, stehen voran. Unsere Disjunktion 
bat also die Gestalt 

wobei die Variable x nur an den angegebenen Stellen auftritt. 

Wir ersetzen nunmehr don Ausdruck (E x) (a;) durch die Disjunktion 

{Ex) ($,(*'») V ... V (£*)(£„,(*<■>) V(î,„+, V . . . VS„. 

Fur jedes Glied (Fa;) (t = 1 , . . . . in) 

bestehen zwei Môglichkeiten ; 

Entweder kommt in 6r(A;^‘^) eine Gleichung 

a;^*^ = a 

vor, oder a;^*^ tritt nur in Ungleichungen auf. 

Im erstcn Fall bat (F a;) 6^ (a;^*^) die Gestalt 

{Ex) (a:<'> ûd:6*(A:(‘))) 

(wobei aucb der Fall zugclassen ist, dal3 a;*^^ in S? (a;^*^) gar nicbt vor- 
kommt) oder aucb einfacb die Gestalt 

(F x) (a;^*^ -- a) . 

Wir ersetzen jedes (îlied der Gestalt 

(Fa;) (a;<'> = n cS: (a;<>>)) 

durcb den von x freien Ausdruck 

0<‘) - a V ()<•> < 0 & e* (a) , 
undcinGlicd (Ex){x"'^<{) 

ersetzen wir entsprecbend durcb 

()(0 Q vo<'> < a. 

Im zweiten Fall zieben wir zuniicbst die von a;*'^ freien Konjunktions- 
glieder vor das Seinszeicben. Es bleibt dann unter dem Seinszeicben 
eine Konjunktion Si (a;^*^) von Ungleicbungen der Form a < x^*^ bzw. 
a;<*^ < a. Die allgemeine Form der Konjunktion Si(A;^*^) ist also 

Oi < a;<‘) & ... & a, < a;<*) & a;<‘> < b, & ... & a;<‘> < b,,. 

Wir ersetzen nun {Ex) ^1(a;^‘^) durcb die von x freie Konjunktion 

0<‘> < bi & . . . & 0^») < bj 
& a'i < bi & . . . & a[ < b, 

& . . . 

& û{ < b, & . . . & a; < b|. 
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Im Falle, dali in kein Glied der Form a < aiiftritt, hat man 

nur die Konjunktion 

{)<') < b, & ... & < b, 

zu nehmen; falls kein Glied der Form < b auftritt, so ist {Ex) 

durch 0 — 0 

zu ersetzen. 

Jndem wir diese.s Ersetzungsverfahren auf aile Ausdrücke 

{Ex) 

anwenden, erhalten wir an Stelle des ursprünglichen Bestandteils 
{Ex) 91 (.t:) unserer betrachteten Formel einen von der Variablen x 
freien Ausdruck, der also nur noch solche gebundenen Variablen enthâlt, 
die zu weitcr auBen steheuden Seinszeichen gehorcn. Falls in diesem 
Ausdruck nicht mehr aile diejcnigen von x verschiedenen freien und 
gebundenen Variablen auftreten, welche in 91 (;r) vorkommen, so fügen 
wir ihm für jede solche fehlende Variable, z. B. a oder y, die betreffende 
Gleichung a - a bzw. y ~ y als Konjunktionsglied an, so daü der 
entstehende Ausdruck genau dieselben Variablen enthiilt wie 91 (:r), mit 
Ausnahme der Variablen x. Tragen wir diesen Ausdruck in unscre 
betrachtete Formel an Stelle des Bestandteils {Ex) 91 (.i^) ein, so wird 
dadurch die Anzahl der Seinszeichen der Formel uni eins vermindert. 

Nun konnen wir das gleiche Verfahren wieder auf einen zu innerst 
stchcnden Bestandteil (F :i:) Ü8 (a;) anwenden. Indem wir so fortfahren, 
werden der Keihe nach aile Seinszeichen entfernt und wir gelangen 
zu einer Formel, welche überhaujit keine gebundenen Variablen mehr 
enthalt. In die.ser treten übrigens dieselben freien Variablen auf wie in 
der ursprünglichen Formel. Fine so gewonnene Formel wollen wir 
als eine zu der anfânglichen Formel gehorige „Reduzierte“ und das Ver- 
fahren ihrer Gewinnung als ,,Reduktion“ bezeichnen. 

Mit Hilfe dieser Begriffsbildung gelangen wir nun zu der gewünschten 
Verallgemeinerung des Begriffs der ,,wahren“ Formel, der ja nur für 
numerische h'ormeln definiert ist. Diese Verallgemeinerung geschieht 
durch die Einführung des Terminus ,,verifizierbar“ , den wir — vorlaufig 
noch unter Beschrankung auf Formeln ohne Allzeichen — in folgender 
Weise erklaren : 

1. Eine numerische Formel heiüe verifizierbar, wenn sie wahr ist. 

2. Eine F'ormel, die eine oder mehrere freie Individuel! variablen, 
aber sonst keine Variablen enthalt, heiBe verifizierbar, wenn sich zeigen 
lâfit, daB .sie bei jedcr Ersetzung der Variablen durch Ziffern^ wahr wird. 

^ Ivine solche Ersetzung IclÛt sich auch als eine Einsetzung auffassen. Wir 
gebrauchen hier und in den nachfolgenden Ausführungen dieses Paragraphen 
den Ausdruck ,,Ersetzung‘‘ im Hinblick auf gewisse noch zu betrachtcnde Ver- 
allgeineinorungen des Begriffes ,, verifizierbar^^, bei denen wir es mit Ersetzungen 
der freien Variablen durch solche Ausdrücke zu tun hal en, die nicht dem de- 
duktivcn Formalismus angehôren. 
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3. Eine Formel mit gebundenen Variablen aber ohne Formel- 
variablen und ohne Allzeichen heiüe verifizierbar, wenn die Anwendimg 
des Verfahrens der Reduktion zu einer verifizierbarcn Formel (im Sinne 
der Erklârungen 1, 2) führt. 

Hier bcdarf der letzte Teil dieser Erklanmg, welcher sich auf die 
Formeln mit gebundenen Variablen bezieht, insofern einer Kecht- 
fertigung, als das Verfahren der Keduktion nicht vdllig eindeutig ist. 
Es besteht in der Tat bei der Herstellung der disjimktiven Normalform 
eine gewisse Willkür. Damit also unsere Définition der Verifizierbarkeit 
für Formeln mit gebundenen Variablen eincn eindeutigen Sinn ergibt, 
ist crforderlich, daÜ jene Willkür in dem Reduktionsverfahren von 
keinem k'influB ist auf die Verifizierbarkeit der sich ergebenden Re- 
duzierten. Dieses konnen wir mm in der Tat nachweisen, und zwar auf 
Grund des folgenden etwas scharferen Satzes: 

Sind und *0 Reduzierte derselbcn Formel so sind bei jeder 
Ersetzung der freien Variablen durch Ziffern bende Formeln wahr oder 
beide falsch^. 

Aus diesem Eindeutigkeitssatz ergibt sich sofort die Folgerung: 
Sind und Reduzierte derselbcn Formel und ist eine von ihnen 
verifizierbar, so ist auch die andere verifizierbar. 

Es komnit also nun darauf an, diesen Eindeutigkeitssatz als gültig 
nachzuweisen-*. Er gilt zunilchst jedenfalls dann, wenn die Formel 
deren Reduzierte betrachtet werden, keine gebundene Variable 

enthiilt, demi dann ist ja selbst die cinzige Reduzierte. Gilt ferner 
unser Satz für die Formeln , . . . , ÎVf > so auch für jede aus ihnen 
mittels der Operationen des Aussagc'nkalkuls zusammengesetzten 
Formel, demi in der gleichen Weise, wie sich ^ aus 7Vi . • • • , ?st durch 
die Operationen des Aussagenkalkuls zusammensetzt, setzt sich auch 
eine jede Reduzierte von 5 s^us Reduzierten von , • • • . zusamrnen, 
da ja die Reduktion nur in der sukzessiven Ausschaltung der Seins- 
zeichen von innen her besteht, wobei die Zusammensetzung durch die 
Operationen des Aussagenkalkuls, soweit sie sich nicht im Bereich 
eines Seinszeichens vollziehen, unverandert bleibt. 

Nun machen wir uns ferner folgendes klar: Die Reduktion einer 
Formel {Ex) &{x) geschieht in der Weise, daÜ zunachst die im Innern 
von ®(;r) stehenden Seinszeichen beseitigt werden. Bei diesem Ver- 
fahren wird die Variable x noch ganz so behandelt wie eine freie Variable. 
Bedeutet daher 9î(;r) einen Ausdruck, in welchen Q^{x) bei der Aus- 
schaltung der inneren Seinszeichen übergeht, und setzen wir an Stelle 
von X eine in (^{x) (und also auch in 9î(.ic)) nicht vorkommende freie 

1 Man beachte, daû in dieselben freien Variablen auftreten wie in . 

2 Die Überlegungen, die wir hierfür anstellen, dienen uns zugleich aLs Hilfs- 
mittel für den Nachweis der Widerspruchsfreiheit unseres betrachteten Axiomen- 
systems. 
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Variable, etwa c, so ist 9î(c) eine Keduzierte von @(c), und jede Redu- 
zierte von (Ex) (^{x), die wir durch Fortsetzung des Reduktionsver- 
fahrens erhalten, ist eine Reduzierte von {Ex)^R{x). 

Es ergibt sich also; Wenn die Variable c in (3{x) nicht vorkommt, 
so ist jede Reduzierte von {Ex) (^i{x) zugleich Reduzierte einer solchen 
Formel {E x) {x) , bei welcher SR (c) eine Reduzierte von & (c) ist. 

Auf Grund dieser Tatsache und der vorhergehenden Feststellung er- 
kennen wir nun leicht, daü es zum Nachweis für unseren Eindeutigkeits- 
satz genügt, folgendes zu zeigen: Gilt unser Eindcutigkeitssatz für die 
Formel ^(r) und tritt c nicht in '^{x) auf, so gilt er auch für (Ex) %{x) , 

Der Nachweis hierfür stützt .sich auf folgende beiden Hilfssâtze: 

1. Ist eine Reduzierte von ^ und entstehen aus ^ und 9î die 

Formeln und 9î', indem die freien Variablen, welche ja in ^ die- 

selben sind wie in 9î, durch gewisse Ziffern ersetzt werden, so ist auch 

eine Reduzierte von 

In der Tat werden ja bei der Reduktion die freien Variablen ganz 
ebenso behandelt wie die Ziffern. 

2. Die Formel %{c) enthaltc auBer c keine Variable, und 9î sei eine 

Reduzierte von {Ex) Wenn dann für eine Ziffer 5 die numerische 

Formel 31 (^) wahr ist, so ist wahr, und umgekehrt: wenn 9î wahr ist, 
so finden wir an Hand der Reduktion eine Ziffer g, für welche 3t(j) 
wahr ist. 

Die Begründung dieses Satzes erfordert eine genauere Diskussion 
des Reduktionsverfahrens, die wir erst nachtraglich geben wollen, um 
hier unsern Gedankengang nicht zu unterbrechcn. 

Mit Benutzung dieser beiden Hilfssâtze kônnen wir nun aus der 
Annahme, daB für die Formel %{c) unser Eindcutigkeitssatz bereits 
gelte, .seine Gültigkeit für {Ex) %{x) folgendermaBen erkennen. 31 und 
33 seien zwei Reduzierte von {Ex) ’^{x)\ es ist dann, nach dem vorhin 
bewiesenen Satz, 31 die Reduzierte einer Formel {Ex) 3i(;r) und 33 die 
Reduzierte einer Formel {Ex) wobei ^)î(c) und <S(c) Reduzierte 

von j^(c) .sind [man beachte, daB {Ex) %{x) die Variable c nicht enthâlt]. 
In 31 und 33 treten dieselben freien Variablen auf wie in i^{x) sowie 
auch in ))î(Ar) und in <B{x) . Ersetzen wir diese Variablen durch Ziffern, 
so erhalten wir an Stelle von 31, 33, , 9î(^) , ^{x) bzw. 31', 33', {x) , 

3î'(;r), ^'{x). Nach dem ersten Hilfssatz i.st 31' eine Reduzierte von 
{Ex) ïH'(Ar) und 33' eine Reduzierte von {Ex) <B'{x). 9î'(c) und 0'(c) 
enthalten auBer c keine Variablen, da .sie ja aus den Reduzierten 9î(c), 
<B{c) mittcls einer Ersetzung aller von c verschiedenen freien Variablen 
durch Ziffern erhalten werden; die Formeln 31', 33' sind numerisch. 

Sei nun 31' wahr; wir finden dann gemâB dem zweiten Hilfssatz 
aus dem Verfahren der zu der Formel 31' führenden Reduktion der 
Formel {Ex) 91' (^) eine Ziffer 5, so daB 9î'(3) wahr ist. 9î'(5) geht aus 
9î(c) mittels einer Ersetzung der freien Variablen durch Ziffern hervor. 
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Dieselbe Ersetzung führt die Formel <S(c) in 3' ( 3 ) über. Da 9î(6') 
und @{c) beide Reduzierte der Formel %{c) sind, für welche unser 
Eindeutigkeitssatz schon gelten soll, so folgt ans der Wahrheit von 
ïH' (j) auch die von S' (â) . Da mm 58' eine Reduzierte von {E jr) G' (x) 
ist, so folgt, wiederum auf Grund des zweiten Hilfssatzes, aus der 
Wahrheit von ®' (^) die Wahrheit von 58' . Ganz ebenso aber, wie wir 
aus der Wahrheit von 51' die von 58' gefolgert haben, künnen wir aus 
der Annahme der Wahrheit von 58' die Wahrlunt von 51' folgeru. Die 
Formeln 51', 58', welche ja numerisch sind, konnen also nur beide wahr 
oder beide falsch sein. Somit gilt unser Eindeutigkeitssatz auch für 
die Formel (Ex) 

Hierrnit ist nun der Nachweis für unseren Eindeutigkeitssatz bis 
auf die nachzutragende Begründung des zweiten Hilfssatzes erbraclit. 

Was nun diese Begründung betrifft, so geschic'ht sic durch eine 
Verfolgung unseres Reduktionsverfahrens, welches gerade so einge- 
richtet ist, dal3 die Behauptungen unseres zweiten Hilfs.satzes zu- 
treffen^. Wir haben erstens zu zeigen : 

Wenn 51 (c) auüer c keine Variable enthalt, und wenn für eine Ziffer 5 
die numerische Fornud 51 (^) wahr ist, so ist eine jede Reduzi(‘rt(“ \a)n 
{Ex)%{x) wahr. 

Dieses erkennt man in der Tat, indem rnan die einzelnen Schritte 
des Reduktionsverfahrens durchgeht und dal)ei die Überlegungen der 
anschaulichen elementaren Zahlenlehre zur Anwendung bringt. 1ns- 
besondere werden dabei folgende anschaulich (‘rkennbaren Tatsacheu 
benutzt. 

a) Der Wahrheitswert einer numerischen Formel wird durch ele- 
mcntare Umformungen des Aus.sagenkalkuls nicht verandert. 

b) Von zwei verschiedenen Ziffern ist eine ein Bestandteil der 
anderen, und es ist daher, wenn a, b Ziffern sind, von den h'ormc-ln 

0 — b, a<b, b<a 

stets eine (und aucli nur eine) wahr. 

c) Wenn (für eine Ziffer mit übereinstimmt, so muü die 

Strichzahl f dieselbe sein wie l. Es sind daher die Gleichungen 

g(!) 0”> - 0<‘> 

entweder beide wahr oder beide falsch. Damit von verschieden 
und Bestandteil von ist, ist notwendig und hinreichend, daü die 
Strichzahl f kleiner ist als I, somit sind die Ungleichungen 

entweder beide wahr oder beide falsch. 

1 Der Leser, der diese genauere Diskussion überschlagen will, kann gleich 
ZU s. 244 übergehen. 
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d) Die Übereinstiminung zweier Ziffern bleibt erhalten, wenn man 
an bcide gleich viele Strichc anhângt oder von beiden gleich viele 
(vorhandene) Striche abhangt. Ebenso bleibt, wenn eine Ziffer o cin 
Bestandteil eincr Ziffer b ist, diese Beziehung erhalten, wenn an a 
und an b gleich viele Striche angehângt oder von beiden gleich viele 
abgehângt werden. 

e) Eine Disjunktion ans numerischen Formeln ist dann und nur 
dann wahr, wenn ein Disjunktionsglied wahr ist, eine Konjunktion aus 
numerischen Forrneln ist dann und nur dann wahr, wenn jedes Kon- 
junktionsglied wahr ist. 

f) Für jedc Ziffer ^ stiinmt entweder mit überein oder ist 
ein Bestandteil von Hiernach ist jedenfalls die Formel 

0<‘) = 3(0 V 0<‘) < 

wahr; und wenn für eine Ziffer b die Formel gü) {) wahr ist, so ist 
auch 0^*^ < b wahr. 

g) Wenn für die Ziffern 0, b, c die Formeln 

û < b, b < c 

wahr sind, so ist die Formel 0 < c und auch a' < c wahr. 

Auf Grund dieser aufgezahlten Tatsachen ergibt sich die erste 
Behauptung unseres betrachteten Hilfssatzes. Nun bleibt noch die 
zweite Behauptung zu begründcn; 

Wenn die Formel {Ex)’$i{x) auBer x keinc Variablen enthalt und 
wenn eine Reduzierte von ihr wahr ist, so finden wir an Hand des 
Reduktionsverfahrens eine Ziffer 5, für welche 5f(3) wahr ist. 

Wir geben hier direkt das Verfahren an, nach welchcm man für 
eine gegebenc Rcduktion der Formel {E x) '21 {x) , welche zu einer wahren 
(numerischen) Reduzierten führt, eine Ziffer 3 bestimmt, für welche 
31(3) wahr ist. 

Die Reduzierte von {Ex)%{x) ist eine DLsjunktion, welche aus 
einer Formel 

{Ex) E, (*»>) y... y (Ex) E„, (*»>) V V . . . V 

hervorgeht, indem die ersten m Glieder durch gewisse andere von x 
freie ersetzt werden. Wir haben nun mehrere Môglichkeiten zu unter- 
scheiden. 

Es kann zunâchst eines der Glieder (î,„.| 1, ...,©„ wahr sein. Dann 
nehmen wir 3 = 0. 

Es liege nicht der erste Fall vor, es sei aber ein wahres Disjunktions- 
glied von der Gestalt 

0(t) _ û V < 0 & e? (a) 


bzw. 


= a V < a 
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vorhanden, welches also ans einem Gliede 

{Ex) 

{Ex) {,r<') û) 


bzw. 


hervorgeht. 
der Formel 


Hierbei ist a eine Ziffcr, und zwar muB ziifolgo der Wahrheit 
0(‘) = a V 0<‘^ < a 


diese Ziffer die Gestalt haben. Wir nehmen dann für die Ziffer c. 

Wenn keiner der beiden genannten b'allc vorliegt, so bleibt nur 
die Moglichkeit, daÜ aus einem der Glieder (Zi Af) , in deneti 

keine Gleichung als Bestandteil enthalt, bei der Reduktion eine 
wahre Formel hervorgegangen ist. Es sind dann folgende drei Fiille 
zu betrachten: 

1) bat die Gestalt 

Oi -< X^^^ & ... & ùf <c x^*^ . 

{E x) (S,^{x^^^) ist dann nach unserer Reduktionsvorschrift durcli 0—0 
ersetzt worden. Unter den Ziffern ûj, . . . , Oj ist jedenfalls eine, welche 
aile anderen (soweit sie von ihr verschieden sind) als Bestandteil enthalt. 
Sei 0 diese grôÜte unter jenen Ziffern, .so nehmen wir für 5 die Ziffer n'. 

2) hat die Gestalt 

x^^'* < bj & . . . & a;<*^ < bg , 

und gemaB der Reduktionsvorschrift ist für {Ex) gesetzt worden 

0(*)<bj&...&0<'><bg. 

Wir nehmen dann für 3 die Ziffer 0. 

3 ) Gestalt 

Oi < x^^'> & ... Ôc ai C. AJ^'^ & < bj cS: . . . & x''^'> < bg . 

Dann ist nach der Reduktionsvorschrift für {E x) ^^{x*'^'*) ge.setzt 

0<‘> < bi & . . . & 0<'> < bg 

& a', < bi & . . . & 0', < bg 

& . . . 


& Oj < bi & . . . & < bg . 

Unter den Ziffern b^, . . . , bg ist jedenfalls eine, welche von allen 
anderen (soweit diese von ihr verschieden sind) ein Bestandteil ist. 
Soi b diese kleinste von jenen Ziffern, so muB diese wegen der Wahrheit 
der Formel 0^^^ < b die Gestalt haben. Wir nehmen nun für 5 

die Ziffer c. 

DaB in jedem der aufgezahlten môglichen Falle die angegcbene 
Ziffer 3 das Gewünschte leistet, d. h. daB für sie die Formel 21 ( 3 ) wahr 

16 * 
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wird, erkennt man bci der rücklâufigen Verfolgung des Reduktioiis- 
verfahrens unter Berücksichtigung der iinter a) bis g) angeführtcn 
anschaulichen Tatsachen. 

Hiormit ist nun der Xachweis für den zweiten Hilfssatz erbracht 
und zugleich damit der Nachweis für unscren Eindcutigkeitssatz ab- 
gesclîlosseii. Die Vereinigung dieser beiden Siltze führt uns nun noch 
zu folgendem Ergebnis. 

>)î(rt) sei eine Reduzierte von S}l(a) und £ eine Reduziertc von 
(lî x) [a konune in nicht mehr v'or] ; fcrner niogen die Formein 

$' ans ^){(u), £ hervorgehen, indein die gemeinsam in 
und £ auftretend(‘n freien Variablen dureh gewisse Ziffern ersetzt 
werden. W’enn dann für eine Ziffer 5 die nurnerische Formel 9Î'(3) walir 
ist, so ist aueh £' walir, und umgekehrt: wenn £' wahr ist, so findet 
inan an Hand der Reduktion der l''ormel {Ex) 5 )i' (. t) eine Ziffer 5 , für 
welehe (,i) wahr ist. 

Namlich eine jede Reduzierte der h'onnel (Ex) ^K(.^) ist zugleich 
eine Reduzierte von (F %) ^,11 (.-r), und auf (Irund unseres ersten Hilfs- 
•satzes folgt weiter, daU eine Reduzierte von (Ex) ^1î'(:r) auch Reduzierte 
derjenigen h'onnel (Ex) Üf' (.t) ist, welehe aus (Ex) dureh dieselbe 

Ziffernersetzung für die freien Variablen hervorgeht, dureh die wir 
aus ))i(x) und £' aus £ erhalten. Zugleich folgt aus diesem Hilfs- 
satz, daü auch £' eine Reduzierte von (E x) W (x) ist. Ist also ^K* 
eine Reduzierte von (/:' a:) (a;), sü ist geniaü dem Eindeutigkeitssatz 

dann und nur dann wahr, wenn £' wahr ist. Andererseits folgt aus 
der Anwendung des zweiten Hilfssatzes auf die Formel 9î'(a) (welehe 
ja auBer ci keine Variable enthalt), daü, wenn für eine Ziffer ^ die Formel 
wahr ist, aueh >){* wahr ist, und daü wir im Falle der Wahrheit 
von ^){* an Hand der Reduktion von (E x) dV (x) eine Ziffer 5 finden, 
für die wahr ist. Nehmen wir die. beiden h'olgerungen zusammen, 

so erhalten wir unmittelbar unseren behaupteten Satz. 

Die.ser Satz, welchen wir, uni einen kurzen Namen zu haben, als 
den ,,Satz von der partiellen Reduktion" bezeichnen wollen, verhilft 
uns nun dazu, den Nachweis der Widerspruchsfreiheit für unser be- 
trachtetes Axiomensystem auf dem geplanten Wege durchzuführen. 

Unser Leitgedanke war ja, dureh die Einführung des Begriffs 
,,verifizierbar" die Überlegung zu vcrallgemeinern, die wir in dem 
speziellen Fall, wo die gebundenen Variablen ausgeschlossen waren, 
mit Hilfe des Begriffes ,,wahr" ausgeführt hatten, der nur für nurnerische 
h'ormeln definiert wurde. Diese Verallgemeinerung gelingt nun tat- 
sachlich: Entsprechend, wic wir für jenen speziellen Fall zeigen konnten, 
daü in der Beweisfigur, die wir aus dem vorgelegten Beweise einer 
numerischen Formel dureh die Auflôsung in Beweisfaden imd die Aus- 
schaltung der freien Variablen gewinnen, jede Formel eine wahre Formel 
sein muü und somit insbesondere die Endformel nicht 0 4 - 0 lauten 
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kann, werden wir jetzt bei der Zulassung der gebundenen Variableii 
zeigen, daB in der Beweisfigur, die wir, ausgchend wiederuin von einem 
vorgelegtcn Bcweise einer numerischen Formel, dnrch die Brozesse der 
Ausschaltung der Allzeichen, der Auflosung in Beweisfaden und der 
Rückverlegung aller Einsetzungen in die Ausgangsformcln nebst der 
Ausschaltung aller vcrblcibendcn l''onnelvariablen gewinnen, eine jede 
Formel verifizierbar sein muB. Daraus folgt daim, daB die numerische 
bmdformel eine wahre Formel ist, weil ja fur numerische l''ornieln 
..verifizierbar" mit ,,wahr" zusammenfallt, und daB sie jedenfalls nicht 
die F'ormel 0 i 0 sein kann. 

Um nun diesen Nachweis zu führen, daB jede b'ormel unserer auf- 
gelostcn, von Allzeichen, Einsetzungen und h'ormelvariablen befreitcai 
Beweisfigur verifizierbar ist, machen wir uns noch (‘inmal folgende 
P3igenschaften dieser lîeweisfigur klar. Jede ihrer Ausgangsformeln 
entsteht durcli Ein.setzung ans einer identischen h'ormel des Aussagen- 
kalkuls oder ans der Grundformel (b) des Priiclikatenkalkuls oder ans 
einem unserer Axiome 

(./l). (A), «l), « 2 )> «3). {l\)- 

Die Aneinanderreihung der F'ormeln findct statt durch Wiederhohmgi'ii, 
durch Umbcnennung von gebundenen Variablen, durch SchluBsclu-mata 
und durch das Schéma {(i) für das Seinszeichen. 

Unsere Behauptung, daB jede l'ormel der Beweisfigur verifizic'ibar 
ist, wird .somit erwiesen sein, wenn wir folgendes zeigen konnen: 

1) ) Jede aus unseren Axiomen durch Einsc'tzimg entstehendi' (\’on 
Formelvariablen und von Allzeichen freie) Formel ist va'iifizierbar. 

2) ) Jede aus einer identischen F'ormel des Aussagenkalkuls durch 
Einsetzung entstehende (von Formelvariablen und von Allzeichen freie) 
Formel ist verifizierbar. 

3) ) Sind die Formeln 'Z und 3 • î verifizierbar, so ist auch X 
verifizierbar. 

4) ) An der Verifizierbarkeit einer Formel wird durch eine Um- 
benennung einer gebundenen Variablen nichts geilndert. 

5) ) Jede Formel von der Gestalt Sl\{a) {E x)'i{{x) , welche keine 
Formelvariable und kein Allzeichen enthalt, ist verifizierbar. 

6) ) Ist eine Formel 31 (a) -> 33 (bei welcher a nur an der angegebiMien 
Argumentstelle auftritt) verifizierbar, so ist auch die Formel 
{E x) 31 {x) “> 33 verifizierbar. 

Die Begründung von 1)) haben wir in betreff der h'ormeln 
(/i). «i). « 2 ). « 3 ). {Pù, {P,) 

bereits in dem ersten Teil unserer Beweisführung (wo wir noch die 
gebundenen Variablen ausschlosscn) gegeben, indem wir uns klar- 
machten, daB jede dieser Formeln bei einer Ersetzung der vorkommen- 
den freien Variablen durch Ziffern eine wahre numerische F'ormel ergibt. 
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Eine besonderc Behandlimg erfordert noch das zweite Gleichheits- 
axiom (/g) . Eine ans diesem durch Einsctzimg entstehende Formel 
hat die üestalt a = b - (9t (o) - « (b)) , 

und zwar haben wir hier noch die Bedingung, daÜ in 31 (a), 31 (b) keine 
Formelvariable und kein Allzeichen auftritt. Um zu zeigen, daü eine 
solche Formel verifizierbar ist, genügt es (gemiiB dem Eindeutigkeits- 
satz), für ein bestimmtes Verfahren dcr Rcduktion dieser Formel die 
Verifizierbarkeit der Reduzierten nachzuweisen. Wir konnen die Re- 
duktion jedcmfalls so ausführen, daB — nach Wahl einer in 31 (x) 
nicht vorkommenden freien Variablen, etwa r — die Reduzierten von 
31 (a) und 31 (b) aus einer Reduzierten von 31 (z) durch Einsetzung von 
a bzw. b für r entstehen, so daB, wenn 33 (z) jene Reduzierte von 
31 (z) ist, die Reduzierte der ganzen Formel lautet 


a=:b-^(33(a)-^«(b)). 

Diese P'ormel, in der nun keine gebundene Variable mehr vorkommt, 
hat aber, wie wir uns schon an früherer Stelle klargemacht haben, die 
Eigenschaft, bei einer beliebigen Ersetzung der vorkommenden freien 
Variablen durch Ziffern eine wahre P'ormel zu ergeben, sic ist somit 
verifizierbar. 

Zum Nachweis von 2)) brauchen wir nur an die Tatsache zu er- 
innern, daB eine Reduzierte einer P'ormel welche sich durch die 
Operationen des Aussagenkalkuls aus gewissen Formeln , . . . , 
zusammensetzt, in der gleichen Weise zusammengesctzt ist aus Re- 
duzierten der P'ormeln S’i > • • • > S’t • 

Aus dieser Tatsache ergibt sich zufolge des Eindeutigkcitssatzes zu- 
gleich die Gültigkeit von 3)) . indem wir die im ersten Teil unserer 
Beweisführung für das SchluBschema angestellte Überlegung hinzu- 
nehmen. 

4)) ist ohne weiteres crsichtlich, da ja die Benennung der gebundenen 
Variablen auf das lCrgebnis der Rcduktion einer P'ormel keinen Ein- 
fluB hat. 

Die Begründung von 5)) und 6)) gewinnen wir aus dem Satz von 
der partiellen Rcduktion. 

Betrachten wir zum Nachweis von 5)) eine Formel dcr Gestalt 


{Ex)%{x), 

in der keine P'ormelvariable und kein Allzeichen vorkommen soll. Sei 
3î(a) eine Reduzierte von 31 (a) und © eine Reduzierte von {Ex) 31 (:r), 

9î(a) © 


dann ist 


eine Reduzierte der betrachteten Formel. Wir haben zu zeigen, daB 
eine jede aus der Formel 
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bei Ersetzung der freien Variablen durch Zifforn liervorgehende 
numerische Formel 

3î'(5) -> 

wahr ist. Dieses folgt aber unmittelbar aus dem Satz von der partiellen 
Reduktion, demi gemâB diesem ist ja, sofern ï)î'(5) wahr ist, aiicli 
3' wahr. 

Ebenso loicht crhalten wir die Begründung von 6)); wir habcn hier 
die Voraus.setzung, daB die Formel 


31 («)>«. 

in wclcher a nur an der angegcbcnen Argumentstelle auftritt, verifi- 
zierbar sci. Es soll gezeigt wcrden, daB dann auch 

verifizicrbar ist. Es sei 3î(fl) eine Reduziertc von 31 (a), 0 eine Rc- 
dnzierte von {E x) 31 {x) und % eine Reduzierte von 33 . Dann ist 


eine Reduziertc von 
und 

eine Reduzierte von 
Die Formel 


dl{a) 

31 (a) - 33 
0 ^ 3 : 

{Ex) ^{x) ->33. 


ist als verifizierbar erkannt, wenn wir zeigcn konnen, daB bei jeder 
Ersetzung der freien Variablen durch Ziffern die entstehende nume- 
l'ische Formel 

0'->r 


walir i.st, daB also für jede Ersetzung, bei der 0' wahr ist, auch %' 
wahr ist. Dieses ergibt sich mm so: 

Die von der Formel 0 zu 0' führende Ziffcrnersetzung führe die 
^'ormel 9î(a) in 9î'(a) über [man beachte, daB gemaB unserer Voraus- 
setzung die Variable a nicht in 31 und daher auch nicht in 0 auf- 
tritt] ; gemaB dem Satz von der partiellen Reduktion liefert dann 
im Falle der Wahrheit von 0' das Verfahren der Reduktion von 
{Ex)di'{x) eine Ziffer g, für welche 9î'(3) wahr ist. Zufolge unserer 
Voraussetzung, daB 

31(a)^33 

verifizierbar ist, muB aber die Formel 

9î(a) -►î 
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verifizierbar sein, d. h. bei jeder Ziffernersetzung eine wahre nume- 
rische Formel liefern, somit muB auch die Formel 

wahr sein ; und da (j) wahr ist, so ist auch î' wahr. 

Hiermit ist mm der Nachweis der Widerspruchsfreiheit für unser 
betrachtetes Axiomensystem in allen Teilen zu Ende geführt. Zugleich 
entnehmen wir aus diesem Nachweis folgenden scharfcren Satz: 

Jede aus unseren Axiomcn ableitbare, von l'ormelvariablen und 
von Allzeichen frcie Formel ist verifizierbar. 

Was die l)eiden hier genannten Einschrankungen betrifft, so laüt 
sich zimachst die auf die Allzeichen bezügliche Beschrankung dadurch 
aufheben, dalJ wir den FrozeB, durch den die Allzeichen au.sgeschaltet 
werden, namlich die Ersetzung eines jedcn Ausdrucks von der k'orm 
(x) 91 (x) durch (h'x) 91 (a:) (und entsprechend für eine andere gebundene 
Variable statt x), mit zu dern Verfahren der Reduktion einer Formel 
rechnen. Dadurch wird der Begriff einer Reduzierten und damit auch 
der Begriff ,, verifizierbar" auf die Formeln mit Allzeichen ausgedehnt. 
Der Satz, daB fede ahleitbare Formel verifizierbar ist, gilt hiernach im 
Bereiche aller der Formeln, u'clche keine Formelvariablen enthalten. 

Von den ableitbaren F'onneln, welche eine oder mehrere Formel- 
variablen enthalten, gilt, daB eine jede aus ihnen durch Einsetzung 
hervorgehende F'ormel, welche von Formelvariablen frei ist, auch 
verifizierbar ist. (Man beachte hierbei, daB es sich bei dieser Behauptung 
nur um solchc Einsetzungen handelt, bei denen die einzusetzenden 
Formeln aus unseren eingeführten Symbolen aufgebaut sind.) 

Als ein weiteres lîrgebnis entnehmen wir aus unserer Überlegung, 
daB wir bei der Ableitung von Formeln, welche keifie Formelvariablen 
enthalten, überhaupt die Formelvariablen entbehrlich machen kônnen, 
indem wir diejenigen Ausgangsformeln, in denen L'ormelvariablen 
auftreten — es sind die identischen Formeln des Aussagenkalkuls, 
die Grundformeln (a), (b) und die F'ormel (/g) — durch entsprechende 
,,Axiomenschemata‘‘ ersetzen. Ein solches Axiomenschema bcsteht 
in der Festsctzung, daB eine F'ormel von gewisser angegebener Gestalt 
als Ausgangsformel genommen werden kann. So entspricht z. B. der 
identischen F'ormel 

AyÂ 

die Festsctzung, daB eine jede Formel 

91 V9f 

als Ausgangsformel genommen werden kann, und der Formel 


{x) A{x)-^ A {a) 
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entspricht die Festsctzung. daB eine jede Formel der Gestalt 

(;r) 

als Ausgangsformel genommcn werdcn kann. Dabei wird danii dir 
Begriff ,,F'ormel“ so cingeschrânkt, daB eine Formelvariable mit oder 
obne Argument nicht mehr als Primformel gilt und somit das Auftreten 
der F'ormelvariablen ganz vermieden wird. 

Die.ses Verfahren ist in der Tat für die formale Deduktion — sofern 
es uns nicht darauf ankommt, die logischen Satze selbst durch Formeln 
darzustellen, sondern nur die Logik als Verfahren des SchlieBens zu 
formalisieren — dem von uns angewandten Verfahren (der Bc'- 
nutzung von Ausgangsformeln mit F'ormelvariablen) gleichwertig. 
Das zeigt uns direkt die Méthode der Rückverlegung aller Einsetzungen 
in die Ausgangsformeln nebst der Ausschaltung der verbleibenden 
Forrnelvariablen. I3enn durch diese werden wir ja zu (ûner Auflosungs- 
figiir geführt, in welcher an Stelle derjenigen Ausgangsformeln, welche 
h'ormelvariablen enthaltcn, entsprechend gebaute, aber von F'ornu'l- 
variablen freie Ausgangsformeln stehen, die ans jenen durch Finsetzung 
hervorgehenb Wir wollen uns die hicrmit festgest('llte Tatsache der Ver- 
meidbarkeit der Forrnelvariablen für spater gegiaiwartig halten. 

Kehren wir nun zu unserem Hauptergebnis zurück, \\'elches be- 
sagt; Eine jede ans unseren eingeführten Symbolen aufgebaute, von 
Forrnelvariablen freie h'ormel, welche mit Hilfe des Pradikatenkalkuls 
ans den Axiomen 

(/,). (h). «,). «î). «»). e“,). {i\) 

ableitbar ist, ist auch verifizierbar. 

Dieses Ergebnis legt uns die Frage nahe, ob nicht auch der uni- 
gekehrte Satz besteht, daB eine aus unseren Syml)olen aufg(43autc 
verifizierbare h'ormel mit Hilfe des Pradikatenkalkuls aus den genannten 
Axiomen ableitbar ist. 

Diese F'rage ist in verneinendem Sinne zu beantworten: Es lassen 
sich verschiedene aus unseren Symbolen gebildete F'ormeln angeben, 
die zwar verifizierbar, aber nicht ableitbar sind. So ist z. B. die F'ormel 

a <ih a' — h y a' Ci h 

einerseits, wie man .sofort erkennt, verifizierbar, anderer.seits aber 
kann sie nicht aus unseren Axiomen abgeleitet werden. Der Nachweis 
hierfür gelingt mittels einer Modifikation der Méthode, durch welche 
wir die Widerspruchsfreiheit unseres betrachteten Axiomensystems 
erkannt haben. 

^ Die Méthode der Einführung von Axiomenschematen zur Vermeidung 
der Forrnelvariablen wurde znerst von J. v. Neumann in seiner Abhandlung 
,,Zur HiLBERTschen Beweistheorie“ [Math. Z. Bd. 26 (1927) Heft 1] angewandt. 
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Wir erweitern den Begriff der Ziffer, indem wir das Symbol oc 
sowie diejenigen Figurent die aus oc durch ein- odcr mehrmalige An- 
wendung des Strichsymbols entstehen, als eine neue Art von Ziffern 
einführen, die wir im Unterschicd von den Ziffern im gewôhnlichen 
Sinn (den ,, Ziffern erster Art“) als , .Ziffern zweiter Art“ bezeiclinen. 
Diese Einführung und Bezeichnung erfolgt nur im Rahmcn des hier 
auszuführenden Nachweises. Auch sollen die Ziffern zweiter Art und 
die mit ihnen gebildeten Formeln nicht im deduktiven Formalismus 
zur Einsetzung zugelasscn sein, viclmehr werden sie nur zu einer ver- 
anderten Bestimmung des Begriffes ,,verifizierbar“ benutzt. Diese 
Ànderung unserer Définition der Verifizierbarkeit erhalten wir aus 
einer Erweiterung der Definitionen für die Termini ,,numerisch“, 
,,wahr“, ,,falscli“ und aus einer Anderung des Reduktionsverfahrens. 

Wir nennen eine Formel numerisch, wenn sie eine Gleichung oder 
Unglcichung zwischen Ziffern (erster oder zweiter Art) ist, oder wenn 
sie aus solchen Formeln durch die Operationen des Aussagenkalkuls 
gewonnen wird. 

Die Définition von „wahr“ und „falsch“ bleibt für numerische Glei- 
chungen dieselbe wie vordem, ebenso auch für Ungleichungen zwischen 
zwei Ziffern erster Art und solche zwischen zwei Ziffern zweiter Art; 
hiernach ist eine Ungleichung wahr, wenn ver- 

schieden und ein Bestandteil von ist, und sonst ist sie falsch. Für 
Ungleichungen zwischen einer Ziffer erster Art imd einer Ziffer zweiter 
Art gelten folgende Festsetzungen : Für jede Ziffer zweiter Art n ist 

0 < n 

wahr und 

n < 0 


falsch. Für jede von 0 verschiedene Ziffer erster Art 5 und jede Ziffer 
zweiter Art n ist 

n < 5 


wahr und 


3 <n 


falsch. Aus der Définition von ,,wahr“ und , .falsch" für Gleichungen 
und Ungleichungen ergibt sich ganz wie früher die Définition für be- 
liebige numerische Formeln. 

Für diese erweiterten Definitionen von „wahr“ und , .falsch" lâBt 
sich nun miser Reduktionsverfahren derart abandern, daB wiederum 
der Eindeutigkeitssatz und der Satz von der partiellen Reduktion 
gültig ist. Um nâmlich diescr Anforderung zu genügen, haben wir nur 
nôtig, den ProzeB 4 des Reduktionsverfahrens^ sowie die Ersetzungen 
für die Ausdrücke 


> Vgl. s. 236 . 
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wclche bei unscrem ursprünglichcn Reduktionsverfahren entsprechend 
der gewôhnlichen inhaltlichen Deutung der Formeln erfolgten, der ver- 
ânderten Deutung durch die Hinzunahme der Ziffern zweiter Art an- 
zupassen. Die verandcrte Deutung macht sich dadurch gel tend, daB 
wir bei einer Gleichung 

x'^'* ^ a 

und bei einer Ungleichung 

< 0 bzw. a < x^^^ 


die Fâlle zu unterscheiden haben, daB an die Stelle von x bzw. a eine 
Ziffer crster Art oder eine Zi f fer zweiter Art tritt. Dièse Unterschei- 
dung kônnen wir aber formalisieren, da die Eigenschaften, Ziffer crster 
Art bzw. Ziffer zweiter Art zu sein, sich formai darstellen lassen, nâm- 
lich durch die Formeln 

0 ' < a" 


und zwar besteht die Darstellung in dem Sinne, daB bei jeder Er- 
setzung von a durch eine Ziffer erster Art die erste Formel in eine 
wahre, die zweite in eine falsche numcrische Formel übergeht, und bei 
jeder Ersetzung von a durch eine Ziffer zweiter Art die erste Formel 
in eine falsche, die zweite in eine wahre Formel übergeht. 

Auf Grund hiervon gelangen wir zu folgenden Ànderungen des Re- 
duktionsverfahrens : 

Bei dem ProzeB 4, wo es sich darum handelt, die Variable x über- 
all mit der hôchsten vorkommenden Anzahl t von Strichen zu versehen, 
wird eine Ungleichung 

< a , 

worin die Strichzahl r kleiner als t ist, anstatt in 

— wobei è durch die Bedingung r + ë — - 1 bestimmt ist — in den Ausdruck 
(0' < o' & < a<«)) V (a' < O' & = 0<'') V 


umgcwandelt, und eine Ungleichung 

a < 


wird, wenn r < t und r + ê = t ist, anstatt in 

o<«> < 

in den Ausdruck 

(0(3) < ^(t) & û(‘3) < V [x^i) < 0' & a = 0 V û<«) < 

umgewandelt. 

Bei der Ersetzung für 


{Ex) = a) bzw. {Ex) {x^^^ = o & 
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tritt an die Stelle von 
der Ausdruck 


0<t) , û V 0<‘) < a 


()(» = a V < a V (a < O' & a<‘> = aV < a) : 
und bei der Ersetzung für 

(Ex) (ûi < x(» & . .. &ai< x<‘> & x<» <bj& ... & x«> < b.,) 
tritt an die Stelle von 

< bt & . . . & ()<'> < b.3 

der Ausdruck 

(0»)< bj & . . . & 0(‘) < b,) V (a, < O' & ... & a,< o' & x(» < b.) 

sowie ferner an die Stelle eines jeden von dcn Konjunktion.sgliedcrn 

Op < t’a (P " '1 f ; P ^ '’) 

der Ausdruck 

dp < l>q V (û^, - O & < b.,)- 

Nunmehr kann die Définition des Begriffcs ,,verifizierbar“ mit 
dem früheren Wortlaut, im Sinne der geanderten Bedeutung der vor- 
kommenden Termini, übcrnommen werden. Wir kbnnen dann zuniichst 
wicder feststellen, daü die l'ormeln (/j), (<]), (<2). (<3). (^ 2 ) 

sowie auch diejerügen Formeln ohne Formelvariablen, welche ans der 
Formel (/.J durch Einsetzung hervorgehen, verifizierbar sind; und 
weiter ergibt sich auf (Irund der Satze über die Reduktion (deren 
Ciültigkeit wir ja durci» die Ànderung unsercs Reduktionsverfahrens 
aufrechterhaltcn haben), daü eine jede aus unseren betrachteten 
.\xiomen ableitbare l'ormcl verifizierbar ist. 

Hieraus folgt mm, daü die Formel 

a <C o' b y a' <. h 

aus un.seren Axiomen nicht ableitbar ist; demi im Sinne unscrer ge- 
anderten Begriffsbestimmung ist die.se Formel nicht verifizierbar; cr- 
setzen wir niimlich in ihr die Variable a durch die Ziffer 0, h durch rv, 
so erhalten wir die Formel 


0 < ► 0' = vV 0' < 

welche falsch ist. 

Der hiermit erwiesene Sachverhalt ist insofern nicht überraschend, 
als ja in dem System unserer Axiome und Regeln nur vier von den 
fünf PEANo.schen Axiomen der Zahlenthcorie ihre Formalisierung 
erfahren, withrend das Axiom der vollstandigen Induktion wegge- 
lassen ist. 

Es ist mm bemerkenswert, daü wir zur Vervollstândigung unseres 
Axiomensystems nicht nôtig haben, das Axiom der vollstandigen In- 
duktion selbst, sei es nun als Formel oder als Schéma, hinzuzunehmen, 
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daB vielmehr an dessen Stelle gewisse elementare Axiome genügen, 
iim zii bewirken, daB eine jede verifizierbarc b'ormel auch ableitbar ist. 

Den Wegweiser zu einer solchen Ergânznng unseros Axiomen- 
systems licfcrt uns unser Keduktionsverfahren. Um nainlieli zu er- 
reichen, daB jede verifizierbare Formel ableitbar ist, brauchen wir nur 
dafür zu sorgen, daB eine jede formel ohne Fortnelvariable ihren Redit- 
zierten deduktionsgleich wird. In der Tat: Sei diese Bedingung auf ('irinul 
der Hinzunahme gewisser (ans unseren Symbolen gebildeten) Axionu' 
erfüllt, daim ergibt sich, daB jede verifizierbare l''ormel auch ableitbar 
ist. Um dieses zu zeigen, schicken wir folgenden Satz voraus; Jede walire 
numerische h'ormel ist ans unseren Axiomen ableitbar. Namlich: 

1 . Eine wahre numerische (ileichung hat die (iestalt 


und geht durch Einsetzung aus der h'ormel (/j) hervor. 

2 . Die Négation einer numerLschen Gleichung hat, wenn sie wahr 
ist, die Gestalt 


bzw. 


0<f) ' 

o(t '-0 i 


1 ) 


wobei t von 0 verschieden ist. Eine solche Formel wird durch Anwendung 
der Axiome {Pi) , (/\) und des Aussagenkalkuls abgeleitet. 

3. Eine wahre numerische Ungleichung hat die; Gestalt 

h < 

wobei t von 0 verschieden ist. Sie wird durch Anwendung der Axiome 
(<2), (<3) und des Aussagenkalkuls abgeleitet. 

4. Die Négation einer numerischen Ungleichung hat, wenn sie 
wahr ist, die (iestalt 

wobei hier t auch 0 sein kann. Eine solche Formel wird durch An- 
wendung der Axiome (<i), (<2). (<3) uncl des Aussagenkalkuls ab- 
gelcitet. 

Aus der Erledigung dieser vier Sonderfalle ergibt sich nun die 
Ableitbarkeit einer jeden wahren numerischen Formel folgendermaBen : 
Wir konnen zunilchst die numerische Formel mit Hilfe der Umformim- 
gen des Aussagenkalkuls in eine konjunktive Normalform überführen. 
Jedes Konjunktionsglied dieser Normalform ist seinerseits eine wahre 
numerische Formel und hat die (iestalt einer Disjunktion, worin jedi's 
Glied eine Gleichung oder Ungleichung oder die Négation einer .solchen 
ist. Da diese Disjunktion wahr ist, so muB sie mindestens ein wahres 
Disjunktionsglied enthalten. Für dieses liegt aber dann einer der vier 
behandelten Sonderfalle vor und es ist daher ableitbar. Darnit ist 
dann auch die ganze Disjunktion {gemâB dem Aussagenkalkul) ableit- 
bar. Da dieses für jede als Konjunktionsglied auftretende Disjunktion 
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gilt, so ist die ganze konjunktive Normalform und somit auch die 
vorgelegte wahre numerische Formel ableitbar. 

Auf Grand des hicrmit bewicsenen Satzes konnen wir nun den 
Nachweis für unsere Behauptung führen, daü, wenn durch eine Hinzu- 
fügung von Axiomen — es soll sich nur um solche Axiome handeln, 
in denen keine Formelvariable und kein noues Symbol auftritt — jedc 
Formel ohnc Formelvariable ihren Reduzierten deduktionsglcich wird, 
dann auch jede verifizierbare Formel ableitbar wird. 

Dcnken wir uns un.seren Formalismus auf die genannte Art durch 
neue Axiome erweitert, so daB jede Formel ohne Formelvariable ihren 
Reduzierten dcduktionsgleich wird. Soi nun §1 eine verifizierbare For- 
mel und nehmen wir zunâchst an, diose enthalte keine freie Indivi- 
duenvariable ; 9î sci eine Reduzierte von Dann ist nach der Dé- 
finition von ,,verifizierbar“ eine wahre numerische Formel. Eine 
solche l'ormel ist aber, wie wir erkannt haben, ableitbar. Anderer- 
scits ist gemaB unserer Voraussetzung die Formel 2f ihrer Reduzierten 
dcduktionsgleich. Es kann also ^ aus 9î abgeleitet werden. Somit 
ist eine ableitbare Formel. 

Betrachten wir mm den Fall, daB die verifizierbare Formel freie 
Variablen enthalt. Seien a , b , . . . , r diese freicn Variablen, und die 
Formel werde demgemaB ausführlicher durch 

‘îdia,b. . . . ,r) 

angegeben. Die Voraussetzung der Verifizierbarkeit von 91 besagt, daB 
eine jede Reduzierte von ^{a,b, . . . ,r) bei beliebiger Ersetzung der 
Variablen a,b, . . . ,r durch Ziffern in eine wahre numerische Formel 
übergeht. Wir bilden nun aus ^{a, b, . . . ,r) die Formel 

{Ex) {H y) . . . {Eu) ^{x, y, . . . ,u). 

[Die Benennung der Variablen .sci so gewahlt, daB x , y , . . . , u nicht 
in ^d{a, b, . . . , r) vorkommen.] Jede Reduzierte dieser Formel ist 
numerisch, also jedenfalls entweder wahr oder falsch. Wir konnen aber 
leicht erkennen, daB sie nicht wahr sein kann. Wâre niimlich eine Re- 
duzierte der Formel 

{E x) {E y) . . . {Eu) ^{x,y, . . . .u) 

wahr, so würde nach dem Satz von der partiellen Reduktion für eine 
gewisse Ziffer , die man an Hand des Reduktionsverfahrens findet, 

auch die Formel 

{Ey)...{Eu)^{i,.y,....u) 

eine wahre Reduzierte haben. Aus der Feststellung der Wahrheit 
dieser Reduzierten würde sich wiederum eine Ziffer gg ergeben, für 
welche die Reduzierte der Formel 

{Ez) . . . {Eu) 93 (èi, 52. Z,. .. ,u) 
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wahr isl. Ist f die Anzahl der Variablen x , y , z , . . . , u , so würden wir 
durch f-malige Anwendung der gleichen Überlegung zu dem Ergebnis 
gelangen, dal3 für gewisse Ziffern 


die Formel 


> • • • > 3f 
^ (^1 > • • • > hi) 


eine wahrc Reduzierte bat, im Widerspruch zu der Tatsache, dali jede 
Reduzicrte der F'ormel SÔ{ci , b , . . . , r) bei jcder Ersetzuiig der Variablen 
durch Ziffern in eine wahre F'ormel übergeht. 

Somit müssen die Reduzierten der F'ormel 


{Ex) {Ey)...{Eu)^{x,y,...,u) 
falsch sein, und daher sind die Reduzierten der F'ormel 
{Ex) {Ey)...{Eu)'!&{x,y,...,u) 

wahr. Diese F'ormel ist also eine verifizierbare F'ormel ohne freie 
Variablen. Von einer solchen wissen wir aber, daB sie ableitbar ist. 
Wir erhalten ferner aus der Formel 

{Ex) {Ey) . . . {Eu) y, . . . ,u) 

durch den Priidikatenkalkul (gemaÛ der Regel (A)) die Formel 

{x) (y) . . . {u) 33 (a:, y, ... , u) 

und aus dieser (gemilB der Regel {e')) die F'ormel 

33 (a , 6 , . . . , r) , 

d. h. die h'orrnel 3(. Somit ist auch die Formel 31 ableitbar. 

Iliermit ist nun in der Tat gezeigt, daB unter der gemachten Voraus- 
.setzung eine jede verifizierbare Formel auch ableitbar ist. Sind an- 
dererseits die zur Erfüllung jener Voraussetzung hinzugefügten Axiome 
aile verifizierbar, so bleibt der Satz erhalten, daB jede ableitbare For- 
mel, welche keine Forrnelvariablen enthalt, verifizierbar ist, so daB 
daim im Bereiche der Formcln ohne F'ormel variablen Verifizierbarkeit 
und Ableitbarkeit sich decken. 

Wir müssen nun zusehen, ob wir jene Voraussetzung, unter der sich 
dieser übersichtliche Sachverhalt ergibt, auch wirklich erfüllen konnen, 
d,. h. ob wir durch Hinzunahme geeigneter Formeln zu unserem Axiomen- 
system bewirken konnen, daB jede Formel, die keine Formelvariable 
enthalt, jeder ihrer Reduzierten deduktionsgleich wird. 

Dieses ist in der Tat môglich; es laBt sich .sogar die schârfere For- 
derung erfüllen, daB eine jede Formel 31, die keine Formelvariable 
enthalt, in jede Reduzierte JR von ihr überführhar ist, so daB also die 
Formel 

mit Hilfe des erweiterten Axiomensystems ableitbar ist. 
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Damit namlich dieses dcr Fall sei, ist es ja ausreichcnd, daü einer 
jeden Umformung, die wir bei dem Kcduktionsverfahren zu vollzichen 
haben, einc ableitbarc Àquivalenz entspricht. (îehen wir nun im Hin- 
blick hi('rauf unser Keduktionsverfahren noch einmal durch, indem wir 
nachseheii, was für k'ormeln ableitbar sein müsscn, darnit bei jedeni 
Schritt des Reduktionsverfahrcns die vorherige l^'ormel in die nach- 
hcrige ül^erführbar ist, so crkcnnen wir, daB auBcr den ableitbaren 
Àquivalenzen des Pradikatenkalkuls (in welchem ja der Aussagenkalkul 
inbegriffen ist), nur noch folgende Àquivalenzen erfordcrt werden^: 


(M)) 

(( 2 )) 

m 

((4)) 

((5)) 

(( 6 )) 

m 

m) 

m 

(( 10 )) 


a 1 b — 

a 

A 

< 

b < a , 


a < ~ 

a 

- b y 

b < a , 





(P - 

0<'>| 




} (für beliebigc Strichzahlen î,ï), 


ü<0 < 

: 


a ~ h ^ 

b 

-- a, 



a b ~ 

a 

. b' , 



a <C b " 

a 

<b', 



(P x) (.VO 

- * 

a) ~ 

0<'> = fl V 0^*^ < a , 


{Ex) (#> 


fl cS: /I 

(x^^^)) ^ (0^*^ -- fl V (P* < 

fl) & A {a) , 

{Ex) {a, ■ 

< 

& . 

. . & «f < po & VO < 6, ( 

^ Sc V*’ < b^) 



b^lk.. 

. & 0^*^ < b^ & a\ < ('q & . 

. . & fl'i < b^ 

A' . . . 

& - 

(i'f < bi 

V 

V 



[uj, /q , sind hier freie Variablcn. Die Strichzahl t ist 

in ((«)), ((9)) und ((10)) beliebig.J 

Von diesen Àquivalenzen sind zunachst ((3)), ((4)), ((5)), ((6)) aus 
unseren bisherigen Axiomen ableitbar. Namlich ((5)) erhalten wir aus 
den Gleichheitsaxiomen, ((6)) aus dcr Formel (Pg) r>t“bst den (îlcich- 
heitsaxiomen, ((3)) ans (P^), (Pg) nebst dem er.stcn Gleichheitsaxiom 
und ((4)) ans den Axiomen (<j), (< 2 ), (< 3 )- 

Zerlegen wir die Àquivalenzen ((!)), ((2)), ((7)) gemaB dem Schéma 
der Àquivalenz in Implikationen, so sind zunachst die Irnplikationen 


a a b y b <C a a j b, 


a — h y b <, a -* a <C b 


aus den Axiomen (<i), (< 2 ) und dem zweiten Gleichheitsaxiom ab- 
leitbar. Von den nun aus ((D), ((2)), ((7)) verbleibenden vicr Im- 
plikationen 


1 Der Leser kann, wenn er die hier folgenden Ablcitungen tibergehen will, 
bei der Angabe des Axiomensystems (A) auf S. 263 fortfahren. 
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a b ^ a <. b y b <. a , 
a ab a ~ b y b <, a , 
a a b -*• a' a b' , 
a' < b' ■ * a a. b 

kann die vierte aus der zweiten und drittcn, unter Hinzuziohung dor 
Gleichheitsaxiome und der Formeln {<i), (< 2 ). abgeloitot werdeii. 
Fcrner entsteht die zweite Implikation aus der ersten durch elementare 
Umformung. 

Somit genügt zur Ablcitung der Àquivalcnzen ((!)) bis ((7)) die llinzu- 
nahme der beiden Formeln 

rt -j 6 ► a <. b y b <. a, 

a <C b -> a' <C b' 

zu unseren Axiomen. 

Betrachten wir nun die Àquivalenzen ((8)) . Fine jede solche laüt 
sich zunachst leicht (mittels des Pradikateiikalkuls) auf folgende zwei 
Formeln zurückführen 

— a 0^*^ — a y 0^'^ < a , 

0^*^ <C a -> {E x) = a) . 

Die erste von diesen beiden Formeln ist im Falle, daü die vStrichzahl t 
gleich 0 ist, deduktionsgleich der Formel 

0 = a V 0 < rt . 

Andererseits kann aus dieser die Formel 


= a 


0<'> = a V < a 


für eine beliebige Strichzahl t erhalten werden, indem man aus der 

0 = c V 0 < c 


durch Anwendung der Formel 

a = b -> a' ~ b' 


und der neu hinzugenommenen 


die Formel 


a <C b -* a' a b' 
0(t) == c^t) V o<‘> < 


ableitet, aus welcher man die gewünschte Formel ohne weiteres mittels 
des zweiten Gleichheitsaxioms gewinnt. 

Die Formel 

< a -► {E x) {x^^^ = a) 


Hilbert-Beriiays, Grundlagcn der Mathematik I, 


17 



258 


§ 6. Widerspruchsfreiheit unendlicher Individuenbereiche. 


ergibt sich im Falle der Strichzahl 0, wo sie lautet: 

0 < a -> {Ex) {x = a), 

bereits aus der Formel 

a = a. 

Im Falle der Strichzahl l lautet sie 

0' < a -> {Ex) {x' — a) . 

Nehmon wir diese Formel zu unseren Axiomen hinzu, so konnen wir 
von dicser schrittweisc zu den wcitercn Formeln (mit grôücren Strich- 
zahlen t) gelangen. Soi niimlich die Formel 

0^*^ < a - *• {E x) = a) 
bereits abgeleitet, so erhalten wir die F'ormel 

0(t+i) < a > {Ex) = a) 

folgendermaücn : Aus (<2), (<3) ergibt sich zunâchst 

<a -> 0' < a, 

aus dieser Formel in Vcrbindung mit der neu hinzugenommenen Formel 

0' < a -> {Ex) {x' — a) 
und dem zweiten Glcichheitsaxiom ergibt sich 

<a > {Ex){x' = a 8c < x’) 
und hieraus mit Benutzung der Formel 

a' <C h' a <. b , 

die ja aus den hinzugefügten Axiomen ableitbar ist, die Formel 
Q(t+i) ^ {Ex) {x' — a ôc 0^*^ < x). 

Andcrcrseits erhalten wir aus der Formel 

0^*^ < a -> {Ex) = a) , 

die wir ja als bereits abgeleitet annehmen, die Formel 
0^*^ <C b 8c h' = a {Ex) — b 8c b' — a) 
und daraus mit Hilfe der Gleichheitsaxiome die Formel 

<. b 8c b' — a -► {Ex) = a) , 

aus der sich weiter die Formel 

{Ex) {x' ^ a 8c 0<‘> <x) -> {Ex) = a) 

ergibt. Diese zusammen mit der obigen Formel 

Q(t+i) ^ {Ex) {x' = a 8c 0^*^ < x) 
liefert die gewünschte Formel 

Q(t+i) ^ ^ = a). 
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Somit kônnen die Formeln ((8)) sâmtlich abgeleitet werden, wenn 
wir die Formeln o = aVO<a, 


0' <. a {E x) (x' — a) 

zu den vorher schon hinzugefügten Axiomen hinzunehmen. 

Von jeder der Formeln ((8)) gelangen wir zu der entsprechenden 
Formel ((9)) durch Anwendung der Gleichheitsaxiome. 

Nun bleiben noch die Àquivalcnzen ((10)) zu betrachten. Diosc 
lassen sich mit Hilfe der Formel 


a b a a h y b <. a 

bzw. der aus ihr durch Umformung entstehenden Disjunktion 

a — by a <ib\/b<i a, 

worin man für a, b jedes Paar der Variablen a^, ... ,ai sowie auch 
jedes Paar der Variablen ôj, . . . , 6^ einzusetzen hat, mittels wieder- 
holter Anwendung des Schémas der Disjunktion, sowie der Formeln 
(/a) uîîd (< 2 ) auf die einfacheren Àquivalcnzen 

{E x) {a < x^^^ & x^''^ <.b) ~ 0^*^ <C b 8c a' a b 
zurückführen. 

Wir zerlegen jede dieser Àquivalcnzen wieder in zwei Implikationen: 

0^^^ a b 8c a' a b -> (Ex) {a <. x^^^ 8c x''^^ < b) , 

{E x) (a < x^^'‘ 8c x^*^ <. b) ► 0^*^ a b 8c a' <. b. 

Die Ableitung der ersten von diesen beiden Formeln liiBt sich durch 
Anwendung der Disjunktion 

a' y a' < V < a' 


zurückführen auf die Ableitung der beiden Formeln 

a' = V rt' <C 0^*^ & 0^*^ <.b -* {E x) {a <. x^^'> 8c < b) , 

0^*^ a a' 8c a' <. b -> {E x) {a < x^^^ 8c x*'^^ < b) , 

von denen die erste durch Anwendung der Formeln (< 2 ) . «3) und 
des zweiten Gleichheitsaxioms, die zweite durch Anwendung der be- 
reits abgeleiteten Formel 

a a -* {Ex) = a) 

nebst dem zweiten Gleichheitsaxiom und (<3) erhalten wird. 

Die andere Formel 


{Ex) {a < & a:<‘> < b) -> 0^‘> < b 8c a' < b 

lâfit sich umformen in die Konjunktion aus den beiden Formeln 
{Ex) {a < < 6) -> 0<‘> < b, 

{E x) {a < x^^^ 8c x^^^ < 6) -*■ a' <. b. 

17* 
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Von diesen ergibt sich die eine ans der Formel 

0(t) _ V 

mit Hilfe des Axioms (< 2 ) und des zweiten Gleichheitsaxioms. Die 
andere erhâlt man ans der Formel 

a c & c a b -► a' <. b , 
welche der Formel für die Strichzahl O 


[Ex] (fl < X & X < b) “> a' ci b 
deduktionsgleich ist. Durch Hinzunahme der Formel 

a <. c &. c <. b > fl' < b 

zu den Axiomcn werdcn somit die Formeln ((10)) ableitbar. 

Das Ergebnis unserer Diskussion ist, daB es zur Ableitung der 

Àquivalcnzcn ((!)) bis ((10)) gcnügt, folgende Formeln zu unseren Axiomcn 

hinzuzufügen: , ^ , 

^ a + b > a < b y b < a, 

a Ci b -> a' Ci b' , 

0 = fl V 0 <C fl , 

0' < fl - “ {Ex) {x’ — fl), 

a <. c & c a b -> a' ci b. 

Das so entstehende Axiomensystem laBt sich aber wesentlich ver- 
einfachen. 

Zunachst einmal sind jetzt die Formeln (Pj), (P 2 ) entbehrlich. 
Namlich ans dem zweiten Gleichheitsaxiom {J^ und der Formel (<,) 
crhaltcn wir — was in den vorausgcgangenen Ableitungen schon mehr- 
facli benutzt wurde — die Formeln 


a ci b -> a b , 

a <i b 6 4^ a; 
aus diesen und den Formeln 


ergibt sich 
und daraus 
Und die Formel 


a - 4 ^ b a <i b y b Ci a , 
a ci b -> a’ ci b' 

a b -> fl' 6' 

a' — b' -> a ~ b. 

0 = fl V 0 < fl 


ergibt in Verbindung mit {J.^, (<2), (<3) die Formel 

0 < fl'. 
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welche zusammen mit 
die Formel 


a <. b b - f a 


a' 4- 0 

liefert. 

Des weiteren kann die Formel 

a <i b -> a' <i b' 

ans (<3) und der Formel 


a <c &.C <b -> a' < b 


abgeleitet werden, welche ja durch Einsetzung die Formeln 

h<b\ 

, a<h&b<h'^ a' < b' 

ergeben. 

Audi konnen wir die Formel (/j) aus (<j) und der Formel 

, , a 4- b > a <_ h y b < a 

ableiten. 

Wir konnen somit aus der Keihe unserer Axiome vier Formeln 
streichen, so daB nur noch die folgenden Formeln übrigbleibcn : 

ij2)> {<l)> « 2 ). «3)> 

a ^ b -> a ahy b a a, 

0 a V 0 < n , 

0' < « ► {E x) [x' ~ a) , 

a a c Sc c <. h -> a' <. b. 

Dieses Formelsystern kann nun noch weiter vereinfacht werden. 
Namlich die Formel 

0 = a V 0 <C « 

ist auf Grund der h'ormeln 

a = b - > b <. a , 
a Ci b b <. a 

[welche aus (/g), (<i), (<2) ableitbar sind] und der Formel 

a ^ b a <, b y b C a 
deduktionsgleich der einfachercn Formel 

a < 0. 


Betrachten wir fcrner die Formel 

a <. c & c a b -► a' a b. 
Aus dieser erhalten wir durch Einsetzungen 

a <.b & b <. a' a' <. a' 
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und hieraus durch Anwendung von 


die Formel 


« < a 


a <. b b a,' . 

Ans dieser Formel kann umgekehrt aucli die Formel 

a <. c &c c a b a' a b 
gewonnen werden. Demi die Formel 

a <. b -► b <Ca' 
in Verbindung mit der ans 

a ^ b -> a a b y b a a 

ableitbaren Formel 


h <. a' a' ~ b y a' a b 

ergibt zunâchst 

a a h -> a' ~ by a' a b. 


Nachdem man hierin c für b eingesetzt bat, gelangt man durch An- 
wendung der Formeln (/j) und (< 2 ) zu der Formel 

a <. c Sc c <C. b >• a' <C. h . 

Somit konnen wir diese Formel ersetzen durch die einfachere Formel 

a a b > b a a' . 

Des weiteren ist die Formel 

0' < a ■ > {E x) {x' — a) 

mit Hilfe unserer übrigen Formeln überführbar in 

a 0 (E x) {x' — a) . 

Demi zuniiehst ist die F'ormel 


0' a a --> {E x) {x' = a) 
überführbar in die Formel 

O' ~ a y 0' < a -> (E x) {x' — a) . 

Die behauptete Überführbarkeit wird also festgestellt, wenn wir 

O' = a VO' < a 

bi I ^ 

a 4= 0 

überführen oder, was auf dasselbe hinauskommt, die beiden Impli- 

kationen , . , , . 

0 = «V0 <. a -> «4=0, 

a 4= 0 0' ~ a y 0' <. a 
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ableiten kônnen. Dieses ist aber der Fall, denn die erste dieser beiden 
Formeln ergibt sich durch Anwendung der Formeln 

(y 2 ) > O 0 , iî <C O , 

und die zweite erhalten wir durch Anwendung der Formeln 

a 4 6 a <Cby b a a, 
a <Ô, 

a ab a' b y a' b. 

SchlieÜlich kann die Formel (<j) aus der Formel (<3) und der 


abgeleitet werden; denn die letzte liefert durch Einsetzung und 
Kontraposition a^a'->a<^a. 


Wir gelangen auf diese Weise zu folgendem, aus sieben Formeln be- 
stehenden Axiomensystem : 

a ~ b -> {A (a) -■> A (b)) , 

a <i b Si b a c -► a <. c, 

a -] b a <. b y b <. a , 

(A) ] a<a', 

1 

a <. b b <. a' , 


a<0. 


a j- O -*• {E x) {x' ~ a ) . 


DaB diese Axiome von einander unabhiingig sind werden wir her- 
nach noch zeigen^. 

Unsere Betrachtung lehrt, daB bei Zugrundelegung dieses Axiomen- 
systems (A) jede Formel, die keine Formelvariable enthalt, ihren 
Keduzierten deduktionsgleich ist und daB infolgedessen jede verifizier- 
bare Formel auch ableitbar ist. 

Wir müssen uns nun noch davon überzeugen, daB für miser neues 
Axiomensystem auch der Satz gültig bleibt, daB eine jede ableitbare 
Formel, sofern sie keine Formelvariable enthâlt, auch vcrifizierbar ist. 
Hierzu ist, wie schon erwâhnt, nur nôtig, festzustellen, daB die neu 
hinzugenommenen Axiome aile vcrifizierbar sind. Für die Formeln 

a b -*■ a <C b y b <i a 


a a b -> b <. a' 


a <0 


1 Siehe S. 276—283. 
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ist die Verifizierbarkeit ohne weiteres ersichtlich, und für die Formel 


a i O -* {E x) {%' — a) 


ergibt sie sich daraus, daü die Reduzicrte dieser Formel 


a 


4 0 0' a V 0' < a 


lautet. 

Wir erkennen demnach, daü bci Zugrundelcgung des Axiomen- 
systems (A) der Bereich der ahleilharen Formeln ohne Forntelvariablen 
übereinstimnit mit dem der verifizierbaren Formeln. 

Machcn wir uns die Konsequenzen dieses Sachverhaltes klar. Es 
ergibt sich zuniichst folgcnder V ollstàndigkeitssaiz : Für jede aus unseren 
Symbolen gcbildctc Formel die keine Formelvariable und auch 
keine freie Individuenvariable enthalt, bestcht die Alternative, daü 


entweder 'Jt oder 51 aus unseren Axiomen (A) mit Hilfe des Pradikaten- 
kalkuls ablcitbar ist, und wir konnen auch stets entscheiden, welcher 
von bciden Fallen vorliegt. Namlich die Reduzierte einer solchen 
h'ormel 51 ist eiiu' nurnerische Formel und daher entweder wahr oder 
falsch. Somit ist entweder 51 oder 51 verifizierbar. Wir finden ferner 
die Formel 5! aus der gegebenen h'ormel 51 durcli unser Reduktions- 
verfahren. Diejenige von den l''ormcln ^){, welche wahr ist, ist 
auch ableitl)ar. Ferner entspricht jedeni Schritt bei dem Rcduktions- 
verfahren einc Überführbarkeit mit Hilfe unserer Axiome (A), und 
wir erhalten auf dieso Weise eine Ableitung der Formel 51 aus bzw. 
der Formel 51 aus 91. 

Eine andere Folgerung ist: Wenn für jede Ziffer 5 die h'ormel 51 (, 5 ), 
welche keine Formel variablen enthalt, ableitbar ist, so ist auch die 
Formel 51 (a) und mithin auch die Formel (x) 51 (a:) ableitbar. Demi 
sei 91 (u) eine Reduzierte von 51(«), so ist für jede Ziffer 5 auch 91(5) 
eine Reduzierte von 51(5). h'ormel 51(5) nacli Voraus,setzung 

ableitbar ist, so ist .sie verifizierbar, d. h. die Formel 91(5) bei jeder 
Er.setzung der evtl. in ihr auftretenden freien Individuenvariablen durch 
Ziffern in eine wahre Formel über. Da dièses für jede Ziffer 5 gilt, so 
ist die Formel 91(rt) und daher auch 51(rt) verifizierbar, folglich ist die 
Formel 51 (a) auch ableitbar. 

Aus die.sem .Satz folgt — da ja Ableitbarkeit mit Verifizierbarkeit 
^usammenfâllt — , daü eine Formel (x) 51 {x) , die keine h'ormel variablen 
enthalt, dann und nur dann verifizierbar ist, wenn für jede Ziffer 5 
die Formel 51(5) verifizierbar ist. 

Die entsprechende Tatsache für die Formeln {Ex)^i{x), bei Be- 
schrânkung auf Formeln ohne freie Variablen, stellt sich als spezieller 
Fall des Satzes von der partiellen Reduktion dar. Dieser besagt ja 
für eine h'ormel {E x) 51 [x) , welche keine Formelvariable und auch 
keine freie Individuenvariable enthalt, daü diese Formel dann und nur 
dann verifizierbar ist, wenn für eine gewissc Ziffer 5 die Formel 51(5) 
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verifizierbar ist, wobei die Auffindung von 5 im Falle dcr Verifizierbar- 
keit von {Ex) an Hand dcr Reduktion dieser Formel erfolgt. 

Indem wir nun diese beiden Feststellungen über die Formeln {x) (.y) 

und {Ex)%{x) vereinigen und das Zusammenf allen von Ableitbarkoit 
und Verifizierbarkeit berücksichtigen, gelangen wir zu dem l'^rgebnis, 
daü für die Formeln, welche keine freien Variablen enthalten und wolche 
die pranexc Normalform bcsitzen, die Ableitharkeit zusammenfallt mit 
der inhaltlich finiten Inter pretierbarkeit dcrart, daü z. B. einc Imrnu'l 

(y) {Ey) (2) {Eu) 31 (y, y, 2, u ) , 

in welcher 3 t(Y, y, 2, «) keine Variablen auBer x, y , z,u enthalt, dann 
und nur dann ableitbar ist, wenn wir zu jeder gegebenen Ziffer eine 
solche Ziffer 52 bestirnmen kônnon, daÜ zu jeder Ziffer 53 eine Ziffer ,^4 
hestimmt werden kann, für welche die numerische Formel 


wahr ist. 


52 > 5.3» 34) 


In diesem Sachverhalt kommt deutlich zum Ausdruck, daü in dem 
durcli die Axiome (A) festgelegten Bereich zwischen dem Formalismus und 
der inhaltlichen Auffassung ein vollkommenes Entsprechen stattfindi-t. 

Eine bemerkenswerte Konsequenz aus dcn erhaltenen Ergebniss('n 
ist auch, daü die Hinzufügung des Schlufiprinzips der vollstündigen 
Induklion den Bereich der ableitbaren Formeln, insoweit nur Formeln 
oJine F ormelvariablen in Betracht gezogen werden, nicht erweiiern kann. 

Das Prinzip der vollstandigen Induktion haben wir bercits in der 
finiten Zahlentheorie als Hilfsmittcl für die Übeiiegungen kennengc- 
Icrnt^. In der Anpassung an unseren ncuen Begriff der Ziffer be.sagt es, 
daü eine Au.ssage finiten Charakters, die auf 0 zutrifft und welche, falls 
sie auf eine Ziffer n zutrifft, auch auf n' zutrifft, auf jede Ziffer zutrifft. 

An Stelle dieses einsichtigen Prinzips, welches auf dem anschau- 
lichen Aufbau dcr Ziffcrn beruht, tritt bei der axiomatischen Behand- 
lung der Zahlentheorie ein Axiom, welches sich durch den analogen 
Satz ausspricht wie jenes Prinzip, nur daü dieser nicht von Ziffcrn, 
sondern von Dingen eines Individuenbereiches und nicht von finiten 
Aussagen, sondern von Aussagen der Théorie handelt. 

Von der axiomatischen Fassung des Prinzips konnen wir nun aucli 
zur Formalisicrung übergehen; diese kann einerscits durch eine Formel, 
andererseits durch ein Schéma erfolgen. Die Formel, das ,,Induktions- 
axiom“ , lautet: 

A ( 0 ) & (y) {A (y) -> A (y')) A {a ) . 


Das ,,Induktionsschema' hat die Gestalt 

31(0) 

3f (a) 3t(a') 

31 (a). 


1 Vgi. § 2, s. 23—24. 
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Dieses Schéma unterliegt (entsprechend wie unsere Schemata im Prâ- 
dikatenkalkul) der Beschrânkung, dafi die Variable in 51 (a) nur an der 
angegebenen Argumentstelle auftreten darf. 

DaC diese Beschrânkung erforderlich ist, kann man sich an einfachen 
Beispielen klarmachen. Setzen wir beispielsweise für 51 (c) die Formel 

c — QM a' = c , 

so sind die Formeln 

51(0), 51 (a) ^51 (fl'). 

d. h. 

0 =- 0 Vfl' =- 0. 

a ~ 0 y a' ~ a -> fl' — 0 V fl' = fl', 

beide, wie man leicht erkennt, ableitbar. Würde nun die Anwendung 
des Induktionsschemas auf diese Formel zugelassen, so ergâbe sich 
dadurch die Formel 

a = 0 V fl' — fl 
und daraus durch Einsetzung die Formel 

0' = 0 VO" = 0', 

welche in Verbindung mit den ableitbaren Formeln 

0 ' + 0 . 0 " 4 - 0 ' 

zum Widerspruch führt. 

Die heiden Arien der Formalisierung des Prinzips der vollstândigen 
Induktion sind in dem Sinne gleichwerlig, daB aus dem Induktions- 
axiom das Induktionsschema als abgeleitete Regel gewonnen werden 
kann, wâhrend andererseits auch das Induktionsaxiom mit Hilfe des 
Induktionsschemas ableitbar ist. 

Nâmlich aus dem Induktionsaxiom erhalten wir durch Einsetzung 
einer Formel 51 (c) für die Nennform A{c) die Formel 

51(0) & {x) (51 (^) 51 (;r')) 51 (fl). 

Ist nun die Formel 51 (fl) so beschaffen, daB darin a nur an der angegebenen 
Argumentstelle auftritt [so daB also in 51 (c) die Variable a nicht vor- 
kommt], so erhalten wir aus der Formel 

51 (fl) -> 51 (fl') 

gemâB der Regel [y') die Formel 

{x) (5lW-51(:r')); 
diese Formel zusammen mit 

51(0) 

«rgibt gemâB dem Aussagenkalkul die Formel 

51(0) & {x) (51 (:r) -> 51 (a:')), 
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und diese in Verbindung mit der Formel 


31(0) & (x) (^(x) -> 91 (x:')) 


liefert die Formel 


91 (a). 


^^’ir gelangen also von den Formeln 


9t(a) 


91(0),9t(a)->9l(a') 


mit Hilfe des Induktionsaxioms zu der Formel 


91 (a). 

Xehmen wir umgckehrt das Induktionsschema als Regel, so wird 
die kormel ^ ^ ^ ^ 


ableitbar, Bezeichnen wir nâmlich diese Formel zur Abkürzung mit 
91 (rt), so genügt es ja, auf Grund des Induktionsschemas, zur Ableitung 
von 9t(fl), daB wir die beiden Formeln 


^ 91(0).9I(a)-91(a'). 

A (0) & (X) (A (X) A (X')) -> A (0) 

{A (O) & {x) (A (x) -*■ A {x')) -> A (fl)} -> {A (0) & (a;) {A {x) -> A (x’)) -> A (fl')} 


ableiten. Die erste von diesen beiden Formeln crgibt sich dirckt durch 
Einsetziing ans der identischcn Formel 

A B A ) 

die zweite wird aus der Formel 


{x) (A (x) A (x')) -> (A (fl) -> A (fl')) , 

welche ja durch Einsetzung aus der Grundformel (a) des Prâdikaten- 
kalkuls hervorgeht, durch Anwendung der identischcn Formel 

(A O) ((D &A^B}->iD&A-> Q) 

crhalten. 

Wir zeigen nunmehr, daü bei der Hinzufügung des Induktions- 
schemas zu unserem Axiomensystem (A) der Bereich derjenigen ableit- 
baren Formeln, welche keine Formelvariablen enthalten, nicht erweitert 
wird, daB also eine Formel, die keine Formelvariablen enthâlt, sofern 
sie nicht verifizierbar ist, auch nach der Hinzunahme des Induktions- 
schemas nicht ableitbar wird. 

Denken wir uns eine Ableitung einer Formel vorgelegt, welche 
unter Zugrundelegung des Prâdikatenkalkuls mit Hilfe der Axiome (A) 
und unter Hinzuziehung des Induktionsschemas erfolge. Die Formel 
enthalte keine Formelvariable. Wir kônnen dann diesen Beweis nach 
unserem früheren Verfahren in Beweisfaden auflosen, wobei wir das 
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Induktionsschema entsprechend behandeln wie das Schlufischema, d. h. 
so, daB wir cinem jedcn solchen Schéma einc Figur 

?((0) >9((a') 


9l(«) 

zuordnen. Dahei ist zu beachten, daB die Variable a in der dritten 
Formel des Schémas mit der Variablen a in der zweiten Formel dieses 
Schémas nicht in Zusammenhang steht; es ist nur eine willkürliche 
und an sich nicht erforderliche Abmachung, daB wir für diese beiden 
Formeln des Induktionsschemas die Variable a nehmcn. 

Nun handelt es sich darum, wieder wie früher die Rückverlegung der 
Einsetzungen in die Ausgangsformeln vorzunehrnen und dadurch die 
Formclvariablen a itszuschalfen . 

Wie wir wissen, muB hicTfür zuniichst im Hinblick auf die Schemata 
(«) , (fi) des Pradikatenkalkuls eine Vorkehrung getroffen werden, 
welche darin besteht, daB bei jedern solchen Schéma die Variable a 
durch je eine neue Variable ersetzt wird, welche vorher in der Auf- 
Ibsungsfigur niclit vorkam. Die Reihenfolge dieser Ersetzungen ist im 
Sinne der rückwartigen Durchlaufung der Auflosungsfigur zu wahlen, 
und die Ersetzung der in einem solchen Schéma auftretenden Varia- 
blen a ist auch so weit rücklàufig fortzuführen, wie sich die be- 
treffende Variable im vSinne des Beweiszusammenhanges zurück- 
verfolgen laBt. 

Die Notwendigkeit dieser MaBuahme rührte von der beschrànkenden 
Bedingung lier, welcher die Anwendung der Schemata (a), (/5) unter- 
liegt. Die entsprechendc beschrankendc Bedingung besteht nun auch 
für die Anwendung des Induktionsschemas, und wir müssen daher 
auch für dieses die genannte MaBnahme zur Ausführung bringen, indem 
wir bei jedern solchen Schéma die Variable a der Formel 

91 (a) - 91 (a') 

durch je eine neue vorher noch nicht auftretende Variable ersetzen 
und diese Ersetzung rücklàufig wciterführen. 

Nunmehr verlegen wir ganz wie früher die Einsetzungen in die 
Ausgangsformeln zurück und schalten dann die etwa noch verbleibcnden 
Formelvariablen ans. Durch aile diese Prozesse wird die Endformel ^ 
nicht verandert, da sie ja keine Formelvariable enthalt. 

Betrachten wir nun in der so erhaltenen Auflosungsfigur eines von 
denjenigen Induktionsschematen (bzw. den ans ihnen durch die vor- 
genommcnen Veranderungen entstandenen Figuren), denen in der 
Durchlaufung der Bewcisfaden von den Ausgangsformeln aus (also im 
Sinne der Fortschreitungsrichtung des Beweises) kein Induktions- 



Ausschaltung des Induktionsschemas ans oinem Beweise. 


269 


schéma vorhergeht. Die Formeln dieses Schémas rnogen in dem 
ursprünglichen Beweise gelautet haben 

33(0), 33(a)-33(fl'). 


und durch die von uns ausgeführten Prozesse mogen an deren Stelle 
die hormeln $8* (/')-> SB* (r') . «*(ï) 


getreten sein. Dabei ist î irgendein Tenu, und betreffs der Variablen r 
sind wir (auf Grund unserer getroffenen Malinahmen) sicher, daü sie 
in 33* (y) nur an der angegebenen Argumentstelle vorkommt. AuBerdern 
wissen wir, daB 33* (z) keine Formel variable enthalt. 

Die Beweisfaden, welche von den Ausgangsformeln zu den h'ormeln 

33* (0), '«*(/')-> 33* (P) 


führcn, cnthalten kein Induktionsschenia, sie ergeben daher eine Ab- 
leitung dieser beiden Formeln, welche nur die Axiome (A) , aber nicht 
das Induktionsscherna erfordert. Sei nun 3 irgendeine Ziffer, so konnen 
wir ans den Formeln 

33* (0) , 33* {r) SB* {/) 


durch Einsetzungen und wiederholte Anwendung des SchluBschemas 

(3) 

ableitcn. Somit ist für jede Ziffer 3 die Formel 33* (3) aus dem Axiomen- 
system (A) ableitbar. Die.se Formel enthalt ferner keine Formelvariable. 
h'olglich ist, nach dem eiiien von unseren allgemeinen Siitzen über das 
Axiomensystem (A) , auch die Formel 

(x) 33* (;r) 

und daher auch ,,, 

SB* (f) 

aus dem Axiomensystem (A) ohne Benutzung des Induktionsschemas 
ableitbar. 

P'ühren wir nun für eine solche Ableitung der P'ormel 33* (f) die 
Auflosung in Beweisfaden, die Rückverlegung der Einsetzungen und 
die Ausschaltung der Formel variablen durch, so konnen wir die auf 
diese Weise gewonnene, von Induktionsschematen freie Auflosungs- 
figur mit der Endformel SB*(f) an die Stelle aller derjenigen Fâden 
unserer vorherigen Auflôsungsfigur setzen, welche von den Ausgangs- 
formeln in die Formel 33* (î) mündeten. Auf diese Weise ergibt sich im 
ganzen ein neuer in Faden aufgelôster Beweis für die P'ormel in 
dessen Auflôsungsfigur das Induktionsscherna einmal weniger auftritt 
als in der ursprünglichen Auflôsungsfigur. 

Wir kônnen nun das angewandte Verfahren wiederholen und dadurch 
nacheinander aile Induktionsschemata wegschaffen, so daB wir .schlieB- 
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lich zu einem Beweis der Formel ^ gelangen, der ohne Benutzung des 
Induktionsschemas, mit Hilfe der Axiome (A) allein, geführt ist. 

Hiermit ist nun tatsâchlich gezeigt, daB durch die Hinzunahme des 
Induktionsschemas zu dem Axiomensystem (A) keine anderen, von 
Formelvariablen freien Formeln ableitbar werdcn, als wir ohne dieses 
schon ableiten konnten. Die gleiche Feststellung gilt ohne wciteres 
auch in bctreff des Induktionsaxioms, da dieses ja mit Hilfe des Induk- 
tionsschemas ableitbar ist, also nicht mehr liefern kann als dieses. 

Aus diesem Ergebnis entnehmen wir insbesondere die Widerspruchs- 
freiheit desjenigen Systems, welches wir durch die Hinzufügung des 
Induktionsaxioms bzw. des Induktionsschemas zu dem System (A) 
erhalten. 

Bei der Betrachtung dieses Systems bemerken wir, daB die Formeln 

a<0, 

a ^ 0-* (Ex) {x' — a) 
entbehrlich .sind. Nâmlich aus der Formel 

a a b -► h <.a' 

erhalten wir durch Kontraposition und Einsctzung 

0 < a' -> a < 0. 

Um also zu der Formel 

a<0 

zu gelangen, genügt es, die Formel 

0 < a' 

abzuleiten. Dieses gelingt aber ohne weiteres mit Hilfe des Induktions- 
schemas unter Benutzung der Formeln 

a <.a' 

und , . , 

a a b & b <. c -> a a c. 

Bei dieser Ableitung wird von der Formel 

a ^ 0-^ {Ex) {x' = a) 

kein Gebrauch gemacht. Wir kônnen daher zur Ableitung dieser 
Formel die Formel 

rt < 0 

und somit auch 

0 < 0 

benutzen. Aus dieser Formel in Verbindung mit 

a ^ h ->■ a <C. b y b <C. a 


erhalten wir zunâchst 


0 = 0 
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und daraus durch den Aussagenkalkul 

0 0 -> (£■ a:) (a;' = 0) . 

Wird also zur Abkürzung die zu beweisende Formol 

a ^ 0 -* {E x) {x' — a) 

mit 51 (a) bezcichnet, so haben wir 51(0) bereits erhalten. Es genügt 
daher auf Grund des Induktionsschemas zur Ableitung von 51 (a), daB 
wir noch die Formel 

51 (fl) -> 51 (fl ) 

ablcitcn, und hierzu wiederum ist es ausreichend, die Formel 51 (fl'), d. h. 

fl' rj:: 0 {E X) [x' = il') 

abzuleiten. Diese aber ergibt sich mittels des Pradikatenkalkuls aus 
der Formel 

a = a, 

die ia aus den Formel n 

fl<fl, 

a <ib “► b <C a ' , 
a ^ b -*• a <i b y b <C a 

ableitbar ist. Somit werden in der Tat durch die Hinzunahme des 
Induktionsaxioms die beiden Formeln 

entbehrlich. “ < + 0 

Des weitcren bestehen noch folgende Ableitbarkeitsbeziehungen. 
Wie wir wissen, kann aus den Formeln 

fl =f= ^ fl < è V 6 < fl , 


die h'orrnel 


a <.b b <. a' 
a Ci b -> a' — b y a' Ci b 


abgeleitet werden. Umgekehrt kann aus dieser letzten Formel in 
Verbindung mit dem Gleichheitsaxiom (/g) und den Formeln (<i), 
« 2 ) wieder die Formel a<b-^ 


erhalten werden. AuBerdem besteht aber jetzt die Môglichkeit, durch 

Benutzung des Induktionsaxioms bzw. des Induktionsschemas die 

Formel , , , , 

a -Ÿ- b -> a <i b y b ci a 

aus den Formeln (/g) , (<2) , (<3) und den Formeln 

0 == 0 , a<ib -> a' — by a' <ib 

abzuleiten. Nâmlich die betrachtete Formel gestattet zunachst die 
elementare Umformung in 

a = by a ciby b ci a. 
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Um diese I^'ormel, welche mit 31 (a) bezeichnet werde, mittels des Induk- 
tionsschemas abzuleiten, genügt es, wenn wir 31(0) und 3((a) *3ï(a') 
ableiten konnen. Die Formel 31(0), d. h. 

0=- h V0<bVb<0 

gewinnt man aus der Formel 

0 == a V 0 < fl , 

die ihrerseits mit Hilfe des Induktionsschemas aus dcn Formeln 

0=^0, «2), «3) 

(auf dem Weg über die schon erwahnte Ablcitung von 0 < fl') erlialten 
wird. Und die Formel 31 (fl) -> 31 (fl') crgibt sich aus den Formeln 

a <. b “► fl' b\l a' <C. b, 

a b -> b <. a' , 

b a -* b a a' , 

von dcnen die crste ja zur Verwendung genommen werden sollte und die 
beiden andern aus den Formeln 


fl -< fl' , 

fl =--- b > (A (fl) A (b)) , 


a <. b ik b <C c -* a de 

erhalten werden. 

Auf Grund der hiermit festgestellten Beziehungen der Ableitbarkeit 
konnen wir in dem durcli Hinzunahme des Tnduktionsaxioms erweiterten 
System (A) zunâchst die beiden als entbehrlich erkannten Formeln 
weglassen und konnen ferner die Formeln 

fl -f b ->■ a d b y b d (I , 

a d b -> b d a' 

durch die Formeln ^ 


(Ida, 


a d b -> a' ~ b y a' d b 


ersetzen, welche zwar der Zabi nach mehr sind, aber doch cine geringere 
Voraussetzung darstellen, insofern als der Übergang von den früheren 
beiden Formeln zu diesen drei mit Hilfe der Formel (<3) direkt durch 
den Aussagenkalkul môglich ist, wahrend bei dem umgckehrten über- 
gang zur Ableitung von 

a ^b a dby b da 

auBer den Formeln (/g) , (<2) , (< 3 ) noch wesentlich die Benutzung 
des Induktionsaxioms (bzw. -schémas! erfordert wird. 
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Durch die Ausführung der genanntcn Abânderungen gelangen vvir 
zu folgendem Axiomcnsystem: 

a = h -»■ {A (a) > A (b)) , 
a < a , 

a < b cS: b <, c - > a Ci c , 

(B) a<a', 

a C b *■ a -■= b V a' < b, 

0 -- 0 , 

A (0) «S: (:ï) {A (,v) A (x')) > A (^f) . 

Auf dieses Axiomcnsystem übertragon sich ohne weitores vinsere 
zuvor bewiesenen allgemcinen Siitze. Es gilt also wicdcrum, daü einc 
ans unseren Symbolen gebildeto, von l'ormeh-ariablen freie I^'ormel dann 
und nur dann ans (B) a])leitbar ist, wenn si(‘ verifizierbar ist, und daü 
infolgf'dessen jedc Formel, die gar keine freie Variable enthalt, entweder 
ableitbar oder die Négation einer ableitbaren l’'ormel ist. 

Bei diesen b'eststellungen handelt es sich immer nm Formeln, wel- 
che keine b'ormelvariablen cnthalten. L'iir den JhTcich dieser l'ormeln 
sind, wie wir gezeigt haben, die Système (A) und (B) in Hinsicht auf 
die Moglichkeit der Ableitung vorj Formeln gleichwertig. Fine' solche 
(deichwertigkeit besteht aber nicht mehr, sol)ald wir auch Fornu'ln in 
Betracht ziehen, in denen Imrmelvariablen auftreten. Demi das Induk- 
tionsaxiom ist nicht durch das System (A) ableitbar. 

Um dieses zu zeigen, erweitern wir zunachst das System (A) durch 
die Hinzufügung des Pradikatensymbols Z {a) und der Axiome 

Z(0). 

Z{a)-^Z{a'). 

Das so crweiterte Sy.stem hciüe (A*). Angenommen, es ware durch 
das System (A) das Induktionsaxiom ableitbar, so müUte durch das 
System (A*) die Juirmel 

Z (a) 

ableitbar .sein, da diese ja aus den Formeln 

Z{0),Z{a)-^Z{a') 

durch das Induktionsschema, und somit auch durch das Induktions- 
axiom erhalten wird. Wir zeigen jcdoch, dal3 die Formel Z {a) durch 
das System (A*) nicht abgeleitet werden kann. 

Dieses geschicht nach der schon einmal angewandten Méthode der 
Abanderung des Begriffes der Verifizierbarkeit mittels einer Erweiterung 
der Begriffe ,,numerisch“, ,,wahr“, ,,falsch“ und einer Modifikation des 
Reduktionsverfahrens. 


Hilbert-Bcrnays, Gruncllagen der Mathematik 1. 


18 
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Wir führen zur Erweiterung des Ziffernbereiches zunâchst das 
Symbol oj sowie die Figuren ein, die aus (o durch Anfügen eines oder 
mehrerer rcchts unten anzubringender Sterne entstehen, wie z. B. , 
I‘'ür eine Anzahl p bezeichne co^ diejenige F'igur, die aus co durch 
Anfügen von ^ Sternen erhalten wird; coq bedeute o) . Als ,,Ziffcrn 
zweiter Art“ nehmen wir nun die Figuren tOp sowie diejenigen Figu- 
ren die aus ihnen durch einnialige oder mehrmalige Anwendung 
des Strichsynibols hervorgehen; und als ,,numerisch“ erklareii wir 
solche Formeln, die entweder Gleichungen oder Ungleichungen zwischen 
Ziffern oder Formeln der Gestalt Z {a) mit einer Ziffer a sind oder sich 
aus Formeln der genannten Art durch die Operationen des Aussagen- 
kalkuls zusammensetzen. Zu den bisherigen Festsetzungen über,,wahr“ 
und ,,falsch“ fügen wir folgende neuen Festsetzungen hinzu: Eine 


Formel 


0<f> < «><,» 


ist stets wahr. Formeln der Gestalt 


sind falsclî. 




0<f> = a)<JK = 

0 ,( J ) 0,(0 

P '1 


ist wahr, wenn die Anzahl f -j- q mit I f p übereinstimmt, und sonst 


ist wahr, wenn die Anzahl f -j- q kleiner ist als die Anzahl 1 + p , und 


sonst falsch. 


Z(0(f>) 


ist stets wahr, 

stets falsch. Aus diesen und den früheren Festsetzungen ergeben sich 
die Wahrheitswerte für beliebige numerische Formeln. 

Als eine Konsequenz dieser Bestimmung der Wahrheitswerte sei 
hervorgehoben, daû zu einer Ziffer zweiter Art und einer beliebigen 
Anzahl t stets eine Ziffer zweiter Art n bestimmt werden kann, für 
welche die Gleichung 

a<0 fo”' 

wahr ist; nàmlich ^ ist ja eine solche Ziffer. 

Uni nun das Verfahren der Gewinnung einer „Reduzierten“ zu 
einer Formel ohne Formel variablen den getroffenen Festsetzungen über 
die Wahrheitswerte der numerischen Formeln anzupassen, brauchen 
wir an dem gewolmlichen Verfahren der Reduktion nur folgcndes zu 
modifizieren: 

1 . Bei dem vierten von den Veranderungsprozessen, denen wir 
einen Ausdruck 9f(;r) [zweeks Elimination des Seinszeichens bei einem 
zu innerst stehenden Bestandteil (Ex) 91 (Af)] unterwerfen, ersetzen wir 
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jedes vorkommende Glied Z{x^^^), worin t kleiner ist als die maximale 
Zalü t der an x angehângten Strichsymbole, durch und dem- 

gemâB auch Z {x*'^^) durch Z (x^^^) . Falls hierdurch mehrere Glieder einer 
Konjunktion odcr Disjunktion gicichlautend werden, so streichen wir 
die Wiederholungen weg. 

2. Bei der Behandlung der Glieder 

(/•*) 6 , (*<>•), 

in welchen keinc Gleichung 

x^*> = a 

als Konjunktionsglied enthâlt, haben wir, nach dem llerausziehcn der 
von X freicn Glieder aus dem Bereich des Seinszeiehens, für den ver- 
bleibenden Ausdruck 

(Ex) Sl:(x(*>) 

folgende Falle zu unterscheiden : 

a) Es kommen in der Konjunktion nur Ungleichungcn vor; 

dann verfahren wir wic früher. 

b) Es kommt sowohl Z wie auchZ(A:^‘^) als Konjunktionsglied 
vor; dann ersetzen wir den Ausdruck (Ex) St(x^*^) durch 0 4-' 0. 

c) Der Ausdruck (Ex) 51 hat die Gestalt 

(Ex)Z(x^*^) bzw. (Ex)Z(x(^^)-, 

dann ersetzen wir ihn durch 0 — 0. 

d) hat cine der beiden Gestalten 

Z(a:W) 

Z (a;W) & 51* (a:<«) , 

wobei 51* eine Konjunktion aus Ungleichungcn 

0i < & . . . & Of < a;^*^ & x^^^ < & . . . & x^^'* < bj 

ist. Wir ersetzen dann zuniiehst 


durch 

bzw. 

durch 


(Fa;) (Z(a:<‘>) &a*(A;<«)) 

Z (a,) & . . . &Z(û,) & (Ex) 5t*(A;(')) 
(Ex) (Z(a:(‘>) & 51*(a;(*>)) 

Z{bi) & . . . &Z4^) & (Ex) 51'*(a;<‘)) 


und führen hernach für (E x) 51* die Ersetzung wie früher aus, wobei 
in dem letztgenannten Falle des Konjunktionsgliedes Z(a;^‘'') die Glieder 

0<‘) < bi & . . . & 0^‘> < b, 


wegbleiben kônnen. 


18 * 
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Für dicses Rcduktionsverfahren lasscn sich wieder unsere früheren 
beiden Hilfssatze und durch diese auch der Eindeutigkeitssatz und dcr 
vSatz von der partiellen Reduktion bewcisen. Auch kônnen wir unsere 
frühere I)(;finition des Begriffes ,,verifizierbar“ wortlich übernehmen, 
wobei unter ,,Ziffern“ jetzt Ziffern beider Arten zu verstehen sind. 

(iernaü dieser Définition sind nun, wie man mittels elementarer 
Cberlegungen dcr Anzahlcnlehre erkennt, die Axiome des Systems (A*) 
abgeseiieti von (/g) verifizierbare Formeln. Auch laBt sich für das 
Axiom [J entsprechend wie früher zeigen, dal3 jede aus ihm durch 
Eiusetzung hervorgchende Formel, die kcine Formel variable enthalt, 
vcrifizierbar ist. Ein Unterschied gegemiber dcr früheren Überlcgung 
besteht hierbei — wie übrigens auch schon bei den Beweiscn dcr Satze 
über die Reduktion — insofern, als man hier nicht aus der Wahrhcit 
einer numerischen Cileichung n - b auf die Übereinstimmung von a 
mit b schlieüen kann, sondern statt dessen den Satz benutzen muB, 
daB, wenn n, b Ziffern sind, für welche o -= b wahr ist, und c eine be- 
liebige Ziffer ist, dann die Formeln 

(1 - c , c — a , 0 < c , c < a 

beziehungsweise dieselben Wahrheitswcrte habcn wie die Formeln 

b = c , c b , b < c , c < b . 

Auf (irund der Feststellungen über die Axiome ergibt sich mit Hilfe 
d('s Satzes von der partiellen Reduktion, daB jede durch das System (A*) 
ableitbare Formel, welche keine Formelvariable enthalt, vcrifizierbar ist. 

llieraus folgt ab('r, daB die l‘'ormel Z {a) nicht aus dem System 
(A*) abgeleitet werden kann. In der Tat ist die.se Formel nicht veri- 
fizierbar. Demi ersetzen wir in ihr die Variable a durch die Ziffer to, 
so geht sic in die falschc Formel Z{co) über. 

Damit ist die Unableitbarkeit des Induktionsaxioms aus dem 
Sy.stem (A) erwiesen. 

Als Folgerung konnen wir hieraus auch die Unabhangigkeit des In- 
duktionsaxioms von den übrigen Axiomen des Systems (B) entnehmen; 
demi diese übrigen Axiome sind ja aile aus dem System (A) ableitbar. 

Wir wollen an.sclilieBi*nd hieran für die beiden Système (A), (B) den 
Naclm'cis der Unabhangigkeit ihrer Axiome erbringen. Die meisten dcr 
hierfür erforderlichen Unabhangigkeitsbeweise gelingen durch ein sehr 
einfaches Substitutionsverfahren, das auf folgender Überlegung beruht. 

Es sei ini Rahnien unseres Formalismus eine Ableitung einer Formel 
St aus gewissen Axiomen SIj, . . ., Stf vorgelegt, welche mittels des Pra- 
dikatenkalkuls erfolgt. Sei ferner 6 (a, h) eine Formel unseres Formali.s- 
nius, welche a, 6 als einzige Variablen enthalt. Ersetzen wir in der Ab- 
leitung jede Gleichung û = b bzw. durch 6(o, b) und sind Stf, . . ., Stf, 
St* diejenigen Formeln, die durch die Ersetzung aus St^, . . ., Stf, St her- 
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vorgelien, so erhalten wir eine Ablcitung von ans don Fonneln 

?ir, . . .. '11,*. 

Demi bel Zugrundelegung des Prildikatenkalkuls vvird ja das (ileich- 
heitszeichen nicht anders angewendet als mittels der Einsetzungsregel 
und der Axiome. Die Moglichkeit der Einsetzung ist aber für die I-'ormel 
b) dieselbe wie für die Formel a -- h, und in den AxionuMi ist ja 
die Ersetzung des (ileichheitszeichens mit den jevveiligen Argumenteii 
a, b durch den entsprechenden Ausdruck (a, b) au.sgeführt. Die gleiche 
Überlegung gilt auch, wenn die Ersetzungen anstatt für die (lleicliungeii 
n - b für die üngleicliungen o < b ausgt'führt werden. 

Ans diesem Sachverhalt entnehmen wir mm folgende Méthode der 
l''eststellung von Unabhângigkeiten; Urn nachziiweisen, daÜ innerhalb 
unseres betrachteten Formelbereiches eine Formel W ans gewissen 
Axiomen ^l^, . . 91, nicht ableitbar ist, genügt es, eine h'ormel (î(a, b ) , 

in der a, b die einzigen vorkommenden Variablen sind, so anzugeben, 
daB bei der Ersetzung einer jeden (ileichung o ^ b, oder auch einer 
jeden Ungleichung n < b durch den entsprechenden Ausdruck (S(n, b) 
ans den Fonneln 91, 91, , . . . , 91, solche h'ormeln 91*, 91*. . . . , 91,* entsteheii, 
für welche die Unableitbarkeit von 91* ans 91*, . . 91,* bereits f(‘stst(üit. 

Nach dieser Méthode konnen wir für die samtlichen Axiome des 
Systems (B) auüer dem Induktionsaxiom, dessen Unabhangigk(‘it ja 
schon erwiesen ist, den Nachweis ihrer Unabhilngigkeit von den übrigen 
Axiomen erbringen. h'erner konnen wir auch von dem System (A) einige 
Axiome auf diese Art als unabhangig von den übrigen erkennen. 

1. Für das Cileichheit.saxiom (/g) zeigen wir, daB es sogar von allen 
übrigen Fonneln der Système (A), (B) zu.sammengenommen unah- 
hangig ist. Namlich: ware es aus diesen ableitbar, so müBt(‘ auch die 
ans (/g) durcli Einsetzung hervorgehende h'ormel 

a' -- a {a <:ia' - > a < a) 

aus ihnen ableitbar sein. Setzen wir nun überall für eine (ileichung 
a = b den Ausdruck 

a = b V a j b , 

so geht die eben genannte Formel über in 

a' = a V a' 4 a {a < a' a <. a) , 

und die Axiome der Système (A), (B) mit Ausnahme von (J 2 ) gehen, 
soweit sie das Gleichheitszeichen enthalten, in solche Formcln über, die 
durch den Prâdikatenkalkul ableitbar sind, wâhrend die übrigen un- 
verandert bleiben. Aus allen diesen Axiomen erhalten wir also durch 
die Ersetzung solche Formeln, die aus dem System (B) ableitbar sind. 
Es müBte demnach auch die Formel 

' — a V a' -p a ► (a < a' a < a) 


a 
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aus dem System (B) ableitbar und somit, nach dem, was wir über das 
System (B) bewieseii haben, cine verifizierbare Formel soin. Das ist 
aber nicht der Fall, wic man durch Einsctzcn von 0 für a feststellt. 

2. Die Unabhangigkeit des Axioms (<]) von den übrigen Formcln 
des Systems (B) ergil)t sich durch die Ersetzung 

a < b: a ^ b V a | b . 

Durch diese namlich gehen die F'ormeln des Systems (B) mit Ausnahme 
von (<i), soweit sie überhaupt verandert werden, in solche F'ormeln 
über, die durch den Pradikatenkalkul ableitbar sind, wahrend die Formel 

(<i) in _ 

a ~ aM a a 

übergeht. Diese F'ormel müüte daher, wenn das Axiom (<i) aus di'ii 
übrigen Axiomen des Systems (B) ableitbar ware, ebenfalls aus dem 
System (B) (ja sogar aus den (îleichheitsaxiomen und dem Induktions- 
axiom) ableitbar sein, wahrend sie doch nicht verifizierbar ist. 

3. Mittels der Ersetzung 

a<b: a==b&n]=b 

ergibt sich: Wenn das Axiom (<3) aus den übrigen Axiomen der Système 
(A), (B) ableitbar ware, dann müüte die F'ormel 

a — a' a \ a' 

aus den A.xiomen 

Ui)’ O -= 0, a \ 0 -> {E x) {x' a) ^ 

dem Induktionsaxiom und der F'ormel 

a 4 b - > (fl — b & fl I" 6) V {b ----- a&b | a) 

(mit Benutzung des Strichsymbols) ableitbar .sein. Diese liefern aber, 
wie man leicht erkennt, nur solche F'ormeln, die, bezogen auf den In- 
dividuenbereich, der nur das Symbol 0 enthâlt (und für welchen 0 auch 
als Wert von O'definiert ist), bei Ersetzung der vorkommenden Formel- 
variablcn durch logische F'unktionen und der freicn Individuenvariablen 
durch 0 stets den Wert ,,wahr“ ergeben, wahrend die Formel 

fl = fl' & fl ! fl' 

den Wert ,,falsch“ ergibt. Somit ist das Axiom (<3) von allen anderen 
Axiomen der Système (A), (B) unabhangig. 

4. Mittels der Ersetzung 

n < b: 0 i- b & b 0 

erweist sich die Unabhangigkeit des Axioms (<2) von den übrigen 
Axiomen des Systems (B). 
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5 . Mittels der Ersetzung 

n = b: û = b«Sta i 0 

erweist sich die Unabhangigkeit der Formel 0 = 0 von den übrigen 
Axiomen des Systems (B). 

6. Mittels der Ersetzung 

a = b : a = 0 & b = 0 
erweist sich die Unabhangigkeit der Formel 

a <C.h -► a’ — h y a < h 

von den übrigen Axiomen des Systems (B) h 

7 . Mittels der Ersetzung 

a<b: a = OVa i O&b^ O 

erweist sich die Unabhangigkeit der Formel 

a <.b b <. a' 

von den übrigen Axiomen des Systems (A). 

Hiermit sind für das System (B) bereits aile Unabhàngigkeitsbeweise 
geführt. Beirn System (A) fehlen noch die Nachweise der Unabhangig- 
keit für die Formeln 

a i - 0 ♦ {Ex) {x' = a) 
a <b8cb <c -> a de 
a <C0 

a b > a dby b d a - 

Um dièse zu erbringen, verwenden wir die Méthode, durch Einführung 
von „Ziffern zweiter Art“ den Bercich der numerischen Formeln zu er- 
weitern und sodann durch Festsetzungen über die Wahrheitswertc der 
numerischen Formeln und durch eine diesen Festsetzungen angepaBtc 
Abanderung des Verfahrens der Reduktion den Begriff ,,verifizierbar'‘ 

1 Die Môglichkeit, cliese Xlnabhângigkeit so einfach nachzuweisen, berulit 
wesentlich darauf, daB die Formel 

a <C b a' “ hM a' b 

im System (B) unter anderm die Rolle hat, das erste Gleichheitsaxiom teilweise 
zu vertreten. Ob die Formel auch bei der Ersetzung des Axioms 0 - O durch 
i( 7 j) noch unableitbar ist ans den übrigen Axiomen des Systems (B), also ans 
den Gleichheitsaxiomen, den Formeln (<i), (<2)» (<3) ^l<^rn Induktions- 

axiom, ist noch nicht entschieden. Falls sich dieses zeigen lüBt, so kann das 
nur durch ein genaues Eingehen auf den deduktiven Fornialismus gelingcn. 
Denn die Unableitbarkeit ist, sofern sie besteht, durch die Begrenzung unseres 
Fornialismus bedingt. In der Tat kann bei der Erweiterung des logischen For- 
malismus durch die Hinzunahnie von gebundenen Formelvariablen die Formel 

a < b > a' — 6 V a' < ^ 

ans den genannten sechs Axiomen abgeleitet werden. 
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unter Beibehaltung des ursprünglichen Wortlautes seiner Définition so 
zu bestimmen, daC jede ans den zu benutzenden Axiomen ableitbare 
Formel, sofern sic keine Formelvariable enthâlt, ini Sinne dieser Begriffs- 
bestimmung verifizierbar ist, dagegen die als unabhângig zu erweisende 
Formel nicht verifizierbar ist, womit dann die Unabhangigkeit der Formel 
von jenen Axiomen erwiescn wird. 

Für die Angabe der nach dieser Méthode erfolgenden Unabhangig- 
keitsbeweise kônnen wir uns den Umstand zunutze machen, daü die 
Abânderung des Reduktionsverfahrens jeweils durch die Festsetzun- 
gen über die Wahrheitswerte der numerischen Formeln bereits vor- 
gezeichnet ist. 

Nâmlich bei den vorbcreitenden Prozessen 1—4 des Reduktionsver- 
fahrens, insoweit diese nicht in Umformungcn des Aussagenkalkuls be- 
stehen, handelt es sich darum, negierte Gleichungen und Ungleichungen, 
ferner solche Gleichungen und Ungleichungen, in denen x beiderseits 
auftritt, und drittens solche, in denen x mit einer kleincren als der 
hôchsten überhaupt vorkommenden Anzahl von Strichen auftritt, aus- 
zuschalten. Und zwar mu6 dieses, damit die Satze über die Reduktion 
beweisbar werden, durch solche Umwandlungen geschehen, bei denen 
jeweils der an Stelle eines Ausdruckes 91 tretende Ausdruck 93 für jede 
Ersetzung der in 9f,93 vorkommenden Variablen durch Ziffern den 
gleichen Wahrheitswert ergibt wie der Ausdruck 91. 

Bei dem letzten .Schritt des Reduktionsverfahrens, der Behandlung 
der Au.sdrücke (a;'**) , kommt es darauf an, zu einem jeden 

solchen Ausdruck einen von der Variablen x freicn Ausdruck zu fin- 
den, der die übrigen in vorkommenden Variablen, sonst aber 

keine weiteren enthâlt und der bei jeder Ersetzung dieser Variablen 
durch Ziffern in eine wahre oder eine falsche Formel übergeht, je nach- 
dem sich eine Ziffer j so bestimmen lâüt, daü der Ausdruck bei 

der gleichen Ersetzung der Variablen in eine wahre Formel übergeht, 
oder eine solche Bestimmung unmoglich ist — womit dann zugleich 
der finite Charakter dieser Alternative festgestellt wird. 

Daü diese Aufgaben sich für jede der zu betrachtenden Erweiterungen 
des Ziffern bereiches, in Verbindung mit den zugehôrigen Festsetzungen 
über die Wahrheitswerte der numerischen Formeln, lôsen lassen, ist 
wesentlich dadurch bedingt, daü die Eigenschaften, Ziffer erster Art bzw. 
Ziffer zweiter Art zu sein, in den Fâllen, wo die Unterscheidung der 
beiden Arten von Ziffern für die Reduktion gebraucht wird, durch 
Formeln 82 (^) ausdrückbar sind in dem Sinne, daü für eine 

Ziffer a von erster Art 81 (*ï) wahr, 82 (<ï) falsch und für eine Ziffer a 
von zweiter Art 81 (û) falsch und 82(0) wahr ist. Für jedes der zu be- 
trachtenden Système von Ziffern und Wahrheitswerten gelangt man an 
Hand der durch die jeweiligen Festsetzungen bestimmten Deutung der 
Formeln zur Lôsung der genannten Aufgaben auf einem im wesentlichen 
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(d. h. abgesehen von unerheblichen Willkürlichkeiten) zwangslâufig 
vorgezeichneten Wege. 

Wir kônnen uns daher zur Angabe der vier Unabhàngigkeitsbeweise 
darauf beschrânken, jeweils die Ziffern zweiter Art und die zu den ge- 
wôhnlichen Festsetzungen über ,,wahr“ und ,,falsch“ neu hinzukommen 
den P'estsetzungen über die Wahrheitswerte numerischer Cileichungen 
und Ungleichungen — anderweitige Primformeln treten ja nicht auf — 
einzuführcn und für die Unabhàngigkeitsbeweise, in denen bei der 
Reduktion die Unterscheidung der Ziffern erster und zweiter Art ge- 
braucht wird, die Formcln 82 (^) aufzustellen. Der Deutlichkeit 

halber soll noch in den Fâllen, wo auf Grund der Festsetzungen über 
die Wahrheitswerte eine Ànderung eines oder mehrerer der vorbereiten- 
den Prozesse 2 , 3 > 4 des Reduktionsverfahrens erforderlich ist, ausdrück- 
lich darauf hingewiesen werden. (Die jedesmal beim letzten Schritt der 
Reduktion erforderliche Ànderung soll nicht eigens erwahnt werden.) 

Für die als unabhangig zu erweisende Formel geben wir jedesmal eine 
Ersetzung ihrer freien Variablen durch Ziffern an, durch welche sie im 
Sinne der betreffenden Festsetzungen als nicht verifizierbar crkannt wird. 

Der Nachweis, daC jede aus don übrigen Axiomen des Systems (A) 
ableitbare Formel verifizierbar ist, erfolgt in entsprechender Weise wie 
für das gewôhnliche Reduktionsverfahren durch den Beweis des Satzes 
von der partiellen Reduktion und des Eindeutigkeitssatzes. Es kommen 
dabei insbesondere folgende gemeinsamen Eigenschaften der Système 
von Ziffern und Wahrheitswerten zur Geltung: 

Eine Ziffer 0^*^ ist dann und nur dann von erster Art, wenn a von 
erster Art ist. 

Für eine Ziffer 0 ist stets die Gleichung û = a wahr. Für beliebige 
Ziffern a, b hat a = b stets denselben Wahrlieitswert wie b = 0. 

Wenn für die Ziffern a, b die Gleichung 0 = b wahr ist, so haben für 
jede Ziffer c die Formeln 

a = c, a < c, c<a 

beziehungsweise dieselben Wahrheitswerte wie die Formeln 

b = c, b < c, c < b. 

Für Gleichungen und Ungleichungen zwischen Ziffern erster Art so- 
wie für die Wahrheitsfunktionen des Aussagenkalkuls gelten die gewôhn- 
lichen Festsetzungen über die Wahrheitswerte. 

Auf Grund dieser Vorbemerkungen stellen sich nun die vier Ünab- 
hângigkeitsbe weise in der angekündigten kurzen Form der Angabe fol- 
gendermafien dar. 

1. Unabhângigkeit der Formel 

a =j= 0 ^ (Ex) (x' — a) . 

Ziffern zweiter Art sind die Figuren 



282 


§ 6. Widerspruchsfreiheit unendlicher Individuenbereiche. 


Für die Gleichungen zwischen beliebigen Ziffem und für die Un- 
gleichungen zwischen Ziffern derselben Art ist die Définition von ,,wahr“ 
und ,,falsch“ die gewôhnliche. Ist û eine Ziffer erster Art, b eine Ziffer 
zweiter Art, so ist o < b wahr, b < o falsch. 

Die Formeln 3i(")> Sai^) iauten 

a <.oj, O) < a'. 

Die Formel 

a 4 0 {Ex) {x' = a) 

hat als Keduzierte 

a : 0 >■ (« < CO & o' = a V o' < «) V (co <C a' (x)' — a M ro' < a) ; 

diese ergibt bei der Ersetzung von a durch (o eine falsche Formel, da 
CO { 0 wahr, co < o) falsch und cd' = co y o/ < co falsch ist. 

2. Unabhangigkeit der Formel 

a <. h 8c b a c - ■ a <. c. 

Ziffern zweiter Art sind die Figuren co^*\ 

Die Gleichung co<*> — ist wahr und die Ungleichung co^^^ < co^'^ 
falsch, wenn die Strichzahlen f,I übereinstimmen oder sich um eine 
gerade Anzahl unterscheiden ; andernfalls ist die Gleichung falsch und 
die Ungleichung wahr. 

Ist a eine Ziffer erster Art, b eine Ziffer zweiter Art, so ist tt <1 b 
wahr und a==b, b = o, b<a falsch. 

Die Formeln 3i («) . 32 lauten 

a < co & a < O)', a = voM a — o/. 

Bei dem Reduktionsverfahren muB der ProzeB 3 abgeândert werden. 
Die l'ormel 

a <.b ôcb <.c -> ade 

geht bei der Ersetzung der Variablen a, b, c durch die Ziffern co, co', co 
in eine falsche Formel über. 

3- Unabhangigkeit der Formel 

. 

Ziffern zweiter Art sind die Figuren (— 

Die Gleichungen 

= o(‘> = 

sind wahr oder falsch, je nachdem die Anzahl f mit der Anzahl 1 + b 
übereinstimmt oder nicht. 

Von den Ungleichungen 

ist die erste wahr und die zweite falsch, wenn die Anzahl ! kleiner ist 
als 1 + b» zweite ist wahr und die erste falsch, wenn die Anzahl f 
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grôCer ist als I + p; beide sind falsch, wenn die Anzahl f mit t + p 
übereinstimmt. 

Die Gleichung == 


ist wahr, wenn die Anzahl f + f| mit I + p übereinstimmt, und sonst 
falsch. Die Ungleichung 

ist wahr, wenn die Anzahl f + q kleiner ist als 1 + p, und sonst falsch. 

Bei der Reduktion tritt die Unterscheidung zwischen Ziffern erster 
und zweiter Art gar nicht auf. 

Die Formel ^ 


ergibt bei der Ersetzung von a durch die Ziffer —0' eine falsche Formel. 
4. Unabhângigkeit der Formel 


a -> a <C b y b <C a . 

Ziffern zweiter Art sind die Figuren «p \ wobei .Xq das Symbol ot und «p 
für eine von 0 verschiedene Anzahl p die Figur bedeutet, die aus oc 
entsteht, indem rechts unten p Sterne angefügt werden. 

Die Gleichung 


ist wahr, wenn die Anzahl f -f q mit I + p übereinstimmt, und sonst 
falsch. Die Ungleichung 

ist wahr, wenn die Anzahl ï + q kleiner ist als l + p , und sonst falsch. 

Ist O eine Ziffer erster Art, b eine Ziffer zweiter Art, so i.st stets 
0 — b, b = û falsch und auch a < b, b < 0 falsch; dagegen, wenn a 
von 0 verschieden ist, b < o wahr. 

Die Formeln 32 (^) lauten 


0<a', a'<0'. 


Bei dem Reduktionsverfahren müssen die Prozesse 2 und 4 abgeândert 
werden. 

Die Formel j ^ a<byb<a 


ergibt bei der Ersetzung der Variablen a, b durch die Ziffern 0, eine 
falsche Formel. 

Hiermit ist nun für das System (A) sowie für das System (B) die 
Unabhângigkeit eines jeden der Axiome von den übrigen festgestellt. 

Zur Charakterisierung des Systems (B) sei hier noch die Ableitung 
vorgeführt, durch die man aus diesem System die Formel 

A (a) -> (E x) {A (x) & (y) {A (y) -> x — y W x < y)) 
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gewinnt, welche das Prinzip der kleinsten Zahl ausdrückt, d. h. den Satz, 
dal3 es zu jeder Aussage, welche überhaupt auf eine Zahl zutrifft, stets 
eine kleinste Zahl gibt, auf die sie zutrifft. 

Wir benutzen zu dieser Ableitung auücr dem Pradikatenkalkul die 


Axiome 


y ^ ^ > 


die ableitbaren Formeln 


a<0, a Ci b' ► a <i b M a — h , b <i a ->■ a = b y a <i b 

und das Induktionsschema, welches ja, wie wir wissen, dem Induktions- 
axiom gleichwertig ist. Das Induktionsschema wird angewendet auf 
die Formel 

{E x) [A {x) X <i a) -> {E x) {A {x) & (y) {A(y) -*■ x = y y x < y)) . 

Bezeichnen wir zur Abkürzung das Vorderglied dieser Formel mit 

33 (a) und das Hinterglied mit d, so soll also die Anwendung des Induk- 

tionsschemas lauten : ^ 

33(0) 

(33(a)->6) -> (33(fl')^e) 

'«(a) ^ d. 

Hierzu ist die Ableitung der beiden Formeln 

33(0) ~>d 

(33 («)-©) -> (33(«')^6) 

erforderlich. Die erste ergibt sich aus der Formel ^(0), d. h. 

(E xj (A (X) & X < 0), 
welche man mittels der Formel 


rt < 0 


erhalt. Um die zweite Formel zu gewinnen, leiten wir zunachst mittels 
der Formel 


die F'ormel 


a <i b' “> a <i b y a — b 


{E x) [A (x) & X < a') -> {E x) {A (x) & x <i a) y (E x) {A (x) & x = a) 
ab, welche abgekürzt durch 

S3 {a') -* 33 (a) V {E x) {A (x) & x = a) 
anzugeben ist. Aus dem Axiom (/g) erhalten wir weiter 

(E x) (A (x) & X — a) A (a) 
und hieraus in Verbindung mit der vorigen Formel 

33(fl') 33(a) V^(a). 

33(«) V^(«) 


Nun ist 
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gemâB dem Aussagenkalkul überführbar in 


95 (a) V (.4 (a) & 95 (a)) ; 

ferner ist die Formel 95 (a) , d. h. 

{E x) (A (x) & X < a) 
überführbar in (y) {A{y) ^ y < a) . 

und wir erhalten daher mit Benutzung der Formel 

b <. a -> a = b y a <_ h 

die Formel 

95 {a) -*■ (y) {A (y) a = y y a < y) . 

Somit ergibt sich im ganzen 

95 (rt) V {A{a) & (y) {A (y) a y y a < y)). 

Nun geht aber die Formel 

A {a) & (y) {A (y) -** a — y V a < y) (î 

durch Einsetzung aus der Grundformel (b) hervor. Wir gelangen 
dahor zu der Formel ^ »(„)ve, 

und aus dieser ergibt sich die Formel 

(93(fl) ->e)-> (93(a') ©) 

mittels des Aussagenkalkuls. 

Hiernach sind wir in der Lage, das Induktionsschema in der ge- 
wünschten Weise anzuwenden, und erhalten dadurch die Formel 


95 («)->©. 

Von dieser kônnen wir leicht zu der abzuleitenden Formel übergehen. 
Nâmlich diese Formel lautet ja 


A{a)->(^, 

und aus der erhaltenen Formel ergibt sich, wenn wir a' für a einsetzcn, 


Es genügt somit, wenn wir die Formel 


A (a) >93 (a'). 

A {a) -> {E x) {A {x) & X <. a') 


ableiten kônnen. Diese aber ergibt sich aus der Anwendung der Formel 
a < a' und der Grundformel (b). 

Damit ist die Ableitung der Formel 

A (a) -> (Ex) {A{x) & (y) {A (y) x = y y x < y)) 


vollzogen. 
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Es sei noch bemerkt, da6 umgekehrt aus dieser Formel in Verbindung 
mit den Formeln 

(A) . a' a. a' < a, a ^ 0-> {Ex) {%' = a) 

das Induktionsaxiom ableitbar ist. Man bat hierzu in die Formel des 
Prinzips der kleinsten Zabi für die Nennform A {c) der Formelvari- 
ablen einzusetzen A (c) und bernacb auf die im Bereicb des Allzeicbens 
{y) stebende Implikation die Kontraposition anzuwenden. Mit Be- 
nutzung der aufgezâblten Formeln und der mit Hilfe des zweiten 
Gleicbbeitsaxioms ableitbaren Formel 

A (0) ^ {{Ex) {À {X) & B (x)) -> {E x) {À (X) & B (x) 6cx | O)} 
ergibt sicb dann die l'ormel 

ÂJa) &A{0)-> {Ex) {A (x') & A (x)) , 

aus welcber das Induktionsaxiom durcb einfacbe Umformungcn bervor- 
gebt. 

§ 7. Die rekursiven Definitionen. 

In dem System (B) erbalten die sâmtlicben fünf PEANOscben Axiome 
der Zablentbeorie ibrc Formalisierung; nâmlicb zwei von ibnen durcb 
die Einfübrung des Symbols 0 und des Stricbsymbols, weitere zwei 
durcb die Ableitbarkeit der Formeln (Pj), {P 2 ), endlicb das Axiom 
der vollstândigen Induktion durcb das formule Induktionsaxiom. 

Man kônnte biernacb meinen, dafi mit den genannten Sâtzen über 
das System (B) bereits die Fragen der Widersprucbsfreibeit und der 
Vollstândigkeit der Zablentbeorie abscblieÜend erledigt seien. 

Seben wir aber naber zu, so werden wir gewabr, dal3 miser Formalis- 
mus keineswegs ausreicbt, um die üblicben Begriffsbildungen der Zablen- 
tbeorie zur Darstellung zu bringcn. 

Audi in Peanos Entwicklung der Zablentbeorie ^ entstebt der An- 
scbein, daB die genannten fünf Axiome zum Aufbau der Tbeorie genügen, 
lediglicb dadurcb, daB er die Rekursionsgleicbungen, durcb welcbe die 
elementaren Funktionen eingefübrt werden, so insbesondere diejenigen 
für die Summe a + ^ und das Produkt a ■ b: 

<Z -f- 0 = (I y 
Cl -j- fl' = {ci w) , 

a • 0 == 0, 

a • «' = (a • «) + fl . 

in Anlebnung an die landlâufige Ausdrucksweise als Definitionen be- 
zeicbnet. Diese üblicbe Ausdrucksweise entspricbt dem Standpunkt 
der anschaulichen, finiten Zahlentheorie. 


^ G. Peano: Formulario Mathematico. (5. Ausgabe 1908, II. § 1 u. folg.) 
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Erinnern wir uns daran, wie wir bei der Betrachtung der finiten 
Zahlentheorie die rekursiven Definitionen aufgefaBt haben. Sie dienen 
hier zur abgekürzten Mitteilung eines Verfahrens, durch welches aus 
einer oder mehreren vorgelegten Ziffern wieder eine Ziffer bestimmt wird. 

Dieses Verfahren kônnen wir auch im Formalismus nachbilden, 
indem wir allgemcin die Einführung von Funktionszeichen in Verbindimg 
mit Rekursionsglcichungen zulassen. 

Dabei erfolgt, entsprechend wie in der finiten Zahlentheorie, die 
Aufstellung von Rekursionen in einer Reihenfolge, gemai3 welcher für 
jede Rekursion die Reihe der ihr vorausgehenden Rekursionen gegeben 
ist. In der Wahl dieser Reihenfolge besteht eine weitgehende Willkür, 
die jedoch erheblich eingeschrankt wird, wenn wir darauf sehen, unnotige 
Rekursionen zu ersparen. 

Die Einführung eines Funktionszeichens durch eine Rekursion môge 
kurz als ,,rekursive Einführung" bezeichnet werden. F'erner soi! ein 
Term ,,unabhangig" von einem rekursiv eingeführten Funktionszeichen f 
heiBen, wenn er nur solche F'unktionszeichcn enthalt, welche vor der 
Aufstellung der Rekursion für f bereits eingeführt sind. 

Wir wollen hier zunâchst nur den einfachsten Typus von Rekursions- 
gleichungen oder, wie wir auch sagen, das einfachste Schéma der Re- 
kursion bctrachten und auf dièses vorerst auch den Begriff der Rekursion 
einschrânken. Dieses Schéma der Rekursion lautet, wenn das ein- 
zuführende Funktionszeichen nur ein Argument hat: 

f(0) - 0, 

fK) = b(n,f(n)). 

Hierin ist für j ein im l'ormalismus vorher noch nicht benutztes Funk- 
tionszeichen mit einer Argumentstelle zu setzen. Als solches nehmen 
wir — abgesehen von vereinzelten Fâllen, in denen wir ein gebrauchliches 
mathematisches Symbol verwenden — cinen kleinen griechischen Buch- 
staben. Ferner ist û in dem Schéma ein Term ohne Variable, der von 
dem Funktionszeichen f(-) unabhângig ist, und b(«,f(«)) entsteht aus 
einem ebenfalls von f {•) unabhângigen Term b(M, m), der k'eine von n 
und m verschiedene Variable enthalt, indem f(M) für m gesetzt wird. 
(Es ist nicht erforderlich, daB die Variablen n, m wirklich in b(w,m) 
auftreten.) 

Das entsprechende Schéma der Rekursion zur Einführung eines 
Funktionszeichens \{a,n) mit zwei Argumenten lautet: 

]{a, 0) = û(a), 
f{«, «') = b(a, n, f{a, n)). 

Hier sind wiederum û(a) und h{a,n, m) Terme, welche von dem einzu- 
führenden Funktionszeichen unabhângig sind, und die Bezeichnung ist 
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wteder so zu verstehen, daü in a (a) auBer a und in \i{a,n,m) auBer 
a, n,m keine Variable auftritt, aber auch diese Variablen nicht not- 
wendig aufzutreten brauchen. 

Bei dcr Rekursion für \{a,n) ist n die in der Rekursion ausgezeich- 
nete Variable, wâhrend a nur als ,,Parameter“ auftritt. Indem man an- 
statt eines Parameters in der Rekursion auch mehrere Parameter zulâBt, 
erhalt man das Rekursion sschema für eine Funktion mit mehr als zwei 
Argumenten \{a, ... ,k,n): 

\{a, . . ., k, 0) = a{a, . . ., k), 
f (a, . . k,n') = b(a, . . .,k, n, f(a, . . k, n)). 

Aus den Festsetzungen über das Schéma der Rekursion ergibt sich 
in.sbesondere, daB in jeder Rekursionsgleichung auf der rechten Seite 
nur solche Variablen auftreten, die auf der linken Seite als Argumente 
stchen; es brauchen jedoch nicht aile linksstehenden Argumente auch 
auf der rechten Seite vorzukommen. 

Die Rekursionsgleichungen für die Summe a b und das Produkt 
a • b crgeben sich als spczielle Falle des Rekursionsschemas für ein 
h'unktionszeichen mit zwei Argumenten, nur mit dem unwe.sentlichen 
Unterschied, daB wir anstatt des vorangestellten griechischen Buch- 
stabens hier die übliche Schreibweise verwenden. 

Die Ausdrücke a{a) , h{a,n, m) lauten bei der Rekursion für die 
Summe a,m', 

bei der Rekursion für das Produkt 

0,nt a. 

Wir sehen hier, daB die Reihenfolge der Rekursionen für Summe und 
Produkt so gewahlt werden muB, daB die Rekursion für die Summe 
\’orangeht, damit in der Rekursion für das Produkt der Term m a 
die Bedingung der Unabhangigkeit von dem einzuführenden Funktions- 
zeichen erfüllt. 

Die Formali.sierung des anschaulichen Verfahrens der rekursiven 
Définition durch das Rekursionsschema beruht nun darauf, daB wir 
für ein rekursiv eingeführtes Funktionszeichen f (a, . . ., k,n), zu jeder 
Ziffer g eine mit Hilfe der Rekursionsgleichungen und der Gleichheits- 
axiome ableitbare Gleichung 

t(a, . . .,k,i) = \{a, . . .,k) 

erhalten, worin t(a, . . .,k) ein von dem Funktionszeichen f (. . .) un- 
abhàngiger Term ist. 

Betrachten wir dieses beim Fall eines Funktionszeichens mit zwei 
Argumenten. Sei das Funktionszeichen <p{a,n) durch die Rekursions- 
gleichungen .p(a .0) = a{a) , 

<p{a, «') = ï)(a, n, <p{a, n)) 



Formalisierte Berechnung rekursiver Funktionen. 289 


eingeführt, und nehmen wir für 3 die Ziffer 0". Es kommt dann dar- 
auf an, eine Gleichung 

0") = t(a) 

abzuleiten, worin t(a) von dem Funktionszeichen (p{., .) unabhângig ist. 
Hierzu setzen wir in die zweite von den betrachteten Rekursions- 
gleichungen für die Variable n einmal 0 und einmal 0' ein. Dadurch 
erhalten wir die Formeln 

<p{a, 0 ') = b(rt, 0, (p{a, 0)), 

ç){a, 0") = h{a, 0', (p(a, 0')). 

Nun kônnen wir ferner mit Hilfe der Gleichheitsaxiome die Formel 


r — s -> b{a,c,r) = b{a,c, s) 

ableiten. Diese Formel verwenden wir zu zwei verschicdenen Ein- 
setzungen ; wir setzen einmal <p{a, 0 ) für r, a (a) für s und 0 für c , das 
zweitemal ç?(a, 0') für r, b (a, 0, a(a)) für s und 0' für c ein. Dadurch 
ergeben sich die beiden Formeln: 

<p(a,0) — a(a) -> b(a, 0, ^^(a, 0)) = b(a, 0, a(a)), 

93(«, 0') = b(a, 0, a(a)) -> b(a, 0', 0')) = b(«, 0', b(a, O, a(a)) . 

Die erste von diesen ergibt, zusammen mit der Kekursionsgleichung 


die Formel 


9 (a , 0) = a (a), 


b(a, 0, ç>(a, 0)) = b (a, 0, a (a)) , 
welche in Verbindung mit 

ç>(a, 0') = b(a, 0, <p(a, 0)) 

durch Anwendung des zweiten Gleichheitsaxioms die Formel 


liefert (p(a, 0') = b(a, 0, a(a)) 

Nehmen wir diese zusammen mit der zweiten von jenen beiden For- 
meln, so erhalten wir durch das SchluBschema 

b(fl, 0 ' ,fp(a, 0')) = b{a, 0', b(a, 0, a(a))). 

Und diese Formel, in Verbindung mit der vorher aus der zweiten Re- 
kursionsgleichung erhaltenen 

q){a, 0") = b(fl, 0', 0')), 

ergibt durch Anwendung des zweiten Gleichheitsaxioms 

(p{a, 0") = b(a, 0', b(a, 0, a(a))), 

womit wir zu der gewünschten Gleichung gelangt sind, auf deren rechter 
Seite ein von dem Funktionszeichen unabhângiger Term steht, 

der auBer a keine Variable enthâlt. 


Hilbert-Bemays, Grundlagen der Mathematik I. 
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Nach diesem Verfahren kônnen wir z, B. für jede Ziffer 3 die Gleichüng 

a + â = 

mit Hilfe der Rekursionsgleichungen für die Summe und der Gleichheits- 
axiome ableiten. Entsprechend ist durch die Rekursionsgleichungen 
für das Produkt für jede von 0 vcrschiedene Ziffer 3 ' eine Gleichüng 

« • = r(a) 

ableitbar, worin x{a) den Ausdruck bcdeutet, den man, ausgehend von 
der Variablen a, durch g-maliges Anhângen von -{-a (nebst Ein- 
klammerung) erhalt. 

Allgemein gelingt es auf diese Weisc, für ein rekursiv eingeführtes 
Funktionszeichen f(. . .) und eine gegebene Ziffer g, welche für die in 
der Rekursion ausgezeichnete Variable eingesetzt wird, eine Gleichüng 

\{a, . . .,k,i) =t 

abzuleiten, worin der auf der rechten Seite stehendc Term von dem 
Funktionszeichen f(. . .) unabhângig ist und keine von a, .. .,k ver- 
schiedene Variable enthâlt. 

Setzen wir in dieser Gleichüng für die Parameter a, k Ziffern 
û, . . ï ein, so erhalten wir eine Gleichüng 

f(û, g) = c, 

in welcher rechts ein Term ohne Variablen steht, der wiederum von 
dem Funktionszeichen f (. . .) unabhangig ist, also nur solche Funktions- 
zeichen enthalten kann, die vor f(. . .) eingeführt sind, und in welchem 
die Argumente der zuinnerst stehenden Funktionszeichen Ziffern sind. 
Dieser Au.sdruck c ist kein anderer als derjenige, den wir bei dem ge- 
wôhnlichen Verfahren der Berechnung des Wertes von f (a, . . î, g) 
zunachst erhalten, indem wir durch wiederholte Anwendung der Re- 
kursionsgleichungen für f (. . .) dièses Funktionszeichen ausschalten. 

Ist c eine Ziffer, so wird durch die Ableitung der Gleichüng 


, I (a , . . f , g) c 

die Berechnung des Wertes von f (û, . . ., î, g) bereits voUstândig formali- 
siert. Wir zeigen nun, dal3 auch im P'alle, wo c noch rekursiv eingeführte 
Funktionszeichen enthâlt, die Fortsetzung des Berechnungsverfahrens 
sich formalisieren lâBt, so daÛ wir, wenn 1 der durch die Berechnung 
sich ergebende Ziffemwert von f(û,...,ï,g) ist, zur Ableitung der 
Gleichüng 

gelangen. 

Dazu überlegen wir uns zunachst folgendes: Angenommen, wir 
seien imstande, für jedes der vor f (. . .) eingeführten Funktionszeichen, 
wenn darin die Argumentstellen durch Ziffern ausgefüllt sind, die 
Gleichüng abzuleiten, auf deren linker Seite dieses Funktionszeichen 


î{û !.ê)=I 
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mit den Ziffemargumenten und rechts diejenige Ziffer steht, die sich 
durch das gewôhnliche Berechnungsverfahren als Funktionswert ergibt, 
so kônnen wir auch die Gleichung 

c — T 

und somit auch 

ableiten. f (û, • . ï, 5 ) — I 

In der Tat gewinnen wir eine Ableitung der Gleichung c = I auf 
ganz entsprechende Art, wie wir bei dem gewohnlichen Berechnungs- 
verfahren von dem Ausdruck c zu dem Ziffernwert l gelangen. Das 
geschieht ja in der Weise, daB wir zunachst für jedes der zu innerst 
stehenden Funktionszeichen mit Ziffemargumenten seinen Wert setzen, 
welcher eine Ziffer ist, dann mit dem so entstehenden Ausdruck in 
gleicher Weise verfahren und so schritt weise aile Funktionszeichen 
ausschalten — ein ProzeB, der jedenfalls zum AbschluB kommt, da in 
dem Ausdruck c nur eine begrenzte Anzahl von Übereinanderschaltungen 
von Funktionszeichen vorliegt. Diese schritt weise zu vollziehende Aus- 
schaltung der Funktionszeichen aus dem Ausdruck c kônnen wir nun 
in unserm deduktiven Formalismus vollkommen nachbilden. Denn 
jedes der bei dem Verfahren auftretenden Funktionszeichen ist ja vor 
dem Funktionszeichen f(. ..) eingeführt; daher ist nach unsrer An- 
nahme, wenn g(m,...,ï) eines dieser Funktionszeichen mit Ziffern- 
argumenten und è sein Wert ist, die (ileichung 

0(m, . . r) ^ 

ableitbar. Und um diese Gleichung zur Ersetzung des Ausdrucks 
g(m, . . t) durch die Ziffer ê zu verwerten, bedarf es nur noch der 
Formalisierung des Prinzips, daB man Gleiches für Gleiches setzen kann. 
Diese aber wird durch das zweite Gleichheitsaxiom geliefert ; ist nâmhch 
^(c) eine beliebige, die Variable c enthaltende Formel und 0 , b irgendein 
Paar von Termen, so erhalten wir ja durch die Anwendung des zweiten 
Gleichheitsaxioms die Forme In 

a = b -*• (31 (0) 21 (b)), 

a = b -> (21 (b) 21 (a)), 

und mit Hilfe von diesen gelangen wir, wenn die Gleichung 

a = b 

abgeleitet ist, durch das SchluBschema von der Formel 21 (a) zu der 
Formel 21 (b) und ebenso von 21 (b) zu 21 ( 0 ). 

Auf diese Weise wird die Ableitung der Gleichung 

f(û, . . ., î, 3) = I, 

falls sie nicht schon direkt mittels der Rekursionsgleichimgen für f (. . .) 
gewonnen wird, durch ein eindeutig vorgeschriebenes Verfahren zurück- 


4 
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geführt auf die Ableitung gewisser endlich vicier Gleichungen von der 
Form 

r) = §, 

worin g ein schon vor f(. . .) rekursiv eingeführtes Funktionszeichen 
und ê der Wert des Ausdrucks g(m, . . r) mit den Ziffemargumenten 
m, . . r ist, den man durch die rekursive Berechnung erhâlt. 

Dieses Verfahren der Zurückführung lâBt sich erforderlichenfalls 
wiederholen, und man gelangt damit — wenn q die Anzahl der vor f (. . .) 
rekursiv eingeführten Funktionszeichen ist — spâtestens nach q-maliger 
Anwendung zur Ableitung der Gleichung 

f(0....J,5) =1. 

Somit kônnen wir das rekursive Berechnungsverfahren der finiten 
Zahlen théorie in unserem Formalismus durch die deduktive Anwendung 
der Rekursionsgleichungen vollkommen nachbilden. In Anbetracht 
dieses Sachverhaltes hat es seine Berechtigung, wenn wir von jetzt ab 
die Einführung eines Funktionszeichens durch Rekursionsgleichungen 
als eine rekursive Définition bezeichnen und von der durch die Rekursion 
definierten ,,Funktion“ sprechen. Wir müssen uns aber darüber klar 
sein, daO es sich hierbei nicht um eine Définition im Sinne einer bloBen 
Zeichenerklârung handelt, d. h. um die Einführung eines abkürzenden 
Symbols für einen zusammengesetzten Ausdruck. 

Eine solche Définition im engeren Sinne wollen wir eine explizite 
Définition nennen. Durch eine explizite Définition kann ein neues 
Individuensymbol, ein Prâdikatensymbol oder ein mathematisches 
Funktionszeichen eingeführt werden. Die Einführung in den Formalis- 
mus erfolgt durch ein Axiom, welches beim Falle eines Individuensymbols 
oder eines mathematischen Funktionszeichen die Gestalt exner Gleichung, 
im Falle eines Prâdikatensymbols die einer Àquivalenz hat, wobei auf 
der linken Seite das einzuführende Symbol steht, dessen Argument- 
stellen (falls solche vorhanden sind) mit verschiedenen freien Variablen 
ausgefüllt sind, und auf der rechten Seite ein von dem einzuführenden 
Symbol freier, d. h. aus den vorher eingeführten Zeichen gebildeter 
Ausdruck steht, in welchem die auftretenden freien Variablen die 
gleichen sind wie auf der linken Seite und der im Falle der Gleichung 
die Beschaffenheit eines Terms, im Falle der Àquivalenz die Beschaffen- 
heit einer Formel besitzt. So kônnen wir z. B. die üblichen Ziffern- 
symbole durch explizite Definitionen wie 

1 = 0' 

2 = 0 " 

3 = 0 '" 
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einführen. Ferner kônnen die in der Mathematik üblichen Symbole 
ïsa , > , è durch die expliziten Definitionen 

a-^h ~ a — hy a <ih, 
a b ~ b <. a, 
a^b ~ a = b V b a a 

eingeführt werden, Beispiele für die Einführung von mathematischen 
Funktionszeichen durch explizite Definitionen werden uns im folgenden 
mehrfach begegnen^. 

Bei solchen expliziten Definitionen lâBt sich die Widerspruchs- 
freiheit ihrer Hinzunahme unmittelbar erkcnnen, da maii ja das be- 
treffcnde neue Symbol überall, wo es vorkommt, durch den definierenden 
Ausdruck ersetzen kann, wobei die definierende Gleichung oder Âqui- 
valenz in eine ablcitbare Formel der Gestalt 

0 = 0 bzw. 91 ~ 51 

übergeht. Zugleich ergibt sich damit, daB man aus einem jeden Beweis 
einer Formel 3-, welche das neue Symbol nicht enthalt, dieses Symbol, 
sofern es vorkommt, eliminieren kann. Diese Môglichkeit der Elimination 
ergibt sich hier ganz direkt mittels der Ersetzung des neuen Symbols 
durch den definierenden Ausdruck. 

Vergleichen wir nun die rekursiven Definitionen mit den expliziten 
Definitionen, so finden wir eine Übcreinstimmung darin, daB die rekur- 
siven Definitionen uns mit Hilfe des formalisierbaren Berechnungs- 
verfahrens eine Ersetzung für einen jeden der Terme liefern, die sich aus 
einer rekursiv definierten Funktion durch Besetzung ihrer Argument- 
stellen mit Ziffern ergeben, nâmlich die Ersetzung durch eben die Ziffer, 
die wir durch die Berechnung des Funktionswertes finden. Darüber 
hinaus liefert uns das Berechnungsverfahren auch schon dann einen 
ersetzenden Terni, wenn nur die in der Rekursion ausgezeichnete 
Argumentstelle durch eine Ziffer besetzt ist. So erhalten wir für a + 0" 
als ersetzenden Term a" , für a • 0"' als ersetzenden Term (a -f a) + a. 
Diese Ersetzung hat auch die Eigenschaft, daB durch sie die Rekursions- 

^ Beilaufig sei bemerkt, daB sich im Rahmcn unseres Formalismus eine 
explizite Définition für ein Funktionszeichen stets in die Form einer Rekursion 
bringen lâBt. Lautet z. B. die explizite Définition 

<p{a, n) = t(o, n), 

SO kônnen wir statt deren die Rekursionsgleichungen 

93 ( 0 , 0 ) =t(a, 0 ) 
ÿ(o, «') = t(o, «') 

einführen, welche aus der genannten Definitionsgleichung durch Einsetzungen 
hervorgehen und aus denen umgekehrt jene Gleichung mittels des Induktions- 
schemas ableitbar ist. 
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gleichungen, wenn darin an Stelle der ausgezeichneten Variablen n 
eine Ziffer steht, in Gleichungen von der Gestalt 

â = ê 

übergehen. Denn sei (p {a, k,n) die rekursiv definierte Funktion, 
so haben die Rekursionsgleichungen nach der Ersetzung von n durch 
eine Ziffer j die Gestalt 

(p{a, . . 0) = a{a, k) , 

(p{a, . . .,k, 5') = h{a, . . .,k, (p{a, . . .,k, 3)). 

Diese Gleichungen liefern für (p{a, . . k , 0 ) direkt o(a, . . k) als 
ersetzenden Term, und die Bestimmung des ersetzenden Terms für 
95 (a , , k, 3') erfolgt so, daB zunâchst (p{a, . . . , ^ , 3') durch 
h{a, . . .,k,i,(p{a, . . .,k, i)) ersetzt wird. Hierdurch gehen bereits die 
beiden Rekursionsgleichungen in Gleichungen von der Gestalt 

è = ê 

über, und die weiteren Ersetzungsschritte kônnen an dieser Gestalt der 
Gleichungen nichts mehr ândern. 

Bei dem eben betrachteten Ersetzungsverfahren bleiben die Para- 
meterargumente a, .. .,k ïn der Rekursion Variable. Werden für diese 
Variablen auch Ziffern gesetzt, so kann das Berechnungsverfahren 
weitergeführt werden, bis aile auftretenden rekursiv eingeführten 
Funktionszeichen ausgeschaltet sind. Bei dieser voUstândigen Aus- 
wertung müssen nun die beiden betrachteten Rekursionsgleichungen, 
die ja schon nach dem erstmaligen Ersetzungsverfahren die Gestalt 

ê = ê 

erhalten haben, in numerische Gleichungen der Form 


übergehen. 

Diese Art der Ersetzung, wie sie sich aus der Anwendung der Re- 
kursionsgleichungen ergibt, liefert uns jedoch keinen ersetzenden Aus- 
druck für das rekursiv eingeführte Funktionszeichen mit einer Variablen 
an der ausgezeichneten Argumentstelle. 

Hierin liegt der wesentliche Unterschied gegenüber den expliziten 
Definitionen, und hierauf beruht es auch, daB wir mit Hilfe des 
Ersetzungsverfahrens den Nachweis der Widerspruchsfreiheit für die 
Hinzunahme der rekursiven Definitionen zu den im § 6 betrachteten 
Axiomensystemen nur unter Ausschlu/i der gebundenen Variablen führen 
kônnen. 

Wir wollen diesen Nachweis hier gleich erbringen. Die verschiedenen 

in Betracht kommenden Axiomensysteme sind: erstens das System der 

Axiome /tv / \ . /■»-», /■»-.. 

(/i)> (A)» (<i)» (<^2)» {<3)» (-f* 1)* {P 2)* 
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zweitens das System (A) und drittens das System (B) , wobei wir die- 
jenigen Axiome, welche gebundene Variablen enthalten, auszuschlieûen 
haben, also von dem System (A) die Formel 

a ^ 0-* {Ex) {x' — a), 
von (B) das Induktionsaxiom. 

Die genannten drei Formelsysteme haben aile die folgende Be- 
schaf fenheit : sie enthalten auÛer dem zweiten Gleichheitsaxiom {J^ 
nur solche Formeln, in denen keine anderen Variablen als freie Indi- 
viduenvariablen auftreten und welche verifizierbar sind. 

Was ferner den logischen Kalkul betrifft, den wir beim Ausschluü 
der gebundenen Variablen von dem Prâdikatenkalkul übrigbehalten, 
so besteht dieser lediglich aus der Zulassung der identischen Formeln 
des Aussagenkalkuls als Ausgangsformeln, den Einsetzungen für die 
Formel variablen und die freien Individuenvariablen und der Anwendung 
des SchluBschemas. Dieser beschrânkte Kalkul môge kurz als der 
,,elementare Kalkul mit freien Variablen* ‘ bezeichnet werden. 

Der gewünschte Nachweis für die Widerspruchsfreiheit der Hinzu- 
nahme rekursiver Definitionen zu den drei genannten Axiomensystemen 
bei AusschluB der gebundenen Variablen wird nun geliefert, indem wir 
gleich folgenden allgemeineren Satz beweisen: Man habe ein Axiomen- 
system, bestehend aus der Formel {J^ , d. h. 

a = b -> {A{a)^ A {b)) , 
und auBerdem noch gewissen Formeln 

welche keine anderen Variablen als freie Individuenvariablen und auBer 
den logischen Symbolen nur die Symbole =,<,0 und das Strich- 
symbol enthalten und welche femer verifizierbar sind, d. h. also bei 
jeder Einsetzung von Ziffern für die Variablen in wahre Formeln über- 
gehen. Fügen wir zu diesen Formeln noch rekursive Definitionen von 
Funktionen hinzu, lassen also die durch sie eingeführten Funktions- 
zeichen (mit ausgefüllten Argumentstellen) als Terme und die Rekur- 
sionsgleichungen als Ausgangsformeln (Axiome) zu, so ist auch mit 
dieser Hinzunahme die Formel 0 4^ 0 nicht durch den elementaren 
Kalkul mit freien Variablen ableitbar, vielmehr ist auch dann jede 
ableitbare numerische Formel eine wahre Formel. 

Dieses ergibt sich in einfacher Weise durch die Méthode der Aus- 
schaltung der Variablen, Sei nâmlich (S eine numerische Formel, für 
welche eine durch den elementaren Kalkul mit freien Variablen voU- 
zogene Ableitung aus den Formeln 

% 
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und gewissen hinzugenommenen Rekursionsgleichungen vorgelegt sei. 
Wir kônnen dann •wiederum diesen Beweis in Fâden auflôsen und 
die Variablen ausschalten. In der so entstehenden aufgelôsten Beweis- 
figur ohne Variablen, in welcher der Zusammenhang der Formeln nur 
durch Wiederholungen und Schlufischemata stattfindet, brauchen nun 
freilich die Formeln nicht aile numerisch zu sein. Denn es kônnen ja 
die durch die Rekursionen eingeführten Funktionszeichen auftreten. 
Diese Funktionszeichen lassen sich jedoch mit Hilfe der Ersetzungen, 
wie sie sich an Hand der Rekursionsgleichungen ergeben, sâmtlich 
beseitigen. Denn die zu innerst stehenden Funktionszeichen haben in 
ihren Argumentstellen nur Ziffern, da ja die Variablen ausgeschaltet 
sind; und der Wert, den wir für ein solches Funktionszeichen mit 
Ziffernargumenten durch das Berechnungsverfahren erhalten, ist wie- 
derum eine Ziffer. So gelangen wir dazu, aile vorkommenden rekursiv 
eingeführten Funktionszeichen schrittweise zu eliminieren, indem wir 
jedes mit Ziffernargumenten versehene Funktionszeichen gemâfi dem 
Berechnungsverfahren durch eine Ziffer ersetzen. 

Auf diese Weise werden aile Formeln numerisch, und zwar gehen 
dabei aile Ausgangsformeln in wahre numerische Formeln über. Nâm- 
lich für die Rekursionsgleichungen haben wir uns vorhin überlegt, daü 
sie, wenn an Stelle der Variablen Ziffern treten, vermittels des Be- 
rcchnungsverfahrens in Gleichungen der Form 

â = ^ 

übergehen. Die Formeln sind nach Voraussetzung veri- 

fizierbar, und die Terme, welche an die Stelle der in diesen Formeln 
vorkommenden Variablen treten, nachdem die Prozesse der Rückver- 
legung der Einsetzungen, der Wegschaffung der Variablen und der 
Ausschaltung der rekursiv eingeführten Funktionszeichen vollzogen 
sind, kônnen nur Ziffern sein. Somit gehen auch diese Formeln in wahre 
numerische Formeln über. Nun bleibt noch das Axiom zu be- 
trachten. Eine aus diesem durch Einsetzung und durch Wegschaffung 
der Variablen hervorgehende Formel hat die Gestalt 

a = b -> (9t(û) ?I(b)) . 

Hierin kônnen auf mannigfache Weise rekursiv eingeführte Funktions- 
zeichen auftreten, insbesondere kann in der Formel 9f(o) der Term a, 
bzw. in 9f(b) der Term b Argument eines solchen Funktionszeichens 
sein. Jedenfalls aber besteht betreffs der Verânderung, welche die 
Formel durch die Ausschaltung der rekursiv eingeführten Funktions- 
zeichen erfâhrt, folgende Alternative: entweder erhâlt der Term a die 
gleiche Ersetzung wie b; dann ergibt sich auch für die Formel 31 (a) 
dieselbe Ersetzung wie für 31 (b); oder o erhâlt eine andere Ersetzung 
als b. Somit hat die entstehende numerische Formel entweder die 
Gestalt § = g (58 33 ^ 
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oder die Gestalt ê = t -► (S5 -► 6) , 

wobei § und t verschiedene Ziffern sind. In beiden Fâllen ist also die 
entstehende numerische Formel eine wahre Formel. 

Somit werden tatsâchlich durch die ausgeführten Prozesse die 
sâmtlichen Ausgangsformeln unserer Beweisfigur in wahre numerische 
Formeln übergeführt. Die übrigen Formeln aber leiten sich aus diesen 
Ausgangsformeln durch Wiederholungen und Schluüschemata ab, und 
die Endformel 6 hat bei den ausgeführten Prozessen keine Veranderung 
erfahren, da sie ja von vornherein numerisch ist. Es ergibt sich 
daher (ganz wie bei dem früheren Bcweis, den wir durch Ausschaltung 
der Variablen geführt haben), daü die Formel wahr ist. 

Damit ist gezeigt, daB auch bei der Zulassung von rekursiven Defi- 
nitionen jede aus den Axiomen 

ih) % 

durch den elementaren Kalkul mit freien Variablen ableitbare nume- 
rische Formel eine wahre Formel ist. 

Unsere Beweismethode liefert aber noch ein allgemeineres Ergebnis. 
Betrachten wir eine beliebige mit den genannten Mitteln ableitbare 
Formel 51, von der nicht vorausgesetzt werden .soll, daB sie numerisch 
ist, sondcrn vielmehr nur, daB sie keine Formel variable enthâlt. Es 
werde für die darin auftretenden freien Individuen variablen eine 
Zifferneinsctzung gernacht, und es entstehe dadurch die Formel 51*. 
Diese Formel, welche nun überhaupt keine Variable mehr enthâlt, ist 
dann gleichfalls mit den zugelassenen Mitteln ableitbar. Auf diese Ab- 
leitung konnen wir wiederum unser Verfahren der Ausschaltung der 
Variablen und der rekursiv eingeführten Funktionszeichen zur An- 
wendung bringcn. Der einzige Unterschied gegenüber der vorherigen 
Überlegung besteht darin, daB die Endformel evtl. bei der Ausschaltung 
der Funktionszeichen eine Veranderung erfâhrt. Jedenfalls folgt, daB 
die Formel 51* entweder schon selbst eine wahre numerische Formel 
ist oder durch das Verfahren der Ausschaltung der Funktionszeichen 
(d. h. durch die Ausrechnung der rekursiv bestimmten P'unktions- 
werte) in eine wahre numerische Formel übergeht. 

Die Formel 51 hat somit die Eigenschaft, daB sie bei jeder Einsetzung 
von Ziffern für die freien Individuenvariablen und nachfolgendcr Aus- 
rechnung der Funktionswerte (für die evtl. auftretenden rekursiv 
definierten Funktionen) eine wahre numerische Formel ergibt. 

Es erscheint als naturgemâB, auch eine Formel von dieser Be.schaffen- 
heit, mit Erweiterung unserer bisherigen Terminologie, als verifizierbar 
zu bezeichnen. Der Begriff der Verfizierbarkeit wird damit auf solche 
Formeln ausgedehnt, in denen rekursiv eingeführte Funktionszeichen, 
dagegen keine Formelvariablen und auch keine gebundenen Variablen 
auftreten. , 
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Mit dieser Bezeichnung kônnen wir unser Ergebnis dahin aussprechen, 
daB jede mit den vorher genannten Hilfsmitteln ableitbare Formel, 
welche keine Formel variable enthâlt, eine verifizierbare Formel ist. 

Fine andere Erweiterung unseres Resultates, die sich unmittelbar 
aus unserer Betrachtung ergibt, besteht darin, daB wir bei den Formeln 
das Vorkommen von rekursiv eingeführten Funktionszeichen 
zulassen kônnen, sofem nur diese Formeln in dem jetzt verallgemeinerten 
Sinne verifizierbar sind. Denn unter dieser Voraussetzung sind wir ja 
auch sicher, daB nach der Ausführung der verschiedenen Prozesse, welche 
die Formeln eines (in Fàden aufgelôsten) Beweises von der betrachteten 
Art in numerische Formeln verwandeln, an die Stelle derjenigen von 
den Formeln Slj, welche als Ausgangsformeln benutzt sind, 

wahre numerische Formeln treten, 

Somit gelangen wir zu folgender Feststellung: Wird der elementare 
Kalkul mit freien Variablen durch die Hinzunahme von rekursiven 
Definitionen, von verifizierbaren (jedoch keine gebundene Variable 
enthaltenden) Axiomen und des Gleichheitsaxioms (/g) 

erweitert, so ist eine jede in dem so entstehenden Formalismus ableit- 
bare Formel, welche keine Formelvariable enthâlt, eine verifizierbare 
Formel. 

Diese Fassung des Ergebnisses gestattet uns, ohne Mühe das Induk- 
tionsschema in die Betrachtung einzubeziehen und zu zeigen, daB auch 
bei der Hinzunahme dieses Schémas die ableitbaren Formeln, welche 
keine Formelvariablen enthalten, verifizierbar sind. 

Man beachte, daB auf Grund des generellen Ausschlusses der ge- 
bundenen Variablen bei der vorliegenden Betrachtung auch die An- 
wendung des Induktionsschemas auf solche Formeln beschrânkt ist, 
in denen keine gebundene Variable auftritt. 

Denken wir uns einen Beweis einer Formel @ vorgelegt, welche 
keine Formelvariable enthâlt. Der Beweis sei durch den elementaren 
Kalkul mit freien Variablen unter Hinzunahme rekursiver Definitionen, 
verifizierbarer Axiome Sïj, . . ., 5fi (die keine gebundene Variable 
enthalten) sowie des Axioms (/g) und auBerdem noch mit Benutzung 
des Induktionsschemas geführt. Wir kônnen dann zunâchst, wie im 
§ 6 gezeigt wurde, mit Hilfe der Auflôsung des Beweises in Fâden und 
der Rückverlegung der Einsetzungen in die Ausgangsformeln die Formel- 
variablen wegschaffen, wobei es. wie wir erkannten, zur Verhütung einer 
Zerstôrung der Form des Induktionsschemas nôtig ist, die Variable a 

in der zweiten Formel , 

51 (a; -> 31(a ), 

des Schémas jeweils durch andere freie Variablen zu ersetzen. 

Betrachten wir nun eines von denjenigen Induktionsschematen, 
denen in der progressiven, d. h. von den Ausgangsformeln des Beweises 
beginnenden Verfolgung der Beweisfâden kein Induktionsschema voraus- 
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geht. Die Formeln dieses Schémas môgen (nach den bereits voUzogenen 
Prozessen) die Gestalt haben 

a3(0),33(r)->S3(r').S3(f). 

Für die beiden ersten von diesen Formeln liefert unsere Beweisfigur 
cine Ableitung ohne Benutzung des Induktionsschemas. 

Nun kann aber, wenn j irgendeine Ziffer ist, die Formel 93 ( 3 ) aus den 
beiden Formeln 

93 ( 0 ). 93 (r) >93(0 

durch Einsetzungen und wiederholte Anwendung des SchluBschemas 
abgeleitet werden. Diese Formel ist somit gleichfalls ohne Benutzung 
des Induktionsschemas (mit den aufgezàhlten Hilfsmitteln) ableitbar. 
GemàB unserem vorhin formulierten Ergebnis ist sie also verifizierbar, 
d. h. bei jeder Zifferneinsetzung für die auftretenden Individuen- 
variablen (Formelvariablen kommen ja nicht vor) und nachfolgender 
Ausrechnung der Funktionswerte geht sie in eine wahre numerische 
Formel über. Da dieses nun für jede Ziffer 3 gilt, so ist auch die Formel 
93 (y) verifizierbar. 

Wir verfahren nun so, daB wir das System der Axiome SIj, . . ., 91{ 
durch Hinzufügung der Formel 93 (r) erweitern. Wir kônnen dann die 
Formel 93 (ï) anstatt durch das Induktionsschema direkt durch Ein- 
setzung erhalten. Dieses Verfahren kônnen wir nun der Reihe nach 
auf aile vorkommenden Induktionsschemata anwenden. Es ergibt sich 
dadurch, daB die Anwendung des Induktionsschemas für die Ableitung 
der Formel (S vermieden werden kann, wenn wir zu den Axiomen 
9fi, . . ., 9Ij gewisse verifizierbare Formeln — sie môgen mit 93i, . . 93i 

bezeichnet werden — hinzunehmen. Die Formel G ist .somit durch den 
elementaren Kalkul mit Hinzufügung rekursiver Definitionen, der 
Axiome 9ti, . . ., 9fj, 93i, . . ., 93i nebst dem Axiom (/g) ableitbar. Dabei 
sind die Axiome 91i, . . ., Stj, 93i, . . ., 93i sâmtlich P'ormeln, welche keine 
Formelvariablen (und natürlich auch keine gebundcnen Variablen) ent- 
halten und welche verifizierbar sind. Hieraus folgt aber gemâB unserem 
vorherigen Ergebnis, daB die Formel ® verifizierbar ist. 

Aus dem hiermit bewiesenen Satze folgt insbesondere, daB bei Zu- 
grundelegung des elementaren Kalkuls mit freien Variablen die re- 
kursiven Definitionen in Verbindung mit den Gleichheitsaxiomen, dem 
Induktionsschema und sonst noch verifizierbaren Axiomen nicht zu 
einem Widerspruch führen kônnen. 

Betrachten wir dieses Ergebnis sowie auch die vorherigen in betreff 
der Widerspruchsfreiheit der rekursiven Definitionen geführten Nach- 
weise im Hinblick auf den Vergleich der rekursiven Definitionen mit 
den eigentlichen expliziten Definitionen, so berner ken wir hier bereits 
folgenden wesentlichen Unterschied: die Hinzunahme von expliziten 
Definitionen zu einem Axiomensystem ist jedenfalls dann widerspruchs- 
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frei, wenn das Axiomensystem für sich (d. h. vor der Hinzunahme jener 
Definitionen) widerspruchsfrei ist. Dagegen haben wir die Wider- 
spruchsfreiheit der Hinzunahme von rekursiven Definitionen zu einem 
Axiomensystem nur unter der schârferen Voraussetzung der Verifizier- 
harkeit der Axiome Sïj nachgewiesen. Diese Voraussetzung ist 

in der Tat auch wesentlich und kann nicht durch diejenige der Wider- 
spruchsfreiheit jener Axiome ersetzt werden. 

Das lâBt sich an folgendem einfachen Beispiel erkennen. Wir 
gehen aus von dem elementaren Kalkul mit freien Variablen. Zu den 
logischen Symbolen des Aussagenkalkuls nehmen wir die Symbole = , 0 
und das Strichsymbol (dagegen nicht das Symbol <). Als Axiome 
nehmen wir die beiden Gleichheitsaxiome 

a = a , 

a = b {A (a) A {b)) 
und ferner die beiden Formeln 

0 ' 4 ^ 0 , 

a” = a. 

Dieses Axiomensystem kônnen wir an Hand eines zweizahligen Indi- 
viduenbereiches als widerspruchsfrei erweisen. Als Individuen nehmen 
wir die Dinge 0 und 1. Die Gleichungen 0 = 0, 1 = 1 vsollen ,,wahr", 
dagegen 0=1 und 1=0 ,,falsch‘' heiBen. Die Strichfunktion 
definieren wir so, daB 0' den Wert 1, 1' den Wert 0 hat. Durch 
diese Festsetzungen ergibt sich auf Grund der üblichen Definitionen 
der Wahrheitsfunktionen des Aussagenkalkuls eine Définition von 
,,wahr“ und „falsch“ für aile diejenigen Formeln, welche sich aus 
Gleichungen von der Gcstalt 

Q(l) = Q(i) 

durch die Operationen des Aussagenkalkuls bilden lassen, und wir 
konnen nun wiederum durch die Méthode der Ausschaltung der Variablen 
zeigen, daB jede mit den genannten Mitteln ableitbare Formel, welche 
keine Variable enthâlt, eine im Sinne der hier gegebenen Définition 
wahre Formel ist. Daraus folgt insbesondere, daB die Formel 0 4= 0, 
welche ja nach den getroffenen Festsetzungen, als Négation der wahren 
Gleichung 0 = 0, falsch ist, nicht aus den genannten Axiomen abgeleitet 
werden kann, und daB diese also widerspruchsfrei sind. 

Fügen wir nun zu diosem Axiomensystem die Rekursionsgleichungen 

5 ( 0 ) = 0 , 
ô{n') = n 

hinzu, so geht die Widerspruchsfreiheit verloren. Namlich aus der 
zweiten von diesen Rekursionsgleichungen ergibt sich durch Einsetzung 

5(0") = 0', 
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und aus dem Axiom 

a —a 

erhalten wir durch Einsetzung 

0" = 0. 

Ferner liefert die Anwendung der Gleichheitsaxiome die h'ormel 

0 " = 0 -> ( 5 ( 0 ") =« 5 ( 0 ). 
so daC wir mit Hilfe des Schlufischemas 

d(0") = ô{0) 

erhalten. Diese Formel, zusammen mit 

ô(0")=0' 

und 

< 5 ( 0 ) = 0 . 

ergibt durch Anwendung des zweiten Gleichheitsaxioms 

0 ' = 0 , 

wâhrend wir andererseits die Formel 

0 ' 0 

als Axiom haben. 

Den hier vorgefundenen Sachverhalt kônnen wir uns auch vom 
inhaltlichen Standpunkt zurechtlegen. Ein System von zwei Gleichungen 
der Gestalt 

î(0) =0. 
f(w') = b(», f(w)) 

stellt eine Anforderung an die Funktion f(«) dar, deren Erfüllbarkeit 
nicht aus der Struktur der Rekursionsgleichungen an und für sich 
hervorgeht, sondern auf den chM'akterisiischen Eigenschaften der Strich- 
funktion heruht, nàmlich daü diese Funktion niemals zu dem Werte 0 
führt, und daB zwei verschiedenen Argumentwerten auch stets ver- 
schiedene Werte der Strichfunktion entsprechen. 

Die Forderung der Zulassung von rekursiven Definitionen ist also 
gleichbedeutend mit einer impliziten Charakterisierung der Strichfunktion. 
Und zwar betrifft diese Charakterisierung gerade die beiden Eigen- 
schaften der Strichfunktion, auf Grund deren sie eine Abbildung im 
Sinne der DEDEKiNDschen Unendlichkeitsdefinition liefert und deren 
Formalisierung uns zu den Axiomen {Pf), {P^ geführt hat. 

Diese Erwâgung macht es uns verstàndlich, daB die Einführung 
rekursiver Definitionen nicht mit einem beliebigen widerspruchsfreien 
Axiomensystem vereinbar ist. Zugleich legt sie die Vermutung nahe, 
daB die PEANOschen Axiome (Pi), (Pj) Hilfe von rekursiven 
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Definitionen abgeleitet werden kônnen. Eine solche Ableitung ist in 
der Tat môglich, und zwar brauchen wir dazu lediglich die Gleichheits- 
axiome und die numerische Formel 

0 ' + 0 

zugrunde zu legen. 

Die Ableitung der Formel (Pj) 

a' 4" 0 

gelingt durch Einführung der Rekursionsgleichungen 

a (0) = 0 , 

(X [n') = 0' . 

Namlich aus der zweiten von diesen ergibt sich durch Einsetzung 

a {a') - 0 '. 

Ferner erhalten wir mit Hilfe der Gleichheitsaxiome die Formel 

a' = 0 -> oc (a') = oc{0) , 
welche in Verbindung mit den Formeln 

a- {a') =- 0' , ix (0) = 0 

durch Benutzung des zweiten Gleichheitsaxioms die Formel 

rt' = 0 -> 0' = 0 

ergibt. Die hieraus durch Kontraposition sich ergebende Formel 

0' 4 0 4= 0 

liefert zusammen mit der als Axiom genommenen Formel 

0' 4= 0 

durch das Schluûschema die gewünschte Formel 

a' 4= 0. 

Zur Ableitung der Formel (P^) 

a' = b' -*■ a = b 

nehmen wir die vorhin aufgestellten Rekursionsgleichungen 

à{0) =0. 

ô{n') = n. 

Von diesen liefert die zweite durch Einsetzungen die Formeln 

ô{a')=a, ô{b') = b. 

Aus diesen und der mit Hilfe der Gleichheitsaxiome sich ergebenden 
Formel 

a' = 6' -> ô{a') = ô{b') 
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erhalten wir, wiederum mittels des zweiten Gleichheitsaxioms, die 
gewünschte Formel 

a’ — b' -> a = b. 

Auf diese Weise werden durch die Zulassung rekursiver Definitionen 
die Axiome (Pj) , (P^) entbehrlich. 

Fine weitere durch die Hinzunahme der rekursiven Definitionen er- 
ôffnete Môglichkeit besteht darin, dali wir das Symbol < nicht als 
Grundzeichen zu nehmen brauchen, sondern es definitorisch einführen 
kônnen. Nâmlich wir führen zunâchst, mit Benutzung der obigen rekur- 
siven Définition von ô (n) , ein Funktionszeichen ô(a, b) ein durch die 
Rckursionsgleichungen 

ô(a,0) — a . 
ô(a, n') — ô(ô (a, n)} 

(worin auf der rechten Seite der zweiten Gleichung die Funktion ô mit 
einem Argument auftritt). Und nun definieren wir die Formel a < 6 
explizite durch die Àquivalenz: 

a a, b ~ ô (6 , a) 4 0 • 

Durch Anwendung dieser Àquivalenz lassen sich die Formeln 

a <a , 

a db 8cb <,c -*• adc, 
a <a', 

a a b -*• a' = by a' d b 
überführen in die folgenden Formeln: 

ô{a, a) = 0, 

d (6 , a) 4" 0 & ^ (c , 6) '4^ 0 -»• ô{c, a) 0 , 
ô {a ' , a) 4- 0 , 

5(6, a) 4^ 0 “► a' == b y ô{b , a') ^ 0. 

Diese Formeln kônnen nun, unter Hinzuziehung der Rekursions- 
gleichungen für a + 6, durch Anwendung des Induktionsschemas ab- 
geleitet werden. 

Die Méthode der hierzu auszuführenden Ableitungen ist dem Mathe- 
matiker wohl vertraut, und der logische Formalismus spielt dabei nur 
eine untergeordnete Rolle. Es wird daher hier genügen, den Gang der 
Ableitungen im groCen anzugeben. 

Wir schicken eine Bemerkung betreffs der Anwendung des Induk- 
tionsschemas voraus. Wenn eine Formel, die mehrere (freie) Individuen- 
variablen enthâlt, mit Hilfe des Induktionsschemas abgeleitet wird, 
so hat man eine dieser Variablen als ausgezeichnete Variable des Induk- 
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tionsschemas zu nehmen, und wir sagen dann kurz, dafi die Ableitung 
durch Induktion nach dieser Variablen erfolge. 

Nehmen wir z. B. die Formel 

a {b c) — {a b) c. 

Unter der Ableitung dieser Formel ,, durch Induktion nach c" hat man 
folgendes zu verstehen. Zunâchst wird die Variable a in eine andere 
noch nicht auftretende, etv/a.d, und dann die Variable cin a umbenannt. 
Von der so entstehenden Gleichung 

d {h a) — {d b) -|- a 

kann man zu der zu beweisenden Formel durch Einsetzungen zurück- 
gelangcn. Es genügt also, die gcânderte Formel abzuleiten. Dieses 
geschieht nun, indem man die beiden Formeln 

^ “f" "f" 0) = (rf -}- 6) -j- 0, 

d {b "F (d "F è) "F ^ ^ “F ip “F d ) {d -F b'j *F ^ 

ableitet /und dann das Induktionsschema anwendet. 

Das Verfahren zur Gewinnung der beiden ersten Formeln 

31(0).91(a)->5l(«') 

des Induktionsschemas besteht bei den hier zu betrachtenden Ab- 
leitungen in der Anwendung der Rekursionsgleichungen sowie der jeweils 
schon erhaltenen Formeln in Verbindung mit den Gleichheitsaxiomen. 
Dabei liefert das zweite Gleichheitsaxiom die Formalisierung der inhalt- 
lichen Regel, daB man Gleiches für Gleiches setzen kann. 

Auf diese Art kônnen nun zunâchst, mittels der Rekursionsglei- 
chungen für a -F 6, durch Anwendung des Induktionsschemas die 
F'ormeln 

0 "F ^ ^ > 

abgeleitet werden. a b a b 

Als zweite rekursive Définition ziehen wir jetzt die für ô{n) in 
Betracht. Aus dieser ergibt sich, wie gezeigt, ohne Benutzung des 
Induktionsschemas die Formel 

a' = h’ a^b. 


Mit Benutzung des Induktionsschemas kônnen wir nun au ch die Formel 

a = 1 = 0 , 


zw deren Ableitung wir vorhin die Funktion cx,{n) einführten, aus den 
Rekursionsgleichungen für ô{n) ableiten, indem wir dabei wieder die 


Formel 

benutzen. 


0 ' + 0 
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Ferner erhalten wir durch Anwendung des Induktionsschemas die 


Formel 


a =1^ 0 a — à{a)' . 


Nunmehr nehmen wir die Rekursionsgleichungen für à {a, b) hinzu. 
Aus diesen leiten wir zunâchst durch Induktion nach b die Formel 


ô{a'.b') = ô{a,b) 
ab, aus der sich weiter die beiden Formeln 


ô{a,a) = 0 , 

ô{a\a)=0\ 


jede wiederum durch Anwendung des Induktionsschemas, ergeben. Aus 
der letzten Gleichung zusammen mit der Formel 


ergibt sich 


0 ' 4 0 

d{a' , a) j 0. 


Hiermit sind bereits zwei von den für ô{a, b) abzuleitenden Formeln 
gewonnen. Um nun auch die anderen beiden zu erhalten, leiten wir 
zunâchst aus den Rekursionsgleichungen für ô(a, b) und a b mit 
Benutzung der cben abgeleiteten Formeln 

0 a = a , a' -|- h — a -l- b' , a 4- 0 - > a = Ô{ay 
sowie der Formel 

à{b,a') ^--0 ^ ô{b,a)A 0, 


welche sich unmittelbar aus der zweiten Rekursionsgleichung für 
ô{a, b) und der ersten Rekursionsgleichung fur <5(w) ergibt, die Formel 

ô{b,a) i 0 + à{b,a) = b 


durch Induktion nach a ab. Aus dieser erhalten wir mit Hinzuziehung 

der Formel , , 

0 ' + 0 

die Formel c ^ , , , 

à{b, a) = 0' a' = b. 

Diese Formel, zusammen mit der Formel 

ô{b , a) 0 & Ô{b , a') — 0 *• ô {b , a) 0' , 

welche man aus der zweiten Rekursionsgleichung für ô{a,b) in Ver- 
bindung mit der Formel 

a 4 0 -► a = ô (a)' 


erhâlt, ergibt durch den Kettenschlufi : 

<5(6, a) =4 0 & ^(6, «') = 0 -> a' — b 
und weiter durch elementare Umformung die Formel 
<5(6, a) =4 0 -> a' = 6V6(6,«') 4=0. 

Hilbert-Bemays, Gnmdlagen der Matbematik I. 
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Nun bleibt nur noch die Formel 

d (è , fl) 4= 0 & â (c , è) 4^ 0 (5 (c , fl) =p 0 

abzuleiten. Dieses geschieht durch Induktion nach b. Nâmlich die 
Formel ô{0, a) =4 0 & ^(c, 0) 4 0 -*• ô{c, a) 4" 0 

erhâlt man durch den Aussagenkalkul aus der Formel 

^(0, fl) = 0, 


welche sich mit Hilfe des Induktionsschemas ergibt. Und die Formel 
{d(b, fl) 4 0 & ôic, b) 0 -»■ ô(c, fl) 4 0) 

-> {Ô (b' , fl) 4 ■ 0&ô(c, b') 4- 0 -> <5 (c , fl) 4 0) 
ergibt sich aus der eben erhaltenen Formel 

ô{h, a) 4 ' 0 • ► a' = b y ô{h, a') 4 0 , 
in welche man b' fur b einzusetzen hat, mit Benutzung der Formeln 

à {h, a') 1“ 0 -► ô{b, a) 4- 0, 
à (fl' , b') = Ô{a, b) . 

Damit sind die vier Formeln abgeleitet, welche auf Grund der 
expliziten Définition von a <. b die Formeln 

fl a a, a a a', 

a <. b -»■ a' = b y a' a b, a <.b Ôcb <. c -> a < c 

lefern. Aus diesen sind auch, wie wir im § 6 festgestellt haben^, mit 
Hilfe der Glcichheitsaxiomc und des Induktionsschemas die Formeln 


fl! < 0, 0 < fl/ a K b ► è < fl', a ; b a <_ by b <. a 
ableitbar. 

Somit lassen sich die samthchen Formeln der Axiomensysteme 
(A) , (B) , soweit sie keine gebundene Variable enthalten, durch den 
elementaren Kalkul mit freien Variablen unter Hinzunahme des Induk- 
tionsschemas ableiten aus den Gleichheitsaxiomen, der Formel 0' 4 0 
und den Rekursionsgleichungen für die Funktionen a -\-b,ô{a) und 
ô{a,b), nebst der expliziten Définition von a <. b. Die Rekursions- 
gleichungen für a b werden übrigens hier nur zur Ableitung der 

Jt/i X t 

ô{b, a) = 0 -> a ~ b 

benutzt. 

Bei diesem Verfahren werden die zahlentheoretischen Axiome, 
welche die Strichfunktion und das Prâdikat a <.b betreffen, ersetzt 
durch Rekursionsgleichungen, zu denen nur noch die numerische 
Formel 0' 4 0 tritt. 


1 Vgl. § 6 S. 270—272. 
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Noch viel weitergehend aber zeigt sich die Leistungsfâhigkeit der 
rekursiven Definitionen an Hand der systematischen Ausgestaltung des 
Formalismus, der sich unter Zugrundelegung des elementaren Kalkuls 
mit freien Variablen, der Gleichheitsaxiome und der Formel 0' i- 0 
durch die allgemeine Anwendung der rekursiven Definitionen, nebst 
den expliziten Definitionen, und des Induktionsschemas ergibt. Mittels 
dieses Formalismus kann man die Begriffsbildungen der elementaren 
Zahlentheorie zur Darstellung bringen und ihre Sâtze, z. B. die Sütze 
über den grôBten gemeinsamen Teiler und über die eindcutige Zer- 
legung der Zahlen in Primfaktoren, formai ableiten. 

Diese Art der Behandlung der Zahlentheorie ist von Skolem in 
seiner Abhandlung „Begründung der elementaren Arithmctik durch 
die rekurrierende Denkweise ohne Anwendung scheinbarer Verander- 
lichen mit unendlichem Ausdelmungsbereich" dargelegt worden*. 

Wir woUen hier einige markante Ergebnisse dieser Betrachtungen 
vorführen. Zunâchst sei eine Übersicht über die Rechengesetze für 
Summe und Produkt und für ô{a, b) nebst einigen daran anschlielien- 
den Forrneln mit kurzer Angabe der Ableitungen vorausgeschickt. 

Für die Summe a b haben wir bereits die Formel n 

0 a Cl , 

a' 4- b ---■ a + 

als ableitbar durch vollstândige Induktioii erwâhnt. Mit Hilfe dieser 
beiden Forrneln erhâlt man durch vollstândige Induktion das kom- 
mutative Gesetz 

a - j- b — b - F a . 

Das assoziative Gesetz 

a {b c) — {a -\- b) c 

wird, wie auch schon erwâhnt, durch Induktion nach c abgeleitet. Für 
das Produkt a • h erhalten wir zunâchst durch vollstândige Induktion 

0 • a — 0 . 

Ferner ergibt sich mit Benutzung des assoziativen Gesetzes für die 
Summe sowie der Formel 

CL -j- b' = b ~\~ G,' , 

welche aus der Formel 

G "i— h = G “1“ b' 

in Verbindung mit dem kommutativen Gesetz für die Summe erhalten 
wird, die Formel 

g' ' h = {g • h) b 

dmch vollstândige Induktion nach b. 

^ Videnskapsselskapets Skrifter. I, Mat.-Naturv. Kl. 1923 Nr. 6. 

20 * 



308 


§ 7- Die rekursiven Definitionen. 


Diese Formel schreiben wir auch ohne Klammer, indem wir von 
nun an die in der Mathematik übliche Vereinbarung benutzen, daC 
ein Produkt o • b als Glied einer Summe nicht in Klammern gesetzt 
zu werden braucht. 

Durch Anwendung dieser Formel und der Formel 

0 • rt == 0 

èrgibt sich das kommutative Gesetz für das Produkt 

a ‘ b — b ' a 

durch vollstandige Induktion nach einer der Variablen. 

Das rechtsseitige distributive Gesetz 

a • {b -f- c) = a • b a - c 

wird durch vollstandige Induktion nach c, unter Anwendung des 
assoziativen Gesetzes der Summe, erhalten. 

Aus dem rechtsseitigen distributiven Gesetz und dem kommutativen 
Gesetz des Produktes ergibt sich das linksseitige distributive Gesetz 

(b "f- c) * (I = h ’ U “)*• c ’ (I , 

Mit Hilfe des rechtsseitigen distributiven Gesetzes erhalten wir schlieB- 
lich das assoziative Gesetz für das Produkt 


a ' {b • c) — {a • b) ' c 


durch vollstandige Induktion nach c. 

Zufolge des assoziativen Gesetzes für die vSurnme und das Produkt 
empfiehlt sich das in der Mathematik übliche Verfahren, bei mehr- 
gliedrigen Summen und Produkten die Klammern wegzulassen. 

Für ô{a, b) wurden bereits die Formeln 

<5(0, a) = 0, 

Ô{a' , b'} = à {a, b) 

als ableitbar festgestellt. Mit Hilfe der zweiten erhalten wir 

d{a -]r c ,b c) = â (a, b) 


durch Induktion nach c. Indem wir in diese Formel 0 für b und dann 
b für c einsetzen, gelangen wir mit Benutzung von 


zu der Formel 


0 -I a = a 
à [a 4- b, b) = a. 


Ferner erhalten wir 


ô{a, b c) — ô(ô (a, b), c) 
durch Induktion nach c. 
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AuBerdem ist noch die Formel 

ô(a‘ c, h ' c) -- à {a, h) ' c 

durch Induktion nach h ableitbar. Hierzu bat man die Formeln 

0 • = 0, 

a' ' b — a ' b b 

anzuwenden, ferner die eben genannte Formel 

à{a, b -\- c) ^ ô{ô(a, b), c) , 
sowie noch die Formel 

ô{a - c, c) = ô (a) • c , 

welche durch Induktion nach a, mit Benutzung der Gleichung 

erhalten wird. ô{a + b,b) a, 

Aus den Formeln 

ô{a b, b) — a, ô{0,a)~0 

ergibt sich 

a b = 0 -> a — 0 

und hieraus in Verbindung mit dem kommutativen Gesetz der Summe ; 

a + 6 = 0 a = 0&b — 0, 

und somit auch 

a b — 0 ~ a = 0& 6 = 0. 

Die entsprechende Formel für das Produkt lautet 

a ‘ b — 0 ~ a — oy b = 0. 

Diese ergibt sich aus der Formel 

b 4 ü > {a ' h ~ 0 > a 0 ) , 

welche man mit Hilfe der bereits als ableitbar erwâhnten Formel 

a 4= 0 -»• a — ô(ay 

und der Formel 

a + b = 0 b = 0 

erhàlt. 

Für die Beziehung a <C b ergeben sich auf Grund der Définition 

a <C b ~ d(è,(ï)4o 

auBer den früher schon genannten Formeln mit Hilfe der abgeleiteten 
Rechengesetze für ô (a, b) noch die Formeln 

a <.b a c ab c , 

c4o -* {a a b a • c <b ‘ c). 

Die erste von diesen erhâlt man aus der Gleichung 

ô{a c, b c) = d {a, b), 



}iO § 7. Die rekursivcn Definitionen. 

die zweite aus der Gleichung 

ô{a ' c, b ‘ c) ^ ô {a, b) - c, 
in Verbindung mit der Formel 

a ' b — 0 ~ a — oy b — 0. 

Wie wir vor kurzem festgestellt liaben, ist mittels der Rekursions- 
gleichungen für a b, à{n), à {a, b) die Formel 

« 4^6 -> a a by b a a 

ableitbar. Diese ergibt, wenn die Définition von a db eingetragen 
wird, nach elementarer Umformung die Formel 

<5 (a, h) = 0&ô{h,a) - 0 -> a = h, 

aus der wir weiter 

ô{a,b) -f ô{h,a) — O -> a == h 

und auch 

a ~ b ^ Ô{a,b) + à [h, a) - - 0 

erhalten. 

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir nunmehr über zum Beweise 
des folgenden Satzes: Jedc Formel unseres Formalismus, die keine 
Formel variable enthâlt, ist übcrführbar in eine Gleichung der Form 

t = O. 

Nilmlich eine jede der zu betrachtenden Formeln ist entweder selbst 
eine Gleichung oder durch die Operationen des Aussagenkalkuls aus 
Gleichungen gebildet, oder sic ist vermittels expliziter Definitionen 
in eine Gleichung bzw. eine aus Gleichungen gebildete Formel über- 
führbar. Ferner lâI3t sich jede der Operationen des Aussagenkalkuls 
im Sinnc der Überführbarkeit zusammensetzen aus den beiden Ope- 
rationen der Négation und der Disjunktion. Somit genügt es zum 
Nachweis für unseren Satz, wenn wir dreierlei zeigen; 

1 . Jede Gleichung 

a b 

ist in eine Gleichung 

t = O 

übcrführbar. 

2 . Ist eine Formel 2t in eine Gleichung der Gestalt 

t = 0 

überführbar, so ist auch ^ in eine solche Gleichung übcrführbar. 

3 . Sind die Formeln $1,93 beide in Gleichungen der Gestalt 

t = 0 

überführbar, so ist auch 91 V 93 in eine solche Gleichung überführbar. 

Die drei Behauptungen werden nun auf folgende einfache Weise 
als zutreffend erkannt: 
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1. Es besteht, wie eben erwâhnt, die ableitbare Àquivalenz 

a — h ~ ^ (a , 6) + (5 (6 , fl) = 0 : 

in diese kann û für a , b für b eingesetzt werden ; somit ist die Gleichung 

a = b 

überführbar in 

d{a, b) + ^(b, a) = o. 

2. Man führe die Funktion ^{n) ein durch die Rekursionsgleichungen 

/î(0) -0'. 

/3(n')=0. 

Ans diesen leitet man mit Hilfe der Formel 


a 4' 0 -► a — ô{aY 

die Àquivalenz 

a 4 " 0 ^{a) = 0 

ab. Sei nun die Formel 31 in die Gleichung 

t = 0 

überführbar, d. h. es bestehe die ableitbare Àquivalenz 

31 - t = 0, 

so ergibt sich aus dieser 

31 ~ t + O; 

andererseits erhalten wir aus der vorigen Àquivalenz für die F'unktion 
^{n) durch Einsetzung 

t 4" 0 /S(t) = 0, 

und es ergibt sich somit 

% ~ ^{t) =0. 

3 . Man habe die Àquivalenzen 

31 § = 0, 

33 ~ t = 0; 

aus diesen erhalten wir zunâchst 

31V33 â = 0Vt = 0. 

Nun wenden wir die als ableitbar erkannte Àquivalenz 

a = 0V6 = 0 ~ a • b = 0 

an. Setzt man darin â für a, t für b ein, so ergibt sich> in Verbindung 
mit der vorherigen Àquivalenz : 

31V 33 - S-t = 0. 
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Hiermit ist der behauptete Satz bewiesen. AnschlieBend bemerken wir 
noch, daB aus zwei Àquivalenzen 

ê = 

58 ~ t = 0 

mittels der ableitbaren Formel 


a ~ 0 Sch == 0 ~ a + 6 = 0 

auch die Âquivalenz 

& 58 -- ê + t = 0 

ableitbar ist. 

Bei der Überführung der Formeln in Gleichungen von der Form 

t = O 


cntspricht also der Konjunktion die Summe, der Disjunktion das 
Produkt der gleich 0 zu setzenden Terme. 

Ist daher die Formel 2l(«) überführbar in die Formel 

i{a) = 0, 

so ist für eine jede Ziffer j die (3 + 1)-gliedrige Konjunktion 

5îl{0)&5ît(0')&...&5>ï(3) 
überführbar in die Gleichung 

t(0) 4-t(0') + ••• +t(3) = 0, 

und die (3 -f- 1)-gliedrige Disjunktion 

511(0) V5a(0') V . . . V5I1(3) 
ist überführbar in die Gleichung 

Nun kônnen wir bei den Sümmen und Produkten mit Hilfe rekursiver 
Definitionen von der festen Gliederzahl zu einer variahlen GUederzahl 
übergehen. Mit Benutzung der in der Arithmetik üblichen Summen- 
und Produktzeichen schreiben sich die hierzu einzuführenden Re- 
kursionsgleichungen so : 

2’tw = t(o), 

2t(^) = [ + t(w'). 

X n' \x n / 

/7tw = t(o), 

nt{x) = ( /7t(A:)'| • t(M'). 

^ t(A;) und /T t(;v) sind hiermit rekursiv eingeführt als Fimktionen 

n xsSn 

von n und der sonst noch in t(M) auftretenden Variablen. Die Schreib- 
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weise mit dem Summen- und Produktzeichen lâBt sich, wenn man es 
will, vermeidcn, indem man in jedem besonderen Falle ein eigenes 
Funktionszeichen nimmt. 

Auf Grund der Àquivalenz 

31 (a) ~ t(a) = 0 
entspricht nun die Formel 

= 0 

rc ^ n 

der inhaltlichen Aussage, daB für aile Zahlen a von 0 bis n (einschlieB- 
lich) das Prâdikat 31 (a) zutrifft, und ebenso entspricht die Formel 

n t(^) = 0 

X : n 

der Aussage, daB für mindestens cinc Zabi a unter dcn Zahlen von 0 
bis n das Pradikat 31 (a) zutrifft^. Dièses Entsprechen besteht auch in 
dem Sinne, daB die Gleichungen 

Z l(^) =0, n i{x) =--0 

X : n X : n 

in unserm Formalismus die gleiche Rolle haben wie sie im vollen Prâ- 
dikatenkalkul den Formeln 

{x) (x 31 (:r)) 

und 

{Ex) {x r- : w & 31 (a:)) 

zukommt. Namlich die Anwendung der Grundformeln (a), (b) auf 
diese beiden Formeln ergibt: 

(x) {x ïS n -► 31 (a;)) -> (a fi n -* 31{fl)) , 

a « & 31 (a) {E x) {x n & (x)) 

und die Schemata {x) , (/S) lauten in Anwendung auf diese Formeln: 

33 {a ^n-*- 31(«)) 

33 -► (x) (a? %{x)) ; 

a w & 31 (a) -*■ 33 
(E x) {x ^ n & ^{x)) . 

Dabei bedeutet 33 eine Formel, welche die Variable a nicht enthâlt, 
wohl aber die Variable n enthalten kann. 

1 Wir gebrauchen hier wie im Folgenden bei denjenigen sprachlichen For- 
mulierungen, die wir mit den Ausdrücken unseres symbolischen Formalismus 
konfrontieren oder zur heuristischen Einführung bzw. Mitteilung rekursiver De- 
finitionen verwenden, anstatt der deutschen Buchstaben, die wir sonst zur Be- 
zeichnung von Ziffern benutzen, lateinische Buchstaben; auch sprechen wir an 
diesen Stellen in Anlehnung an die übliche mathematische Ausdrucksweise von 
..Zahlen" anstatt von „Ziffem". 
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Ersetzen wir nun die Formel 


durch die Gleichung 


(x) {x ^n-* %{x)) 
= 0 


und die Formel 


{Ex) {x &2t(A;)) 


durch 


ni{x) O, 

oa ëa n 


so gehen die beiden aus (a) , (b) durch Einsetzung erhaltenen Formeln 
über in die Formeln 

t (at) — O -»• (fl -< n -»• 91 (fl)) , 

X : n 

flS;'W&91(fl) '»• /7t(A:)==0, 

x\ n 

welche beide, mit Hilfe der Aquivalenz 


91(fl) ~ t(fl) = O, 

durch Induktion nach n ableitbar sind; und an Stelle der Anwendungen 
der Schemata (a), (jô) erhalten wir den Übergang von der Formel 


zu der Formel 

sowie von der Formel 
zu'der Formel 


93 -> (fl 5^ w ->• 91 (fl)) 
93 - > 2Jt(A:)=0 

X r = n 

a : s w & 91 (fl) - >■ 95 
- 93; 

x\:^n 


und diese beiden Übergânge sind wiederum mit Hilfe des Induktions- 
schemas in unserm Formalismus vollziehhar. Nâmlich aus der Formel 


93 -> (fl M -> 91(fl)) 
kann zunâchst die Formel 


m w -► ('93 -*• ^ t(A:) = O) 

\ x^m / 

durch Induktion nach m, mit Benutzung der Àquivalenz 


91 (fl) t(fl) == 0, 


abgeleitet werden. 
das Vorderglied n 
man erhâlt 


Setzt man hierin für m die Variable n ein, so kann 
^ n als ableitbare Formel weggelassen werden, und 

93 t(A:) = 0. 

X n 


Ganz entsprechend erhalt man aus 


fl ^ & 91 (fl) -*• 93 
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zunâchst die Formel 

( n t{x) — 0 -*■ 

I 

durch Induktion nach m, mit Benutzung der Formeln 

St(a) t(«) = 0, a'b = 0 -*■ a = 0V6 = 0, 

und gelangt dann durch Einsetzung von n für m und Anwendung des 
SchluBschemas zu der Formel 

n t{x) — 0 S3 . 

Wir sind somit in der Lage, Aussagen von der Form „für aile 
Zahlen a, welche sind, trifft 31 (a) zu“, oder auch ,,es gibt eine 
Zahl a, die ist und für die 3t(a) zutrifft" in unserm Formalismus 
darzustellen. 

Will man an Stelle der Bedingung a g' n die Bedingung a <n 
haben, also ausdrücken, daB eine Aussage für aile Zahlen < n bzw. 
für mindestens eine Zahl < n zutrifft, so braucht man nur an Stelle 
der Funktionen ^t(x), TI t{x) die P'unktionen 

X n xy n 

n t(x) 

X <^n X <Cn 

zu nehmen, deren Rckursionsgleichungen lauten: 

t(x) =0, n t{x) = 0', 

a: < 0 .T < 0 

2^ tw = ( 2^ H^)) + t(«), n i{x) = ( n i{x)\ • t(n). 

Es gelingt nun auch, zu jeder Formel 3f(fl) mit Hilfe von Rekursions- 
gleichungen eine Funktion zu definieren, welche im Falle, daB eine 
der Zahlen von 1 bis k die Eigenschaft 3t {a) besitzt, gleich der kleinsten 
von diesen Zahlen und sonst gleich 0 ist. Diese Funktion von k , welche 
mit Min %{x) bezeichnet werde, gewinnt man wiederum mit Hilfe der 

Überführung der Formel Sl(«) in eine Gleichung 

t(<j) = 0. 

Die Rekursionsgleichungen lauten: 

Min3f(^)=0, . 

0<a:r50 

Min 3 Ï(a:) = Min %{x) n' - ^ (Min 3 Ï(a:) + t(w')). 

0<a;:>n 

Man beachte, daB in der Funktion 

Min 3t {x) 

0<.X’£-n 

neben der in der Rekursion ausgezeichneten Variablen n noch Para- 
meter auftreten kônnen. 
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Die charakteristische Eigenschaft dieser Funktion stellt sich formai 
durch folgende beiden mit Hilfe des Induktionsschemas ableitbaren 
Formeln dar: 

Min9t(Ai;)=0 {0 <. a & a k -> 21 (a)), 

0 < a & « gi A & 21 (a) -*■ Min 21 {x) « & 21 (Min 21 {x)) . 

k (Xiucrïrk 

ô{k,mnSi{{à(k,x))) 

Q<X k 

stellt im Falle, daB es unter den Zahlen, die < k sind, eine von der 
Eigenschaft 21 (a) gibt, die grotte unter diesen Zahlen und sonst die 
Zabi k dar. Ferner erhalten wir, mit Benutzung der rekursiv defi- 
nierteni Funktion (x{n), die Funktion 

Min 21 (.t) — Min 2( (x) • oc (t(0)) , 

0 -x k Odx'^^ k 

welche im Falle, daB es unter den Zahlen von 0 bis k eine solche von 
der Eigenschaft 21 (a) gibt, gleich der kleinsten von diesen Zahlen und 
sonst gleich 0 ist. 

Die hiennit gewonnenen Môglichkeiten der formalen Darstellung 
und der Ableitung gestatten uns nun, die Begriffsbildungen und Be- 
weisführungen der elementaren Zahlentheorie ohne Schwierigkeit in 
unsern Formalismus zu übersetzen. Es werde dieses an einigen Bei- 
spielen dargelegt. 

Wir beginnen mit dem Begriff der Teilbarkeit. Die Aussage ,,a ist 
durch b teilbar" oder ,,b geht in a auf“ soll besagen: ,,es gibt eine Zahl c, 
welche a ist und für welche die Gleichung 

a — h • c 


besteht". Aus der Form dieser Aussage erkennen wir ohne weiteres, 
daB sie in unserem Formalismus durch eine Gleichung 

t = 0 


darstellbar ist, worin der Term t aus rekursiv definierten Funktionen 
aufgebaut ist. 

Wir wollen cinen so gebildeten Term kurz einen „rekursiven Term" 
und eine Gleichung ^ 


oder auch 


ê = t, 


worin ê und t rekursive Terme sind, als „rekursive Formel" bezeichnen. 
Desgleichen soll auch eine rekursiv eingeführte Funktion oder eine aus 
solchen Funktionen zusammengesetzte Funktion kurz als „rekursive 
Funktion" bezeichnet werden. 


^ Siehe die nochmalige Angabe der Rekursion auf S. 31 7. 
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Für den Begriff der Teilbarkeit kônnen wir die Darstellung durch 
eine rekursive Formel noch sehr einfach direkt gewinnen, indem wir 
die Division mit Rest durch die rekursive Einführuug zweier Funktionen 
Q{a,b), 71 {a, h) formalisicren. Zur Aufstellung der Rekursionsgleichun- 
gen für diese Funktionen führen wir zunachst die expliziten Definitionen : 

cs.{a,h) = ix{ô{a, b) + ô{b, a)), 

^{a,h) ^{ô(a,b) -i-ô(b,a)) 

cin, worin « (n) , (n) die bercits früher, durch die Rekursionsgleichungen 

a(0)=:0, i?{0)-0', 

a ( n ')^ 0 ', / î ( n ')-0 


eingeführten Funktionen sind. 

Für die Funktionen a {a, b), (i(a , b) sind die Formeln 

a = b ■ > CS. {a , b) O tk ji {a , b) — {)' , 

ableitbar. “ ' * ' O' & O 

Nun stcllei^ wir für Q{a, b) und Ji (a , b) die Rekursionsgleichungen auf : 

Q (0 , b) ^ 0 , 


Q (n' ,b) = Q [h, b}’ ’ .\ (b , n (U , b)') ; 


?r(0, b) =: 0, 

71 (n' , b) ^ TC {n , b) -j- fi (b , () (;/ , b)') . 


Aus diesen Rekursionsgleicliungen leitet man durch Induktion nacli a 
die Formeln / 

a ~ b ' 7i{a , b) -r p (rt , 6) , 


6 i 0 -*■ Q{a, b) < h 

ab und weiter daraus; 


a = h'C-\-r6cr<. h -> c ~ 7i{ci , b) 8c r —■ Q(a ,}>) . 

Q{a, b) stellt den ,,Rest‘‘ von a bei der Division durch b dar. Demnach 
wird die Teilbarkeit der Zahl a durch b dargestellt durch die Gleichung 

Q{a, b) = 0. 

Die Gleichung 

Qfa.k) = Q{b, k) 

bringt zum Ausdruck, daB a und b bei der Division durch k den gleichen 
Rest haben. Hierfür ist in der Zahlentheorie die Schreibweise 


a ~ b (mod k) 

üblich. Wir kônnen somit diese Schreibweise durch die explizite Dé- 
finition einführen ; 

a = b (mod k) ~ Q[(i , k) — Q{b , k) . 



318 
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Vom Begritf der Teilbarkeit kommen wir zu dem Begriff der Primzahl. 
,,n ist eine Primzahl" soll besagen: ,,n ist von 0 und 1 verschieden, 
und für jede Zabi a ans der Reihe der Zahlen von 1 bis n besteht die 
Alternative 

a — 1 y a — n\J Q{n, a) } 0." 

Dieser Aussage sieht man wiederum unmittelbar an, daB sie durch 
eine rekursive Formel 

p{n) = 0 

darstcllbar ist. Es muB nun gezeigt werden, daB jede Zabi, von 2 an, 
mindestens eine Primzahl als Teilcr bat und daB es zu jeder Zabi n 
solche Primzahl en gibt, die > n sind. 

Hierzu stellen wir zunâchst die Définition auf für die ,,kleinste 
unter den Zahlen von 0 bis w , welcbe Teiler von n und, falls n ^ \ . 
von 1 verschieden sind". 

Diese Begriffsbildung stellt sich wieder durch eine rekursive P'unktion 
q(«) dar. Für diese ergeben sich aus der Définition, mit Benutzung 
der Gleichung Q{n,n) ^ 0, die Formeln 

q(w) ^n, 

Q(n, q(n)) = 0; 

auBerdem leitet man ab: 

n > i P((lM) = 0. 

Die beiden letzten Formeln besagen, daB q (n) für w > 1 eine Primzahl 
und zugleich Teiler von n ist. Aus diesen Formeln ergibt sich auch noch: 

« > 1 -> (P («) == 0 q (n) = n) . 

Nun führt man ferner die Funktion n! ein durch die Rekursions- 
gleichungen O! = 1 

(n')! = («!)•«'. 

Aus diesen sind die Formeln 

«! + 1 > 1 , 

i ■< a & a -> o (« ! + 1 , a) 4' 0 

ableitbar, welche in Verbindung mit den angegebenen Formeln für q («) 
die Formeln liefem: 

q(w! 4- 1) â w! + 1 , 

« < q (w! 4- 1), 
p(q(«! 4- D) =0. 

Diese Formeln bringen zur Darstellung, daB q(«! 4- 1) eine Primzahl 
ist, welche > n und ^ ! 4- 1 ist. 
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Nunmehr kônnen wir auch die „kleinste unter den Zahlen von 1 
bis n\ \ , welche >« und zugleich Primzahl ist", durch einen 
rekursiven Term u («) darstellen. Mit Hilfe dieses Ternis definieren 
wir die Reihe der Primzahlen durch folgende Rekursion: 

^•>0 — 2 

Pn' = W (Pn) • 

stellt für w 4= 0 die ,,n-te ungerade Primzahr* dar. Man beweist 
formai, daB es „zu jeder Zabi m> 2, welche eine Primzahl ist, eine 
Zahl k aus der Reihe der Zalilen von 1 bis m gibt, für welche 

ist“. 

Uni die Zerlegung der Zahlen in Primfaktoren zu erhalten, führen wir 
zunâchst die ,,Potenz“ a^ durch die übliche Rekursion: 

= 1 , 

— rt” • a 


ein. Aus dieser ergeben sich die Rechengesetze 

af* • a^ 

‘ }f =r. {a ' hy , 

beide durch Induktion nach c; ferner erhcilt man die Formel 


a > 1 > h <; a^ 

durch Induktion nach b. 

Hierauf definieren wir die Funktion v {n, k) , welche im Falle, daB 
es unter den Zahlen < n eine Zahl a gibt, für welche py cin Teiler 
von n ist — ■ (dieses ist für w 4^ 0 stets der Fall) — die groBte von diesen 
Zahlen und sonst den Wert n darstellt. Diese Définition lâBt sich 
(gemâB unseren vorherigcn Ausführungen) wieder durch Rekursions- 
gleichungen formalisieren, und es ergeben sich aus diesen Rekursions- 
gleichungen und der 1^'ormel 


die Formeln 


a > 1 -*• 6 < a* 

Q{n, p/ = 0, 
n =i- 0 -► Q{n, 4^ 0, 


welche zum Ausdruck bringen, daB (für « 4^ 0) die hochste in n auf- 
gehende Potenz von die v{n, k)-te Potenz ist. [Wenn p^. nicht in n 
aufgeht, so ist v{n,k) =0.] 

Die Môglichkèit der Primfaktorenzerlegung für eine beliebige, 

von 0 verschiedene Zahl m kommt nun zur Darstellung durch die ab- 

leitbare Formel , ^ rr 

m 4= 0 w == Ilpx^' 

x<im 
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und die Eindeutigkeit der Zerlegung stellt sich dar durch die Formeln 

k)=a, 

k ^ l V (Pf;'*, l) = O , 

a ‘ b 0 V (a ‘ h , k) — V (a , k) + V (b , k) . 

Als wesentliche Hilfsformel zur Ableitung der genannten Formeln 

braucht man die Formel 

P(P) = 0 & Q(a'b, P) = 0 -*• Q{a,p) — OM Q {b, P) 

Diese entspricht dem Satz, dafi, wenn ein Produkt a • b durch eine 

Primzahl teilbar ist, dann mindestens einer der Faktoren durch die 
Primzahl teilbar ist. Zur Ableitung der Formel hat man den inhalt- 
lichen Beweis dieses Satzes zu formalisieren, welcher darauf hinaus- 
kommt zu zeigen: falls a nicht durch die Primzahl p teilbar ist, so ist 
jede Zahl c, für welche a • c durch p teilbar ist, durch die kleinste so 
beschaffene unter den Zahlen von 1 bis p teilbar. 

Die Nummer des grôBten Primteilers von n (für n > i) ist rekursiv 
zu definieren als „diejenige Zahl, welche im Falle, dafi es unter den 
Zahlen < n eine Zahl k gibt, für die v{n,k)'> 0 ist, die grôBte unter 
diesen Zahlen ist, sonst aber gleich n ist“. Sei X{n) diese Funktion 
von n, so erhalten wir 

» > 1 -► V (w , A («)) 4" 0 , 

A (w) < Æ -> v{n,k) = 0. 

Die Funktion v{n,k) vermittelt eine umkehrbar eindeutige Beziehung 
zwischen den Zahlen > 1 und den endlichen Folgen (beliebiger Lange) von 
Zahlen, worin jeweils die letzte Zahl von 0 verschieden ist. Die Be- 
ziehung besteht, inhaltlich gefaBt, in folgendem: einer jedenZahl w > 1 
entspricht eindeutig die Folge der Werte der Funktion v{m,k) für 
kr^X{m), von denen der letzte, v{m, A(w)), verschieden von 0 ist, 
und umgekehrt bestimmt jede Folge von Zahlen aQ,...,ai, worin 
=4 0 ist, eindeutig die Zahl 

fn= n p/', 

für welche 

A(m) = l und v{m, k) — a* für k-^l ist. 

Diese Abbildung ist in Hinsicht auf die Définition der abbildenden 
Funktion erheblich einfacher als diejenigen Abbildungen, mit denen 
man in der Mengenlehre gewôhnlich die Abzâhlbarkeit der Menge aller 
endlichen Folgen von ganzen Zahlen beweist. 

Wir woUen hier anschlieBend an diese Abbildung, welche eine 
Numerierung der endlichen Folgen von Zahlen liefert, auch die Nume- 
rierung der Zahlenpaare betrachten. Die Aufgabe, eine Numerierung 
der Zahlenpaare, d. h. eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen 
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den Zahlenpaaren und den Zahlen durch eine rekursive Funktion dax- 
zustellen, ist verhâltnismâBig leicht, und es bestehen dafür verschiedene 
Môglichkeiten. Die natürlichste Art der Numerierung ist diejenige, 
welche der Reihenfolge 


00 

31 

01 

23 

10 

32 

11 

33 

02 

04 

20 

40 

12 

14 

21 

41 

22 

24 

03 

42 

30 

34 

13 

U.SW 


entspricht. Für diese Reihenfolge stellt sich die Nummer des Paares 
a, h dar durch die explizit definierte Funktion 

a{a, b) = b)) • {b^ + 2a) + CK{ô(a, b)) • + 2b -|- 1), 

und die beiden Umkehrungsfunktionen Ci(n), von cr(a, b), welche 

a und b als Funktionen von a {a, b) darstellen, werden folgendermaBen 
definiert: Man stellt zuniichst die rekursive Définition auf für die 
Funktion [|W], deren Wert gleich der groBten von den Zahlen ist, 
deren Quadrat n ist. Diese Définition wird gegeben durch die 
(ileichungen 

[y'o ] = 0 . 

[|V] = \^n ]-h (i (([Vw ] + 1)^ «') • 

Mit Hilfe der Funktion [j'w ] ergeben sich nun für Oj («) , a^in) die expli- 
ziten Definitionen^ 

<ri (») = []'n] ' e {à {n, 2 ) + 7i {ô {n. 2 ) • fi(o (d («, 2 )) , 

o-2(«) =;t((5(w,[y«p),2)*e(d(«,[yMp), 2 ) + [yn]-/3(e(<i(M,[]/«p),2)). 

Auf Grund dieser Definitionen sind die Formeln ableitbar: 

a(ay(n), cr^W) = n, 

(Ti(<T(a, 6)) = a, (Ta (a (a, 6)) = 6. 

Mit Hilfe der Funktion a {a, b) kann man jede andere Funktion unseres 
Formalismus, die zwei oder auch mehrere Argumente hat, durch eine 
Funktion von nur einem Argument ausdrücken. 

1 Die Définition von ai(n) , a^(n) durcli eine simultané Rekursion siehe S. 328. 
HUbert-Bemays, Grundlagen der Mathematik I. 21 



322 
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Sei (p{a,h) die betreffende Funktion, so setzt man, nach Wahl eines 
Funktionszeichens mit einem Argument, etwa y): 


dann ergibt sich 


y) (s) = 9>(<yi{s), azis)); 
y){a{a, b)) = (p{a, b). 


Um (p{a,b,c) durch eine Funktion eines Arguments und durch die 
Funktion a {a, b) auszudrücken, setzen wir 


dann ergibt sich 


X{r) =(p {ai {(Tl {r )) , Og {a^ (r)) , (r)) , 

X{<y{<r{a, b),c)) = (p{a, b, c). 


In derselben Weise kônnen die Funktionen a {a, b), a^{n) , a^in) 
auch dazu benutzt werden, um Rekursionen mit mehreren Parametern 
auf solche mit fiuf einem Patameter und auf explizite Definitionen zurück~ 
zufiihren, Haben wir z. B. eine Rekursion 

(p{a,b,c,0) — a{a, b, c) 

(p{a, b, c, n') = b(a, h, c, n,(p{a, b, c, n)) 

mit drei Parametern, so kann diese auf eine Rekursion mit nur zwei 
Parametern dadurch zurückgeführt werden, dafi man zunâchst eine 
Funktion y}{a,b,n) durch die Rekursionsgleichungen 

y}{a,h,0) =û(«,o’i(ft), a^ih)) , 
y>{a, b, n') = h{a, a^{b) , a^{b),n, tpia, b, n)) 
einführt und dann die explizite Définition 

(p{a, b, c, n) = y}{a, a(b, c),n) 

anschlieCt. In der Tat ergeben sich auf Grund dieser Définition die 
obigen Rekursionsgleichungen für (p{a,b,c,n) als ableitbare Formeln, 
indem man in den Rekursionsgleichungen von y){a,h,n) für b den 
Term a{b,c) einsetzt und die Gleichungen 


aJa{b,c)) = b, a 2 {o(b,c))=c 

benutzt, 

Auf diese Art kann man allgemein eine Rekursion mit mehreren 
Parametern durch eine solche mit einer um eins geringeren Parameter- 
zahl ersetzen, und die wiederholte Anwendung dieses Verfahrens ge- 
stattet daher, eine beliebige Rekursion mit mehreren Parametern auf 
eine solche mit nur einem Parameter und auf explizite Definitionen 
zurückzuf ühren . 

Die dabei verwendeten Funktionen a (a, b), Oi(«), a^in) erfordern 
zu ihrer Définition auch nur Rekursionen mit hôchstens einem Para- 
meter, nâmlich diejenigen für die Funktionen 

a-\-b, a - b, ô{n), ô{a. b), Q{a, b), n{a, b), [fw]. 
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[Die inden Definitionen von a {a, h), Oi{n), cr 2 (^) und [yw] auftretenden 
Funktionen» a («) , j8(n), /3(a, b) kônnen mit Hilfe von ô{a,b) explizite 
definiert werden durch die Gleichungen: 

/S(m) = <5(1, m), a(w) = <5(1, <5(1, n)), ^{a.b) = ^{ô(a,b) ô{b,a)).] 

Eine andere einfache Numerierung der Zahlenpaare als die durch 

die Funktion a {a, b) gelieferte, stellt sich mit Hilfe der Funktion ^ 2 )' 
welche man mittels der Rekursionsgleichungen 



einführt, durch die Funktion 

dar. r(a, 6) =(- + !+')+« 

Nun sei noch kurz die Théorie des grôfiten gemeinsamen Teüers 
besprochen. Der Begriff des grôCten gemeinsamen Teilers zweier 
Zahlen a, h (welche nicht beide gleich 0 sind), führt unmittelbar auf eine 
rekursive Définition. Um jedoch môglichst einfach zu den wesentlichep 
Eigenschaften des grôBten gemeinsamen Teilers zu gelangen, empfiehlt 
es sich, von einer anderen Définition auszugehen. Wir betrachten, 
für a • b 0, unter den Zahlen von 1 bis a • 6 diejenigen Zahlen c, für 
welche es eine Zahl k^h und eine Zahl l a gibt, so daB 

ô{k ' a, l ' b) — c. 

Eine solche Zahl c ist unter der Bedingung a • 6 0 jedenfalls vorhan- 

den, nâmlich die Zahl a ist schon eine solche Zahl, Wir bilden den- 
jenigen rekursiven Term, welcher für a • 6 4^ 0 die kleinste unter 
jenen Zahlen c und sonst die Zahl 0 darstellt. Durch Addition von 
^{a) - b ^{b) • a kônnen wir noch bewirken, daB sich für a — O der 
Wert b, für b — 0 der Wert a ergibt. Der so erhaltene Term sei 

b(a, b). 

Auf Grund der ableitbaren Formel 

k -^h &. l ^ a à{k ' a , l ' b) === d{ô(a ,1) ' h , ô{b , k) ’ a) 
erhâlt man, mit Benutzung von 

ô{a, l) ^ a, ô{h,k) h , 

die Formel 

b (a, 6) = hib, a) . 

Des weiteren ergibt sich 

ô{r ' a, s ' b) — ty ô{s ' b,r ‘ a) = t -*■ l = 0 V b(a, b) ^ t; 
und mit Hilfe dieser Formel leitet man die Formel 


g(b, b(a. b)) = 0 


21 * 
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ab, aus der sich — wegen b (a, 6) = b(6, a) — sofort auch 

Q{a, b(rt, è)) = 0 

ergibt. AuBerdem ist noch die Formel 

Q{a, d) — 0 8c Q{h , d) ~ 0 -> Q{\>{a ,h) , d) = 0 

ableitbar. Die erhaltenen Formeln bringen zum Ausdruck, daB b (a , h) 
ein gemeinsamer Teiler von a und b ist und daB jeder gemeinsame 
Teiler von a nnd h auch Teiler von b(a,è) ist. Zugleich ergibt sich 
damit, daB h {a, h), auBer für a=^0, b = 0, der grotte gemeinsame 
Teiler von a und b ist, was sich durch die Formel 


a + ^ 4- 0 & 0 = 0 & (> (6 , = 0 -► b (a , 6) 

ausdrückt. Ferner liefert die Définition von b (a, A) unmittelbar die 

Darstellbarkeit des grôBten gemeinsamen Teilers von a , b (für a • b --j- 0) 

in der Form , ,, 

o{k • a, l • b) , 


wobei k eine gewisse Zahl jS; b, l eine Zahl a ist. Die in dieser Dar- 
stellung auftretende Zahl k • a erfüllt die beiden Kongruenzen: 

k • a = 0 (moda) , 

k' a = h {a, b) (modô) . 

Zugleich ergibt sich 

ô{a,l) • b ~ b) (moda) , 

<5(a, /) • 6 = 0 (modft) 

und somit auch 

ô{a,l) ' b • r k ' a • s = r • hia, b) (moda) , 
ô{a,l) • b • r + k • a ' s ^ s • h{a ' b) (modô) . 


Diese Rechnung laBt sich vôUig im Rahmen unseres Formalismus 
vollziehen; wir haben ja die Zahlenkongruenz durch eine explizite 
Définition, mit Hilfe der Funktion Q{a,b) eingeführt. Von den so er- 
haltenen Kongruenzen, in dcncn noch der links stehende Term 


durch 


d{a,l) : b ' r -\- k' a' s 
Q{ô{a, l) 'b’ r -{■ k' a' s, U’b) 


ersetzt werden kann, gelangen wir zur Ableitung der Formel, welche 
der Aussage entspricht, daB es für a • 6 4^ 0 eine Zahl n unter den 
Zahlen <i a ‘ b gibt, für welche die Kongruenzen 

n = r '■ï>{a,b) (moda), 

« = s • b(a, ft) (mod6) 

gelten. r, s treten in dieser Aussage als willkürliche Parameter auf. 
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Wird nun noch die Bedingung b(rt, 6) = 1 hinzugenommen, welche 
besagt, daB a und h ,,teilerfremd“ sind, d. h. keiiien gemeinsamen 
Teiler auBer 1 besitzen, so ergibt sich für diesen Fall bei beliebigen r, s 
die Existenz einer Zabi n unter den Zahlen <. a • b, welche den Kon- 
gruenzen 

n ^ r (mod«) 
n ^ s (modè) 

genügt. 

Noch einfacher als die Sâtze über den groBten gemeinsamen Teiler 
ergeben sich die über das kleinste gemeinsame Vielfache. Das kleinste 
gemeinsame Vielfache von a und b kann rekursiv definiert werden 
als ,,die kleinste unter den Zahlen " a - h, welche sowohl a wie b als 
Teiler haben und, falls a ■ b | 0, von 0 verschieden sind“. Man be- 
weist formai, daB jede durch a und durch b teilbare Zahl auch durch 
das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b teilbar ist. 

Diese Beispiele môgen genügen, um eine Vorstellung zu geben von 
der Méthode, nach der man die Zahlcntheorie formai, an Hand der 
Rekursionen und des Induktionsschemas, unter Vermeidung von 
gebundenen Variablen entwickelt. Diese Art der l^ehandlung der 
Zahlentheorie soll als die rekursive Behandlung der Zahlcntheorie oder 
auch kurz als die ,, rekursive Zahlentheorie" bezeichnet werden. 

Diese rekursive Zahlentheorie steht insofern der anschaulichen 
Zahlentheorie, wie wir sie im § 2 betrachtet haben, nahe, als ihre Formeln 
sâmtlich einer finiten inhaltlichen Deutung fàhig sind. Diese inhaltliche 
Deutbarkeit ergibt sich aus der bereits festgestellten Verifizierbarkeit 
aller ableitbaren Formeln der rekursiven Zahlentheorie. In der Tat 
hat in diesem Gebiet die Verifizierbarkeit den Charakter einer direkten 
inhaltlichen Interprétation, und der Nachweis der Widerspruchsfreiheit 
war daher auch hier so leicht zu erbringen. 

Der Unterschied der rekursiven Zahlentheorie gegenüber der an- 
schaulichen Zahlentheorie besteht in ihrer formalen Gebundenheit ; 
sie hat als einzige Méthode der Begriffsbildung, auBer der expliziten 
Définition, das Rekursionsschema zur Verfügung, und auch die Methoden 
der Ableitung sind fest umgrenzt. 

Allerdings kônnen wir, ohne der rekursiven Zahlentheorie das 
Charakteristische ihrer Méthode zu nehmen, gewisse Erweiterungen 
des Schémas der Rekursion sowie auch des Induktionsschemas zulassen. 
Auf diese wollen wir noch kurz zu sprechen kommen. 

Was zunâchst die Rekursionen betrifft, so haben wir zu unter- 
scheiden zwischen solchen Modifikationen des Rekursionsschemas, die 
sich auf eine Reihe von Anwendungen der bisherigen Form der Re- 
kursion zurückführen lassen, und solchen, deren Zulassung wirklich eine 
Erweiterung des Formalismus der rekursiven Zahlentheorie darstellt. 
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Es seien zunâchst einige solcher Formen der Rekursion betrachtet, 
welche zwar von dcm gcwôhnlichen Rekursionsschema 

\{a, . . . , k, 0) = a{a, . . . ,k), 

\{a, . . . ,k,n') h{a, . . . , k, n, \{a, . . . , k, n)) 

abweichen, sich aber auf Rekursioncn nach diesem Schéma — diese 
sollen im folgenden kurz als ,, primitive Rekursionen” bezeichnet werden 
— zurückführen lassen. 

Ein Beispiel einer solchcn allgemeinen Rekursion, welche auf primi- 
tive Rekursionen zurückführbar ist, bildet das Schéma 

î(0) 

f (m') -= h{n, f (ti(w)). . . . , î(tï(«))), 

worin für f ein Funktionszeichen mit einem Argument zu setzen ist und 

ii{n), . . . , t,{n) 

solche bereits eingeführten Terme bedeuten, für welche die Formeln 

ti(w) ■;n, . . . ,t^(n) s; n 

ableitbar sind. Die Zurückführung dieses Schémas auf primitive Re- 
kursionen^ erfolgt in der Weise, daB man als rekursiv zu definierende 
Funktion anstatt f(«) zunâchst die Funktion 

k n 

nimmt. Diese Funktion t)(«) wird durch folgende primitive Re- 
kursion definiert: 

1 )( 0 ) = 2 «. 

= f)(w) • ^3^,6(n,v(0(»),ti(n)),...,»'(^(n),tr(n))). 

und aus ï)(«) erhâlt man f(«) durch die explizite Définition 

î(w) = v(:^(w), w). 

Das betrachtete Rekursionsschema bildet eine Art von ,,Wert- 
verlaufs-Rekursion", d. h. einer solchen Rekursion, bei welcher der 
Wert f («') nicht nur von n und f (w) , sondern von dem ganzen Wert- 
verlauf der Funktion f bis zu dem Argument n hin abhângt. Wir 
konnen dieses Schéma, unbeschadet seiner Zurückführbarkeit auf 

^ Die Môglichkeit der Zurückführung auf primitive Rekursionen wurde für 
dieses Schéma, sowie auch für verschiedene weitere Formen von Rekursionen von 
Rôzsa Péter (Politzer) aufgezeigt. Siehe den Vortrag „Rekursive Funktionen“ 
(Verhandlungen des internat. Math.-Kongr. Zürich 1932, II. Band S. 336). Eine 
Abhandlung von R. Péter „Über den Zusammenhang der verschiedenen Be- 
griffe der rekursiven Funktion*' wird in den Math. Ann. erscheinen. 
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primitive Rekursionen, durch die Hinzunahme von Parametem ver- 
allgemeinem, so dafi wir folgendes Schéma erhalten: 

f(a, . . . ,1,0) = a(a , ... ,1) 

\{a,. ..,l,n')-h{a,. . .,l,n,\{a, .. .,l,ti(n)) f(«,. . 

wobei wieder ti tt(n) solche Terme bedeuten, für welche 
die Formeln 

ableitbar sind. 

In dieses Schéma (9îi) lassen sich insbesondere die Rekursionen der 
folgenden Form einordnen: 

f 0) — Ûq » • • • ' 

f(a, . . . , /,0') 


f («.... =at{a,...,l). 
f b{a,...,l,n,\{a,.. 




wobei ï mindestens den Wert 1 hat. Nàmlich die ï + 2 Gleichungen 
dieses Schémas lassen sich in folgende zwei Gleichungen zusammen- 
fassen: 


I 0) — Oq (â! , . . . , /)i 

\{a,...,l, n') = ^(n', 1) • ajfl. l) . o,(« /) 

i-p{ô(î,n))-'b{a,...,l,dM),\{a,...,l,ô[n,îi),\{a,...,l,ô(n,i)'),...,\{a,...,l,ô(n,îi^ 


und diese Gleichungen sind gemâB dem Schéma (9î,) gebildet, da ja 
die Formeln 


ô(n, î) <n, ô(n,î)' < n, . . . , ô(n, « 


ableitbar sind. 

Fin Beispiel für Rekursionsgleichungen von der Form (di 2 ) liefert 
das EuKLiDische Verfahren zur Bestimmung des grôBten gemeinsamen 
Teilers von a und b. Die bei diesem Verfahren zu bildende Reihe von 
Divisionsgleichungen 

a = Çi- b + fl, 

>'l =?8*^2 + »'3. 


ist nichts anderes als die rekursive Définition einer Funktion 

Q(a,b,c), 

welche mit Hilfe der Funktion 

ela,à) 
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durch folgende Gleichungen erfolgt: 

o(a,d,0} == a , 

g(a, b, 0') =6, 

g(a, b, n") = {>(?(«. b. n),Q(a, b, n')). 

Auf das Schéma (Sîg) kann eine andere Art von verallgemeinerter 
Rekursion, die ,, simultané Rekursion" für zwei oder mehrere Funk- 
tionen, zurückgeführt werden. Das Schéma einer simiiltanen Rekursion 
lautet im einfachsten Falle, wo es sich um zwei simultan zu definierende 
Funktioncn eines Argumentes handelt, welche x{^) heifien 

x{0) = a,, 

y («') hi {n , y) (n) , x W) , X {^') === *^2 ,y>(n),X («)) • 

Als ein Beispiel einer solchen simultanen Rekursion wollen wir eine 
zweite Définition der Umkehrungsfunktiom-n (») , <^2 (^) der 

Funktion a (a, b) gebcn, d. h. jener beiden J-'unktionen, welche den 
Zahlen die samtlichen Zahlenpaare in einer gewissen Reihcnfolge zu- 
ordnen. Diese Définition hat gegenüber der früheren den Vorzug, dal3 
sie sich unmittelbar aus dem Verfahren der Numeriernng ohne arith- 
metische Hilfsbetrachtungen ergibt; sie lautet: 

Cl (0) — 0 , (72 (0) = 0 , 

CTi(n') (X{ô{a 2 (n), a^{n))) • (T2 (m) + -'X K (w) , o^{n))) • {a^Jn) -fl), 

a^[n') = L\[ô{a^{n), o^{n))) • ay{n) -f (x{ô{a■^{n), o,^{n))) • ajw) 

4- o^{n)) • {o^(n) 4- 1). 

Die Zurückführung des angegebenen Schémas der simultanen 
Rekursion für y){n) und ;f(») auf das Schéma (^112) gf'schieht in der 
Weise, daB man die Rekursionsgleichungen für diejenige Funktion (p {n) 
aufstellt, deren Werte durch die Gleichungen 

(p{2n) = y) (n), 

(p{2n + i) = xi^) 

bestimmt sind. Wir benutzen dazu die Funktion p(«,2), welche für 
geradzahliges Argument den Wert 0 , für ungeradzahliges Argument den 
Wert 1 hat, und die Funktion 7t{n, 2) , welche für gerades n der Glei- 
chung 2 • (« , 2) — n, für ungerades n der Gleichung 2 • ît ( n , 2) -f 1 — n 

genügt. Die Rekursionsgleichungen lauten: 

(p{0) = ûj, 

<P{0') = 02, 

(p{0") =61(0,01,02), 

<p{n"') = Q{n, 2) • hi{7t(n, 2) + i , <p{n') , yp(n")) 

4- Q{n', 2) • 2) , (fin) , (p{n')) . 
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Nachdem auf diese Weise die Funktion q){n) eingeführt ist, erhâlt 
man die Fimktionen y^{n), % (w) durch die expliziten Definitionen ; 

y){n) = (p{2n), 

Z(») = <P{2n + 1)- 

Auf ganz entsprechende Art lâût sich auch eine simultané Rekursion 
für mehrere Funktionen, und zwar auch eine solche, in der Parameter 
auftreten, nach dem Schéma 

. . . , 0) = Oi(rt l), 

g,(rt, . . . , l, 0) = a, (fl, 

gi(fl, l, n') = (fl, M, Qi (fl, . . ., g((fl, M)), 

gj(fl, . . . , «') = bf (fl, gi (fl, M), , g, (fl, 

auf unser verallgemeinertes Rekursionsschema für eine Funktion 
zurückführen, indem man die Rekursion für diejenigc Funktion 

\{a, . . . ,l,n) 

aufstellt, dcren Werte mit denjenigen der Funktionen 
gi(fl, w), , g((fl, . . . ,l,n) 

durch die Gleichungen 

f(fl, ï • «) =gi(fl ,l,n), 

f(fl, ï • » + l) = g2(fl, w), 

f (fl , /, î • «4-(5(t)) = g, (a, ...,/,«) 

verknüpft sind, wobei man die Funktionen Q{n,l) und n[n,ï) zu be- 
nutzen hat. 

Aus der Zurückführbarkeit der simultanen Rekursion auf eine 
Rekursion der Form (Sîj) folgt auch ihre Zurückführbarkeit auf primi- 
tive Rekursionen. 

AuBer den Wertverlaufs-Rekursioncn von der Form (9î,) , dem 
Schéma (Sîj) und den simultanen Rekursionen gibt es noch mannigfache 
andere Formen von Rekursionen, welche sich auf primitive Rekursionen 
zurückführen lassen. Es erhebt sich die Frage, ob nicht etwa aile 
solchen Rekursionen, durch welche ein Verfahren der schrittweise 
fortschreitenden Berechnung einer oder mehrerer Funktionen formali- 
siert wird und welche sich ohne Hinzunahme einer neuen Variablen- 
gattung darstellen lassen, auf primitive Rekursionen zurückführbar sind. 

Das ist aber nicht der Fall, vielmehr gibt es Rekursionen von der 
genannten Beschaffenheit, die sich nicht auf primitive Rekursionen 
zurückführen lassen. 
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Man kann dieses auf zweierlei Art erkennen. Die eine Méthode ist 
die des CANXORschen Diagonalverfahrens: Man bringt die sâmtlichen 
Funktionen eines Argumentes, welche sich mittels primitiver Rekur- 
sionen definieren lassen, in eine Abzâhlung. Einer solchen Abzahlung 
entspricht eine Funktion zweier Argumente von der Eigen- 

schaft, dafi für jede Ziffer § die Funktion % (a, §) mit derjenigen Funktion 
übereinstimmt, welche in der Abzahlung die Nummer § hat. Die 
Funktion (<*,«) kann nun jedenfalls nicht durch primitive Rekur- 
sionen gewonnen werden; denn wâre dieses der Fall, so müBte das 
gleiche von der Funktion 

X ( n , n ) + \ 


gelten; diese aber kann nicht in der Abzâhlung auftreten, weil ja sonst, 
wenn 5 ihre Nummer in der Abzâhlung wâre, die Gleichung 

X { n , l ) = X { n , n ) + 1 


bestehen müfite, welche bei der Einsetzung von 3 für n auf einen Wider- 
spruch führt. 

Gelingt es nun andererseits, die Funktion x (( i , n ) durch eine Re- 
kursion zu definieren, so ist damit ein Beispiel einer nicht auf primitive 
Rekursionen zurückführbaren Rekursion gewonnen. 

Tatsâchlich findet man auf diesem Wege eine rekursive Définition, 
welche die verlangte Beschaffenheit eines formalisicrten Berechnungs- 
verfahrens besitzt und welche andererseits nicht auf primitive Re- 
kursionen zurückführbar ist. Allerdings ist die HersteUung der Ab- 
zâhlung ziemlich mühsam. Immerhin kann man sich dabei die früher 
erwâhnte Tatsache zunutze machen, daB jede mittels primitiver Re- 
kursionen definierbare Funktion auch mittels solcher primitiven Re- 
kursionen definiert werden kann, die nicht mehr eiIs einen Parameter 
enthalten, und daB man also für die Abzâhlung der durch primitive 
Rekursionen definierbaren Funktionen eines Argumentes nur Re- 
kursionen mit hôchstens einem Parameter in Betracht zu ziehen braucht. 

Doch haben wir noch eine zweite direktere Méthode zur Verfügung, 
um die Existenz von solchen Rekursionen zu erweisen, die sich nicht 
auf primitive Rekursionen zurückführen lassen. Diese Méthode, mit 
welcher Wilhelm Ackermann zum erstenmal diesen Nachweis er- 


bracht hat^, besteht darin, daB eine Funktion rekursiv definiert wird, 
von der sich zeigen lâBt, daB sie stârker emwâchst als eine jede durch 
primitive Rekursionen definierbare Funktion. 

Die Funktion, für welche Ackermann dieses zeigt, wird folgender- 
maBen erhalten: Man bildet diejenige Folge von Funktionen zweier 


Argumente 


*)» • • • 


^ W. Ackermann; Zum HiLBBRTschen Aufbau der reellen Zahlen. Math. 
Ann. Bd. 99, Heft 1/2 (1928). 
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worin 


^o{a,b) = a + b, 


^i{a, b) ^ a-b, 

I 2 {a, b) = a'" 

ist, und des weiteren (für n^2) l^n+i(^ > mit Hilfe von (a , b) durch 
die Rekursion 

^n+l (®> 0) — ^ > 


definiert wird. FaBt man diese Folge als eine Funktion von drei Ar- 
gumenten ^ 6, «) = ^.(a, 4) 


auf, so ergeben sich für die Funktion i{a, b,n) die Definitionsgleichungen 


i {a, b, 0) — U -]r b , 

i{a,0,n') = /5(«, 1) + a • (x(<5(«)), 

^{a,b' , n') — ${a,Uchb, n') , n ) . 

Diese Gleichungen haben die Form einer „verschrànkten“ Rekursion, 
d, h. einer solchen Rekursion, welche nach den Werten zweier Variablen 
fortschreitet^. 

Setzt man in diesen Gleichungen für n der Reihe nach die Ziffern 
von 0 bis J, so erhâlt man Rekursionsschemata der gewôhnlichen Art 
für die Funktionen 

|(a, 6, 1), |(a, 6, 2), . . . , l(a, 6, a + 1). 

wobei jeweils das Schéma für ^{a,b,l -\- \) die durch das vorherige 
Schéma eingeführte Funktion ^{a,b,l) enthâlt. Auf diese Weise 
ergibt sich ein Verfahren zur Berechnung der Werte von i{a,b,n) 
für beliebige Ziffernwerte der Argumente, und die Berechnung des 
Wertes c von |(a, b, n) für drei Ziffern a, b, n lâBt sich mit Hilfe der 


^ Durch Einführuug einer Funktionsvariablen kann man diese verschrânkte 
Rekursion in zwei Rekursionen, deren jede nut nach den Werten einer Variablen 
fortschreitet, folgendermaOen auflôsen: Man definiert zunâchst die „tt- fâche 
Itération einer Funktion / (a), beginnend mit dem Werte c”, als Funktionen- 
funktion c, n)" durch die Rekursion 

ï*(/W,c,0) = c, 

r, (/(^) ,c,n') (t, (/ (x),c, n)) 

und fûhrt dann ^(a,b,n) ein durch die Rekursionsgleichungen : 

^ (a ,b , 0) a -{■ h , 

^{a, b.n') = r,(f(a, x, n). ^{n, 1) -f- a • a(3(«)), b) . 

Diese beiden Rekursionen gehôren aber nicht mehr unserem betrachteten Forma- 
lismus der rekursiven Zahlentheorie an. 
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Definitionsgleichungen von i{a,b,n) in die formalc Ableitung der 
Gleichung *(a.b,n)=c 


übersetzen. Auch gehen jene drei Definitionsgleichungen, wenn wir 
darin für die Variablen Ziffern setzen iind dann allenthalben die durch 
das Berechnungsverfahren sich ergebenden Wcrte eintragen, in wahre 
numerische Gleichungen über. 

Somit bat die verschrânkte Rckursion, durch welche i{a,b,n} 
definiert ist, mit den primitiven Rekursionen die Eigenschaften eines 
formalisierten schrittweisen Berechnungsverfahrens gemeinsam. 

Dennoch lâfit sich diese Rekursion nicht auf primitive Rekursionen 
zurückführen^. Wâre dieses nâmlich der h'all, so wâre die Funktion 
^{a, a, a) mittels primitiver Rekursionen definicrbar. Ackermann 
zeigt jedoch, daB diese Funktion stârker anwachst als jede durch 
primitive Rekursionen definierbare h'unktion eines Argumentes. 

Dieser AcKERMANNsche Nachweis für die Existenz einer zwar 
rekursiven, aber nicht durch primitive Rekursionen definierbaren 
Funktion lâBt sich nun, mit Benutzung verschiedener von R. Péter 
(Politzer) herrührender erheblicher Vereinfachungen, in folgender 
gekürzter Form ausführen. 

Wir betrachten die verschrânkte Rekursion 


y){a,0) = 2' a , 

ip{0,n') 

xp[a' ,n') = xp {xp {a , n ') , n) . 

Diese hat wiederum, ebenso wie die von Ackermann betrachtete 
Rekursion für die Funktion ^{a, b,n), die Eigenschaften eines formali- 
sierten Berechnungsverfahrens. Es soll gezeigt werden, daB die durch 
diese Rekursion definierte Funktion xj) {a , n) nicht mittels primitiver 
Rekursionen definiert werden kann. 

Hierzu entnehmen wir zunâchst aus der Rekursion für xp{a,n) 
einige Abschâtzungen. 

Es gilt erstens: für jede Ziffer n ist die Ungleichung 

a < xp{a, n) 


^ Ackermann erbringt in der genannten Abhandlimg (Math. Ann. Bd. 99) 
den allgemeineren Nachweis, daû man zur rekursiven Définition der Funktion 
I (a, 6, n) nicht mit solchen Rekursionen auskommt, die nur nach den Werten 
einer Variablen fortschreiten und keine hôhere Variablengattung benutzen. Aile 
diese Rekursionen lassen sich aber — nach den erwâhnten neueren Ergebnissen 
von R. PÉTER — auf primitive Rekursionen zurückführen, und man kann 
daher die von Ackermann erwiesene Eigenschaft der Funktion f (a, b, n) bereits 
aus dem Satz folgem, daB die Funktion f (a, 6, n) nicht mittels primitiver Re- 
kursionen definierbar ist. 
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ableitbar^; nàmlich man erhâlt unmittelbar 

a < f{a,0); 

und wenn die Ungleichung 

a < y){a, n) 

schon abgeleitet ist, so erhâlt man ans dieser durch Einsetzungen 
die Formeln 

1 < v(a,u') < 

welche auf Grund der Rekursionsgleichungen für y){a,n) die Unglei- 
chungen 

0<v'(0,n'). y){a,n') <y){a' ,n') 

liefern ; aus diesen aber ergibt sich durch Induktion nach a die Formel 

a <y){a,n'). 

Aus der Ungleichung 

a C. xp {a, v) 

erhâlt man 

a' : : xp{a, n) . 

Zweitens kann für jede Ziffer n die Formel 
a<h y){a,n) < y>{b, n) 

abgeleitet werden. Man erhâlt zunâchst für jede Ziffer n 

y){a, n) < f{a', n); 

nâmlich für n = 0 ergibt sich die Ungleichung unmittelbar, und für 
eine von O verschiedene Ziffer n wird durch das eben angegebene Ver- 
fahren der Ableitung von 

a<y){a,n) 

zugleich die Formel 

<ip{a\n) 

geliefert. Aus der Formel 

y){a,n) <y>{a’ ,v) 

leitet man nun, durch Induktion nach k, die Formel 

y){a,n) < y){a + k' , n) 
und aus dieser mit Hilfe der Formel 

a <C b -► b = a ô {b, a')' 
die gewünschte Formel 

a <b y>{a, n) < y){b, n) 

1 Man beachte, daB wir hier nicht die Formel für variables n ableiten, son- 
dern nur inhaltlich zeigen, daB sie für jede Ziffer n ableitbar ist. Die Ablei- 
tung für variables n wird an spâterer Stelle (S. 345 — 46) mit Hilfe eines ver- 
allgemeinerten Induktionsschemas ausgefübrt. 
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ab. Aus dieser Formel ergibt sich auch 

a -> y){a,n) -s^tp{b,n) . 

Drittens kann für jede Ziffer n die Formel 

y){a',n) ^ n') 

durch Induktion nach a abgeleitet werden. Nâmlich man erhâlt direkt 

n) = ^(0, n'), 

und mit Hilfe der Formeln 

a b -> y){a,n) r: y> (è , n) , 
a' ^ y) {a, n) 

ergeben sich die Formeln 

y) {a' , n) y) {a , n') -► y) {y) (a' , n) , n) y) {yj {a , n') , n) , 
y){a" ,n) <y}iy!(a' ,n) ,n), 

welche in Verbindung mit der dritten Rekursionsformel für xp{a,n) 
die Formel 


y) (a' , n) ^ f {a , n') -► y){a" ,r\) :^y){a' ,n') 
liefern, so daB wir mittels des Induktionsschemas die Formel 

y){a',n) < y) {a, n') 

erhalten. Durch die Vereinigung dieser Formel mit der Ungleichung 

y){a, n) < xp{a' , n) 

ergibt sich noch , , , ,, 

y)(a,n) <y){a,n) , 

und hieraus für irgend zwei verschiedene Ziffern X, §, von denen â 

die groBere ist, / , , 

y){a,x) <y){a,é). 

Im folgenden empfiehlt es sich, die Schreibweise Sinne 

der expliziten Définition 


anzuwenden, welche der Auffassung von y){a,n) als Darstellung einer 
Folge von Funktionen eines Arguments entspricht. Mit dieser Schreib- 
weise stellen sich die erhaltenen Abschâtzungen so dar: Für jede Ziffer 

n sind die Formeln , , 

a < v’n («) . 

a<b y>,M)<vAb), 
y>n{a') 

sowie für jede Ziffer m, welche grôBer als n ist, die Formel 

< WmiA 


ableitbar. 
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Mit Hilfe dieser Ungleichxmgen wollen wir nun nachweisen, dafi 
zu jeder Funktion f(n), welche sich mittels primitiver Rekursionen 
(nebst Einsetzungen) definieren làBt, eine Ziffer r bestimmt werden 
kann, für welche die Ungleichung 

f(a)< 

ableitbar ist. 

Hierzu erinnern wir daran, daB jede Funktion, die überhaupt mittels 
primitiver Rekursionen definiert werden kann, auch mittels solcher 
primitiven Rekursionen definierbar ist, die hôchstens einen Parameter 
enthalten, welche also entweder die Form 

ï}(0) = O, 

= b(«, ï)(»)) 

oder die Form 

l)(a,0) =a(a), 
t)(a,n') = b(a.n, ï)(a, «)) 

haben, wobei für t) jeweils das einzuführende Funktionszeichen zu 
setzen ist^. 

Hierbei kônnen wir uns noch von der Willkürlichkeit des Termes 
û bzw. a (a) befreien. Haben wir z. B. die Rekursion 

<p(a,0) =a(a), 

<p(a, n') = b(a, n, <p(a, n)), 

so konnen wir die hierdurch definierte Funktion (p{a,n) auch mittels 
einer Funktion ;c(a, w) einführen, für welche die Rekursionsgleichungen 
lauten : 

X{a,0) =0, 

X{a, n') = ^{n) • a(a) + <x(») • b(a, ô{n),x(a, n)) , 
und aus welcher (p{a,n) durch die explizite Définition 

<p{a,n) = w') 

erhalten wird. Das gleiche Verfahren ist auf eine Rekursion ohne 
Parameter anwendbar. 


^ Man kann in dieser Richtung sogar noch weiter gehen. Nâmlich es ergibt 
sich mittels der besprochenen PÉTERschen Méthode der Zurtickfühmng von 
Wertverlaufsrekursionen auf primitive Rekursionen, daÛ jede mittels primi- 
tiver Rekursionen definierbare Funktion sich auch schon mittels primitiver Re- 
kursionen ohne Parameter definieren lâût, sofem man als Ausgangsfunktionen 
zu der Strichfunktion die Funktionen 

. a + b. a‘b, a*, d{a,b), Pn, v{n,k) 

Innzunimmt. 

Wir kônnten diese Tatsache für unseren Nachweis benutzen. Jedoch wollen 
wir uns hier ohne diese Reduktion behelfen. 
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Bei dieser Reduktion werden die Funktionen 
/?(«), a (w) , ô{n), a -j- b, a ’ b. 
benutzt. Von diesen sind 

ot («) , ô{n), a' b 

durch solche Rekursionen definiert, in deren erster Gleichung rechts 
der Term 0 steht. a b hat in seiner ersten Rekursionsgleichung 
rechts den Term a, und /5 (m) drückt sich gemâfi der Gleichung 

ft{n) ô{i , n) 


durch die Funktion ô{a,b) aus, welche ebenfalls in ihrer ersten Re- 
kursionsgleichung rechts den Term a hat. 

DemgemâB brauchen wir von den primitiven Rekursionen ohne 
Parameter nur solche in Betracht zu ziehen, für welche die erste 


Gleichung 


ï)(o) = o 


lautet, und unter den Rekursionen mit einem Parameter nur solche, 
bei denen die erste Gleichung 


1) (a , 0) =0 

oder 

1) (a , 0) = a 

lautet, so daB jedenfalls 

1) (« , 0) a 

ableitbar ist. 

Fine primitive Rekursion mit hôchstens einem Parameter, deren 
erste Gleichung eine der Formen 

ï)(0) = 0, \){a, 0) = 0, \){a, 0) = a 

hat, wollen wir hier kurz als eine „normierte Rekursion" bezeichnen. 

Es sei nun f (a) eine mittels primitiver Rekursionen definierte 
Funktion. Diese kann dann auch mittels normierter Rekursionen 
definiert werden. (Explizite Definitionen brauchen wir hierbei nicht 
zuzulassen, da wir ja ein jedes durch eine solche Définition eingeführte 
Symbol durch den definierenden Ausdruck ersetzen kônnen.) Denken 
wir uns eine solche Définition von f {a) mittels normierter Rekursionen 
ausgeführt. Bei jeder dieser Rekursionen wird zur Bildung der zweiten 
Rekursionsgleichung ein Term 

b(r,s) bzw. 'b{r,s,t) 

benutzt, der seinerseits mittels der vorher schon eingeführten Terme 
gebildet ist. Es werden daher in der zu betrachtenden Définition der 
Funktion f (a) im allgemeinen Terme mit drei Variablen auftreten ; da- 
gegen kônnen Terme mit mehr als drei Variablen nicht vorkommen. 
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sofern wir darauf sehen, daB aile auftretenden zusammengesetzten 
Funktionsausdrücke von innen lier aufgebaut werden. Als Ausgangs- 
tenne haben wir das Symbol 0 und die freien Individuenvariablen, als 
Ausgangsfunktion die Strichfunktion. 

Um nun an Hand der vorgelegten Définition von f(a) zu der ge- 
wünschten Ungleichung , , , 


zu gelangen, verfahren wir so, daB wir nacheinander für aile in der 

Définition von f(a) vorkommenden Terme Abschâtzungen der gleichen 

Art ableiten. Diese Abschâtzungen haben für Terme mit einer Variablen 

die Gestalt , , , 

t(a) 

für Terme mit zwei und drei Variablen haben sie die Form 


bzw. 


i{a, b) < rpi{[i{a, h)) 
t{a, h, c) < b, c)) 


(wobei jedesmal ï eine Ziffer bedeutet) ; dabei sind fi {a, b) und fi{a, b, c) 
die Funktionen, welche das Maximum von a und b bzw. das Maxi- 
mum von a, b, c darstellen und welche sich explizite durch die 

Gleichungen . 

fi{a, b) — a ô{b, a) , 


fi{a, b, c) = fi{a, fi{b, c)) 

definieren lassen, aus denen man die Formeln ableitet: 


a ^ fi{a, b) , b-^ fi {a, b) , 

a = fi {a , b) y b = fi{a , b) , 
a ^ fi{a , b , , b fi{a , b , c) , c fi{a , b , c) , 


a = fi {a, b, c) y b = fi{a, b, c) y c — fi{a, b , c) . 

DaB man nun in der Tat für jeden in der Définition von f (a) vor- 
kommenden Term, und somit zuletzt auch für \{a) selbst, eine Ab- 
schâtzung der gewünschten Form erhâlt, ergibt sich aus folgenden 
Feststellungen ; 

1. Es sind die Formeln ableitbar 


0<y}o{(i), a<ipo{a), 

(für jede Ziffer f). V,M'âW(-» 

2. Ist ^(a) durch die Rekursion 

MO) ==0, 

M«') = h {n, Mw)) 

eingeführt und ist für b {a, b) eine Abschâtzung 

b{a, h) < rpi{fi(a, b)) 

Hilbert*Bernays. Gnindlagen der Mathematik I. 


22 



J ^3 § 7- rekursiven Definitionen. 

ableitbar, so erhâlt man daraus die Formeln 

l) {a) < ipt+i («) & (« . ï) («)) < Wt (V’f+i («)) . 

und mit Hilfe der Gleichung 

die Formel >A (V, «(<«)) = V-.+iM 

ï)(«) < Wt+i{<i) !)(«') < v^f+i(«')> 
welche in Verbindung mit der ableitbaren Formel 

MOXV't+iiO) 

mittels des Induktionsschemas die Formel 

liefert. W)<y>,,M 

Man beachte, daB der hier angenommene Fall auch dann vorliegt, 
wenn in h {a, b) nur eine der Variablen a, b auftritt und in bezug auf 
diese Variable die Ungleichung 

h {a, b) <ii)f (a) 
h(a,b) < yft(b) 


bzw. 


ableitbar ist. Denn aus jeder dieser Ungleichungen ergibt sich mit 
Hilfe der Formel 

a g b -*■ y)f {a) ipf {b) 

die Ungleichung 

b(«, b) < b)). 

3. Ist t)(a, b) durch die Rekursion 

^ (a , 0) =0 bzw. l) {(1,0) — a, 
f)(a, «') = b(rt, w, f)(a, M)) 
eingeführt, und ist für 

b{a, b,c) 

eine Abschâtzung , , , , , , 

h{a,b,c) <yji{(i(a,b,c)) 

ableitbar, so erhàlt man daraus die Abschâtzung 

\){a, b) < b)). 

Nâmlich man leitet zuerst die Ungleichung 

'i}(a,b) < 'V^+i (a + b) 

folgendermaBen durch Induktion nach b ab. Zunâchst ergibt sich 

X r 0) < v’f+iC'* + 0); 

ferner erhalt man 

^{a,b) <y)t^^{a + b) b(a. J, b)) < ^’î(V>t+i (a + ô)) 
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und daraus weiter 

I) {a , h) < Vf+i (a + t) -► t){a. b') < {a + b') ; 
nun ergibt sich mittels des Induktionsschemas 

\){a, b) < + b). 

Andererseits erhalten wir, mit Benutzung der Formeln 


tf + ^ 2 • fl (a , b) , 


2' fi{a,b) < y)o{fi{a, b)), 


Wt+iiWoi^)) < Vf+i(Vf+2(<5 («))), 
a ^ 0 -> V^i+i(v>i+ 2(«5(«))) -- Vi+2(«) 

die Ungleichung 

Vt+i(« + *) < Vr +2 (/“(«> b)), 
so daC sich im ganzen 


ergibt. 

Der Fall, daC in 


{){a, b) < V’f +2 b)) 

\>{r, s, t) 


nicht aile drei Variablen r , s, t auftreten, erledigt sich ganz ebenso wie 
der entsprcchendc Fall bei der Rekursion ohne Parameter. 

4. Wird ein Term t, in dem auBer a, b, c keine Variable auftritt, in 
ein Funktionszeichen 1)(«) mit einem Argument eingesetzt und ist 
für '^){n) die Ungleichung 

sowie für t die Ungleichung 

t < Vt (c) 


ableitbar, wobei c einer der Terme 

a.b.c, fi{a,b), fi{a.c), fi{b,c), fi{a,b,c) 
ist, so ist auch die Ungleichung 


l)(t) < V’/i(f,J)+2(t) 
ableitbar; denn man erhâlt 


Mt) < Vf(V’((c)) 

^(t) < 

< V'/.(f,I)+2(c). 


22 * 
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5. Werden die Terme u, t), welche auBer a,h,c keine Variable 
enthalten, in die Argumentstellen eines Funktionszeichens ^{m,n) 
eingesetzt und sind die Ungleichungen 

\){a, h) < h)), 

U < v^t(o), 

0 <y,(b) 

ableitbar, wobei sowohl 0 wie b einer der Terme 

a,h,c, /n{a,b), fi{a,c), [i{b,c), ju{a,b,c) 
ist, so kann daraus eine Ungleichung 

ï)(u, t)) <W,.(Ui.l) + 2{c) 

abgelcitet werden, wobei c wiederum einer der Terme 

a,b,c, /n(a.b), fi{a,c), fi{b,c), fz{a,b,c) 
ist. Nâmlich man erhâlt zunâchst 


Ï)(U, b) 

< b))) 

und daraus entsprechend wie beim Fall 4 

I)(u, d) < yV(i.i.i) + 2 (/“(a. b)), 
und auBerdem ist eine Gleichung 

/i(o, b) = c 


ableitbar, worin c einer der in der Behauptung genannten Terme ist. 

Auf Grund dieser unter 1. bis 5- festgestellten Ableitbarkeiten 
erhalten wir für die Funktion f (à ) , indem wir ihrer Définition durch 
normierte Rekursionen nachgehen, eine Abschâtzung 


wofür auch 


f(a) <y>M, 


î(a) <ip{a,x) 

geschrieben werden kann. 

Hieraus folgt nun, daB die Funktion y){a,n) nicht durch primitive 
Rekursionen definierbar ist. Wâre dieses nâmlich der Fall, so müBte 
das gleiche für die Funktion y) {a, a) gelten, und es müBte demnach, 
für eine gewisse Ziffer r, die Ungleichung 


y){a, a) < \p{a, x) 

ableitbar sein, aus welcher sich durch Einsetzung von r für a die 
Formel 

y){x. r) < y>{x, r) 


und damit ein Widerspruch ergâbe. Das wâre aber ein Widerspruch 
innerhalb der rekursiven Zahlentheorie (diese im Sinne unseres anfâng- 



UnzurückfOhrbarkeit verschrânkter Rekursionen auf primitive. 



lichen Rahmens verstanden), wâhrend wir doch gezeigt haben, daû ein 
solcher Widerspruch ausgeschlossen ist. 

Hiermit ist nun erwiesen, daü die für die Funktion y){a,n) auf- 
gestellte Rekursion tatsâchlich über die primitiven Rekursionen hinaus- 
führt. 

Auch kônnen wir aus diesem Ergebnis den entsprechenden Satz für 
die AcKERMANNsche Funktion f(a,6,n) folgendermaÜen entnehmen. 
Wir betrachten die Funktion 


=1(2, a + 1,« + 2). 

Für diese ergibt sich zunâchst : 

X{a,0) = 1(2. a 4- 1. 2) 

= 2®'*'^ 


ferner : 


und drittens; 


X{a, 0) > y>{a,0), 

X{0,n') = 1 ( 2 , 1 ,« + 3 ) 

= |(2,|(2.0,« + 3),« + 2) 

= 1(2, 2,n 4- 2) 

XiO.n') =x{Un), 

X{a', n') = ^(2, a 4- 2, w 4- 3) 

= 1(2. 1(2, a + 1,« 4- 3).« + 2) 
X{a', «')= ^{2,X{(^,n').n + 2). 


Mit Hilfe dieser Formeln kann nun für jede Ziffer n die Formel 

X{a, n) > xp{a,v) 

abgeleitet werden. Für n = 0 ist die Formel bereits abgeleitet. Es 
genügt also zum Nachweis, wenn wir zeigen, daI3 mit Hilfe der Formel 


die Formel 


X{a, n) > v»(a, n) 
X(a,n') > v>(a,n') 


ableitbar ist. Diese Ableitung erfolgt durch Induktion nach a. Man 
erhâlt zunâchst aus 


die Formel 


X(O.n') = ;i:(i,n), 
> v»(l.n), 
y){i,n) = y>iO,n') 
X{0,n') > y){0, n'). 


Nun handelt es sich noch darum, die Formel 


Xia,n') > y>(a.n') xi<i\ri') > tpia' ,n') 
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zu gewinnen. Hierzu benutzen wir, dafi für jede Ziffer n, ganz ent- 
sprechend wie zuvor die Formel 

y){a,n) <y-'{a', n) 
abgeleitet wurde^, die Formel 

1(2, a, n + 2) < 1(2, a', n 4- 2) 
und somit auch die Formel 

b^a -> ^(2, 6, n + 2) f(2, a, n + 2) 

ableitbar ist. Aus dieser erhâlt man, mit Benutzung von 
X{a,n') > tp{a,n') (a , w') V’ (<* - w') + 1 

und der Gleichungen 

1(2, ;f(a, «0» « + -) = w'). 

f (2, y)(a, »') + 1 , w 4- 2) = ;f(y(<ï, w'), m) 

die Formel 


X{a,n') > y){a, n') -► xi^', n') ; Z (V» (« . «') > ») • 
Andererseits erhalten wir aus der Formel 


durch Einsetzung 


X{<i,n) > y>{a,n) 


Z(V(«. n'), n) > ip{ip{a, n'), n), 
und hieraus mittels der Rekursionsgleichung 

y) {a' ,n')=y} {ip {a , n ') , n) 

die Formel 

X{v{a,n'),n) > y){a', n'), 
so daB sich im ganzen die gewünschte Formel 

X{a,n') > ip{a, n') -yxi^'.n') > ip{a',n') 

ergibt, 

Somit ist in der Tat für jede Ziffer n die Formel 


X{a, n) > yf{a, n) 

ableitbar. Hieraus aber folgt, auf Grund dessen, was wir über die 
Funktion fia, n) bewiesen haben, daB zu jeder durch primitive Re- 
kursionen definierbaren Funktion f (a) eine Ziffer r so bestimmt werden 
kann, daB die Ungleichung 

t(«) <Z(«,ï) 

ableitbar ist. Die Funktion xi^»^) kann daher, ebenso wie ip{a,a), 
nicht durch primitive Rekursionen definiert werden, d. h. die Funktion 

1(2, a + l.a + 2) 


1 Vgl. S. 333. 
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làBt sich nicht durch primitive Rekursionen definieren, und erst recht 
kann daher auch die Funktion ^{a, b, n) nicht durch primitive Re- 
kursionen definiert werden. 

Wir wollen die Betrachtung der môghchen Verallgemeinerungen 
der rekursiven Définition hier nicht weiterführen, dagegen noch kurz 
eine Erweiterung des Induktionsschemas besprechen. Diese betrifft 
die Anwendung des Induktionsschemas auf Formeln, welche mehr 
als eine Individuenvariable enthalten. Bei diesen enveist es sich zur 
Formalisierung des Schlusses von n auf w -f 1 als sachgemâfi — sofern 
man gebundene Variablen vermeiden will, wie es ja der Méthode der 
rekursiven Zahlentheorie entspricht — , folgende Gestalt des Induktions- 
schemas zuzolassen: 

sowie auch noch die allgemeinere Form 

^(è,0) 

%{b,a). 

Hierbei bedeuten t, ti, . . . , irgendwelche Terme, welche auch die 
Variablen a, b enthalten kônnen, und als Bedingung für die Anwendung 
des Schémas haben wir nur, dal3 die Formel 91 (c, r) keine der Variablen 
a, b enthâlt. 

Bei der Hinzufügung dieses erweiterten Induktionsschemas bleibt 
der Satz in Gcltung, daÛ jede (ohne Benutzung von gebundenen Varia- 
blen) ableitbare Formel, welche keine Formel variable enthâlt, verifizier- 
bar ist. Dieses ergibt sich ganz entsprechend wie für das gewohnliche 
Induktionsschema, indem man sich klarmacht, daC aus zwei Formeln 

31(6.0), 

91 (tj , a) «& . . . & 9Ï (ti. a) -► 9t (6 , a') 

für jede Ziffer 5 die Formel 91 (6 , 5) durch Einsetzungen, Exportationen 
und SchluBschemata zu erhalten ist. 

Man beachte, daB bei der Anwendung von gebundenen Variablen 
das erweiterte Induktiorj^schema sich auf das gewohnliche Induktions- 
schema zurückführen lâBt. Nâmlich aus den Formeln 

31(6,0), 

91 (tj , a) & . . . & 91 (tj, a) -> 91 (6, a') 
erhâlt man mittels des Prâdikatenkalkuls die Formeln 

(^)91(*,0). 

{x)^{x,a)->ix)^{x,a'), 
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aus denen sich mit Hilfe des gewôhnlichen Induktionsschemas die Formel 

{x) %{x, a), 

und daraus wieder die Formel 
ergibt. 

Als Anwendung dieses erweiterten Induktionsschemas wollen wir 
eine vereinfachte Ableitung der früher erhaltenen Formel 

à{b.a) =0' -> a' = è 

geben, bei der man ohne Heranziehung der Funktion a b auskommt. 
Zunâchst werden wie vordem die Formeln 


« =1= 0 a = à{a)' , 
à{a' ,b') = ô{a, b), 
<5(0, a) = 0 


mittels des gewôhnlichen Induktionsschemas abgeleitet. Aus diesen 

Formeln gewinnt man mit Benutzung der Gleichheitsaxiome zuerst 

die Formel «,/, » , , i 

ô{b,a') =0' b ^ 0, 

und aus dieser weiter 


{ô{ô(b),a) =0' -> a' = ô{b))-*{ô(b,a') ^0' -> a" = b). 
Diese Formel hat nun die Gestalt 


iît(<5(è),a)->21(6,<i'); 


es ist nâmlich für SI (c , a) zu setzen 


ô{c, a) — 0' 


Die zugehôrige Formel 


5t(è,0) 


lautet 


ô{b. 0) - 0' -> 


a' = c. 

0' = b; 


diese ergibt sich ohne weiteres aus der ersten Rekursionsgleichuiig 
für <5 (a, b) und den Gleichheitsaxiomen. Somit kônnen wir das er- 
weiterte Induktionsschema anwenden und erhalten die Formel 


21 ( 6 , «). 

d. h. die gewünschte Formel 

<5(6, a) = 0' -► a' = ê. 

Erinnern wir uns daran, daû bei der Ableitung der Formeln a C, a, 
a <. a! , a <i b -> a' = b\/ a' <. b, a <. b & b a c -> a < c, welche auf 
Grund der expliziten Définition von a d b mit Hilfe der Rekursions- 
gleichungen für die Funktionen a -f- 6 , à {a), ô[a,b) erfolgte, die An- 
wendung der Rekursion für a -f- 6 nur zur Ableitung der Formel 

à{b,a) =0' a' = 6 
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erforderlich war, so erkennen wir jetzt, daB die Heranziehung dei 
Rekursionsgleichungen von a h für diese Ableitung überhaupt 
vermieden werden kann, wenn man das erweiterte Induktionsschema 
benutzt. 

Wir kônnen in der Verallgemeinerung des Induktionsscbemas noch 
weiter gehen, z. B. durch Zulassung des folgenden „verschrânkten“ 
Induktionsscbemas : 51 (a 0) 

5t(ti.M)-^5ï(0.n'), 

2 I(t 2 , n) -> (5l(a, n') -► %{a’ ,n')) 

für welcbes wieder die Bedingung bestebt, daB die Formel 

3l(c,r) 

keine der beiden Variablen a,n entbalten darf. 

Es bedeutet dabei keine Bescbrânkung, wenn wir voraussetzen, 
daB der Tenu t^ nur solcbe Variablen entbâlt, die in 51 (0, n') vorkommen, 
und ebenso nur solcbe Variablen, die in 51 (fl, n) vorkommen. Andern- 
falls nâmlicb kônnen die anderweitigen in ti, t 2 auftretenden Variablen 
durcb Zifferneinsetzungen entfernt werden, obne daB im übrigen das 
Schéma verândert wird. 

Die Anwendung dieses verscbrânkten Induktionsscbemas fübrt 
wiederum nicbt über den Bereicb der verifizierbaren Formcln binaus. 
Denn wenn die drei ersten Formeln des Schémas ableitbar sind, so 
kann aus diesen Formeln — wie man sich leicht überlegt — eine jede 
Formel, welche aus 51 (fl,») durch Einsetzung von Ziffern für die vor- 
kommenden Individuenvariablen entsteht, mit Hilfe von Einsetzungen 
und Anwendungen des Aussagenkalkuls abgeleitet werden. 

Als Beispiel für die Verwendung dieses verschrânkten Induktions- 
schemas môgc die Ableitung der Ungleichung 

fl < V>(fl, n) 

aus den Rekursionsgleichungen 

y> {a, 0) = 2 • fl + 1 , 

V’(0.«') =V'(1,»), 
ip (fl', «') = yf{y){a, «'),«) 

genommen werden. Wir haben bisher diese Ungleichung nur für feste 
Ziffernwerte von n als ableitbar erwiesen. Mittels des verschrânkten 
Induktionsscbemas kann sie für variables n folgendermaBen abgeleitet 
werden : 

Aus der ersten Rekursionsgleichung erhalten wir 

a < y){a, 0), 
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\<‘(p{\,n) -> 0<v>(0,w'), 
und ans der dritten ergibt sich 

y}{a, n') <C y>{y)ia, n') , n) -+ y) {a , n') <. y) {a' , n') 
und daraus weiter 

ip{a,n’) <.ip{ip(a,n’),n) -* (a Cy){a,n') -> a' < ip{a' , n')) . 

Die erhaltenen Formeln liefern nun gemaB dem verschrânkten In- 
duktionsschema, wenn wir darin für {a , n) die Formel 

a < y) {a, n), 

für und tj die Terme 1 und y){a,n') setzen, die gewünschte Un- 
gleichung 

a < n) . 

Auf gaiiz entsprechende Weise erhalt man mittels des verschrânkten 
Induktionsschemas für die AcKERMANNsche Funktion ^{a,b,n) die 
Ungleichung . < ^ (2, a, « + 2). 

aus welcher man, auf Grund der Kekursionsgleichungen für ^{a,b,n) 

1(2, a, « + 3) < 1(2, a + 1 , w + 3) 

und somit auch 

^ (2 , U , n 2) <C^(2,fl + i , n 2) 


erhalt — eine Ungleichung, die wir vorhin nur für feste Ziffernwerte 
von n als ableitbar festgestellt hatten. — 

Keliren wir nun von der Betrachtung der rekursiven Zahlentheorie 
zu unserem vorherigen Gedankengang zurück. Wir waren ausgegangen 
von der Erwagung, daB das System der Axiome (B), hinzugefügt zu 
dem Prâdikatenkalkul, noch nicht den Formalismus der Zahlentheorie 
liefert, obwohl darin aile fünf PEANOschen Axiome ihre Formalisierung 
erhalten, und zwar aus dem Grunde nicht, weil in jenem System die 
Méthode der Einführung von Funktioncn durch rekursive Definitionen 
noch nicht inbegriffen ist. Wir kamen so auf eine genauere Erôrterung 
des Verfahrens der rekursiven Définition. Diese zeigte uns, daB die 
rekursive Einführung einer Funktion zwar ihre Bezeichnung als Dé- 
finition insofern verdient, als sie für den Fall der Besetzung der 
(durch die Rekursion) ausgezeichneten Argumentstelle durch eine 
Ziffer, und erst redit also bei der Besetzung aller Argumentstellen 
durch Ziffern, einen definierenden Ausdruck liefert, daB sie aber für 
die Funktion selbst, mit variablen Argumenten, keinen Ausdruck gibt 
und sich dadurch von der eigentlichen „expliziten“ Définition unter- 
scheidet, welche nur in der Einführung einer abkürzenden Bezeichnung 
besteht. Als einen weiteren Unterschied der rekursiven Définition 
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gegenüber der expliziten Définition stellten wir fest, daB die Wider- 
spruchsfreiheit der Einführung von rekursiven Definitionen nicht schon 
durch die Widerspruchsfreiheit der vorherigen Axiome garantiert ist, 
sondern von einer bestimmten Beschaffenheit der vorherigen Axionie 
abhângt. Durch die rekursiven Definitionen wird die Strichfunktion 
implizite charakterisiert, und es kônnen daher auch rekursive Defi- 
nitionen an die Stelle von zahlentheoretischen Axiomen treten. So 
haben wir insbesondere gefunden, daB die Axiome (P^) (P^) aus den 
Rekursionsgleichungen für die Funktionen (x{n) und ô{h) mit Hilfe 
der Gleichheitsaxionie und der Formel 0' 4" 0 ableitbar sind. Bei der 
Hinzunahme des Induktionsschemas genügen schon die Rekursions- 
gleichungen für ô(n) allein .zur Ableitung der Formeln (Pj), (P-J ■ Und 
aus den Rekursionsgleichungen für ô (n) und ô{a, b) lassen sich auf 
Grund der expliziten Définition 


die Axiome 


a b â{b, a) G 0 


a <. a, a a a' , a <. b &. b <. c -> a <C c , a <. b -> a' = b M a' b 

mit Hilfe der Gleichheitsaxiome, der Formel 0' 4" 0 und des erweiterteti 
Induktionsschemas ableiten. Bei allen diesen Ableitungen ist der 
elementare Kalkul mit freien Variablen zugrunde gelegt. 

Beachten wir, daB bei der Zugrundelegung des Pradikatenkalkuls 
das erweiterte Induktionsschema (wie schon erwâhnt) auf das gewohn- 
liche Induktionsschema und sornit auch auf die Anwendung des In- 
duktionsaxioms zurückführbar ist, so ersehen wir aus der letztgenannten 
Ableitbarkeit, daB die Formeln des Axiomensystems (B) sich sâmt- 
lich ableiten lassen aus demjenigen Axiomensystem, welches gebildet 
wird von den Gleichheitsaxiomen, der Formel 0' 4^ 0, den Rekursions- 
gleichungen für die Funktionen à{n) und à {a, b) und dem Induktions- 
axiorn, also aus dem System der Formeln 

a — a, 

a = b > {A (a) -> A {b)) , 

0 ' 4 0 , 

«5(0) = 0, 
d{n') — n, 
ô{a, 0) = a, 
ô{a, n') == 5(^(a, n)), 

A (0) & {x) (A {X) -► A {x')) A{a), 

unter Hinzufügung der expliziten Définition 

a ■< b ~ d(6, «) 4 0. 
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Über die Betrachtung der speziellen Ableitbarkeiten hinausgehend, 
haben wir uns die Tragweite der rekursiven Definitionen dadurch vor 
Augen geführt, daB wir die Entwicklung der Zahlentheorie, wie sie 
sich an Hand der Rekursionen ohne Benutzung von gebundenen 
Variablen ergibt, ein Stück weit verfolgt haben. 

Durch diese Entwicklung der rekursiven Zahlentheorie ist es nun 
schon im hôchsten Grade plausibel gemacht, daB auch bei der Zu- 
grundelegung des gesamten Prâdikatenkalkuls die Hinzufügung der 
rekursiven Definitionen zu den Symbolen und Axiomen des Systems (B) 
eine wesentliche Erweiterung des Formalismus mit sich bringt, Einen 
strengen Nachweis haben wir aber dafür noch nicht geliefert. Um einen 
solchen zu erbringen, müssen wir uns klarmachen, was wir unter einer 
„wesentlichen Erweiterung des Formalismus" zu verstehen haben. Eine 
Erweiterung eines Formalismus liegt bereits dann vor, wenn ein Funktions- 
zeichen eingeführt wird, welches sich nicht durch einen vorher schon 
zugelassenen Term explizite definieren lâBt derart, daB bei der Er- 
setzung des Funktionszeichens durch diesen Term die Formeln, mit 
welchen das Funktionszeichen eingeführt ist, in ableitbare (d. h. in 
dem vorherigen Formalismus ableitbare) Formeln übergehen. In 
diesem Sinne wird der Formalismus des Systems (B) bereits durch die 
Einführung der Funktion ô(n) mittels der Rekursionsgleichungen 

^( 0 ) = 0 , 

ô{n') — n 

erweitert. 

Unter dem ,, Formalismus des Systems (B)‘‘ verstehen wir hierbei 
das Axiomensystem (B) einschlieBlich aller der Festsetzungen, auf wel- 
che sich die Anwendung der Axiome stützt, .sowie auch aller der Term- 
bildungen, Formelbildungen und Beweise, welche durch diese Fest- 
setzungen zugelassen sind. In diesem Formalismus ist jeder Term ent- 
weder eine Ziffer oder eine Variable oder eine mit Strichen versehene 
Variable. Eine explizite Définition von ô{n) durch einen Term kônnte 
also nur die Gestalt 

ô{n) = 

haben, wobei a entweder das Symbol 0 oder eine Variable ist. Hier 
mu B nun jedenfalls die Variable n enthalten. Dcnn andernfalls 
würde sich für à{n') aus der Definitionsgleichung die Ersetzung 
ergeben, und bei dieser Ersetzung müBte die Gleichung 

ô {n') = n 

in eine durch das System (B) ableitbare Formel übergehen, d. h. es 
müBte die Gleichung 

— n 
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ableitbar sein. Dann aber wâren auch (weil ja a nach der Annaimie 
die Variable n nicht enthâlt) die Formeln 


und somit auch 


a(') = 0, a<« = 0'. 

O' = 0 


durch das System (B) ableitbar. Wir wissen aber, dal3 diese Formel, 
welche ja cine falsche Formel ist, nicht durch das System (B) abgeleitet 
werden kann. Es bleibt also nur die Moglichkeit, dal3 a die Variable n 
ist, und dal3 also die explizite Définition 

ô(n) = 


lautet. Aber auch dieser Fall kommt nicht in Betracht ; demi es würde 
sich, wenn diese Gleichung cine explizite Définition darstellte, für ô(n') 
die Ersetzung ergeben, und es müBte die dutch diese Ersetzung 

aus der zweiten Rekursionsgleichung für â(n) entstehende Gleichung 


und somit aucli 


«ü+D _ 

= 0 


durch das System (B) ableitbar sein, wâhrend docli diese Formel eine 
falsche Fbrmel ist. 

Somit lâÜt sich in der Tat die Funktion Ô(n) im Formalismus des 
Systems (B) nicht explizite definieren. Gleichwohl erfahrt durch die 
Einführung dieser Funktion der Bereich der Aussagen, welche sich im 
Formalismus des Systems (B) durch Formeln darstellen lassen^, keine Er- 
weiterung. Denn die Funktionsbeziehung, welche durch die (ileichung 

â(a) = b 


dargestellt wird, kann ohne das Funktionszeichen â durch die Formel 


(a = O & b = O) V a = b' 

ausgedrückt werden. 

Bezeichnen wir nâmlich diese Formel kurz mit ^(a, b) , so sind 
aus dem Axiom (/j) unmittelbar die Formeln 


93(0,0), 

f8(n',n) 


ableitbar; aus diesen erhâlt man mittels des Induktionsschemas 


(Ex)f8(a,x), 

und mit Hilfe der Formeln (P^), (Pg) und des zweiten Gleichheitsaxioms 
ergibt sich 

95(a,6)&iB(a,c) -> i = c. 


1 Man beachte, daB eine zum Formalismus des Systems (B) gehôrige For- 
mel nicht eine ableitbare Formel zu sein braucht. 
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Diese beiden Formeln bringen zum Ausdruck, daB durch die Beziehung 
^d{a,b) jedem Wert von a eindeutig ein Wert von h zugeordnet wird, 
als „derjemge“ Wert b, für welchen ^{a,b) zutrifft; und durch die 
beiden Formeln 

33(0,0), 33(«',w) 

wird ausgedrückt, daB dièse Zuordnung, als Funktion aufgefaBt, die 
Rekursionsgleichungen für ô(n) erfüllt. 

Die eben genannten Ableitungen erfolgen ohne Benutzung der Funk- 
tion ô{n). Nehmen wir die Rekursionsgleichungen für ô{n) hinzu, so 
erhalten wir durch Induktion nach a die Àquivalenz 

ô{a) = b ~ 33 (fl , 6) , 

welche direkt zur Darstellung bringt, daB ô{a) gleich derjenigen Zahl b 
ist, welche zu a in der Beziehung 33 (fl, b) steht. Aus dieser Àquiva- 
lenz ergibt sich weiter mit Hilfe der Gleichheitsaxiome [d. h. durch 
Anwendung der Formel 6a)) aus § 5] ^ die Formel 

A(^(fl)) ~ {x) {^(a, X) ^ A[x)) , 

mittels deren eine jede mit Benutzung des Funktionszeichens à (•) ge- 
bildetc Formel überführbar ist in eine solche Formel, in dpr dieses 
Funktionszeichen nicht auftritt. 

Mit der Ausschaltung des Funktionszeichens ô{-) aus den F'ormeln 
kann übrigens auch — (was aus dem Vorangehenden nicht ohne wei- 
teres zu erschen ist) — die Ausschaltung der Funktion ô{n) aus den 
Ableitungen verbunden werden, d. h. wir kônnen die Benutzung der 
Funktion ô{n) zur Ableitung einer von dem Funktionszeichen ô{-) 
freien Formel stets vermeiden. 

DaB dieses in der Tat der Fall ist, lâBt sich aus einem allgeraeinen 
logischen Theorem über die Eliminierbarkeit der Begriffsbildung 
„derjenige, welcher" entnehmen, für welches im folgenderi Paragraphen 
der Nachweis geliefert werden solP. 

Die Beziehung zwischen der Gleichung 

(5(fl) = b 

und der F'ormel 

33 (fl, 6) 

hat für Ziffernwerte der Variablen folgende Konsequenz: Ist ê eine 
Ziffer und ist t der Wert, den man durch die Berechnung von ^(è) er- 
hâlt, so ist die Formel 
33(ê,t) 

^ Vgl. •§ 5 S. 169. 

2 Sofern wir uns auf die Betrachtung solcher Beweise beschrânken, deren 
Endformel keine Formelvariable enthâlt, kônnen wir den Nachweis für die 
Eliminierbarkeit der Funktion 5 (h) auch durch eine Modifikation der im § 6 
entwickelten Reduktionsmethode erbringen. 
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wahr und zugleich auch durch das System (B) ableitbar. Und ist n 
eine von t verschiedene Ziffer, so ist die Formel 

33(ê,n) 


falsch und ihre Négation ist durch das System (B) ableitbar. 

Der gleiche Sachverhalt, wie wir ihn hier bei der Funktion ô{n) 
antreffen, liegt vor bei der Funktion (x{a, b), die wir in der rekursiven 
Zahlentheorie mit Hilfe der Funktionen a -j~ b, ô (a, b) und ^(n) explizite 
durch die Gleichung 

a (a, b) ~ tx{ô(a , b) ô (b, a)) 

eingeführt haben. 

Von dieser kann man wiederum feststellen, daC sie sich nicht durch 
einen aus Variablen und dem Symbol 0 mittels des Strichsymbols 
gebildeten Term explizite definieren làfit. Wohl aber kann die Gleichung 


oi{a,b) = c 

durch die zum Formalismus des Systems (B) gehôrige Formel 

(a = è & c — 0) V (a 4= ^ & c = 0') 

vertreten werden. Auf diese wird man nicht direkt durch die genannte 
Définition der Funktion a (a, b), sondern erst durch die aus ihr ableit- 
baren Formeln 

a — b -> (x{a,b) — 0, 
a =\- b a{a, b) — 0' 


geführt. Diese beiden Formeln liefern in dem Sinne eine Définition 
der Funktion (x{a,b), daB sie für jedes Ziffernpaar ê,t, je nachdem 
ê mit t übereinstimmt oder von t verschieden ist, die Ableitung der 


oder der Gleichung 


a{è, t) = 0' 


und damit eine formalisierte Berechnung der Funktionswerte er- 
môglichen. 

Die beiden definierenden Formeln für a {a, b) gehen nun, wenn 
wir die Gleichung 

oc {a, b) — c 

durch die Formel 

{a = b & c = 0) y {a ^ b & c = 0') 


ersetzen, welche zur kurzen Mitteilung durch 6 (a, b, c) angegeben werde. 
in die Formeln 


a = b-^^{a, b, 0), 
a 4= 6 -*• b, 0') 
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über, welche beide mittels der Formel 


a — a 


ableitbar sind. 

AuBerdem kônnen mit Hilfe der Gleichheitsaxiome die Formeln 


^{a , b , c) & a — b -* c — 0, 
(S,{a , b , c) & a b -> c = 0' 


abgeleitet werden. Auf Grund der vier erhaltencn Formeln steht die 
Formel ©(«, b, c) zu der Gleichung a {a, b) -- c in ganz der entsprechen- 
den Beziehung wie die vorhin betrachtete Formel 33 (a, b) zu der Glei- 
chung Ô{a) b. Insbesondere ergibt sich, daB für jedes Zifferntripel 
r, ê, t, bei welchem t mit dem Wert von a(r, ê) übereinstimmt, die 

Formel 


und, falls t von dem Werte von «(r, ê) verschieden ist, die Formel 

durch das System (B) ableitbar ist. 

Die Betrachtung der beiden besprochenen Fâlle von Funktionen, 
deren Hinzunahme zu dem Formalismus des Systems (B) zwar den 
Termbereich, nicht aber den Bereich der darstellbaren Beziehungen 
erweitert, Icgt uns nahe, den Begriff der wesentlichen Erweiterung 
— es handelt sich um die Erweiterung eines Formalismus durch die 
Hinzunahme einer Funktion — folgendermaBen zu prâzisieren: 

Wird zu einem Formalismus eine Funktion von einem oder mehreren 
Argumenten hinzugefügt, durch Einführung eines Funktionszcichens 
f(a,...,k) nebst zugehôrigen Formeln, welche eine formalisierte Be- 
rechnung der Funktionswerte für Ziffernwerte der Argumente ermôg- 
lichen, so wollen wir sagen, daB die Funktion in dem For- 

malismus ,,vertretbar“ ist^, wenn die Gleichung 


f (a, /i) = l 

durch eine Formel 


aus dem Formalismus in dem Sinne vertreten werden kann, daB bei 
jeder Ersetzung der Variablen 


durch Ziffern 
die Formel 


a, . . . ,k,l 


1 Wir wâhlen hier die Bedingung der Vertretbarkeit môglichst schwach, 
damit die Behauptung der Un vertretbarkeit môglichst viel besagt. 
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in dem Formalismus ableitbar ist, falls ï mit dem Werte von 
übereinstimmt, und sonst die Formel 

9I(a;.T.7ï. I) 

ableitbar ist. Die vertretendè Formel 




kann dann jedenfalls auch so gewahlt werden, daB darin auBer a, k ,l 
keine freie Variable vorkommt. Denn in einer vertretenden Formel, 
welche noch andere freie Variablen enthalt, kônnen ja diese durch 
Einsetzungen beseitigt werden, ohnc daB die genannte Eigenschaft 
der Formel verloren geht. 

Wir sprechen nun von einer wesentlichen Erweiterung des Formalis- 
mus durch die Hinzunahme einer Funktion, wenn diese Funktion in 
dem Formalismus nicht vertretbar ist. 

Ini Sinne dieser Begriffsbestimmung wollen wir jetzt zeigen, daB 
bereits die Hinzunahme der Funktion a b und ebenso auch die Hinzu- 
nahme der Funktion ô{a, b) zu dem Formalismus des Systems (B) eine 
wesentliche Erweiterung dieses Formalismus bewirkt. 

Betrachten wir irgend eine Formel aus dem Formalismus des 
Systems (B), welche die Variable a als einzige freie Variable enthalt ; 
diese Formel ist durch das System (B) überführbar in ihre Reduzierte, 
und diese wiederum ist überführbar in eine solche disjunktive Normal- 
forrn, in welcher keine Négation auftritt, in der also jedes Disjunktions- 
glied sich konjunktiv zusammensetzt aus Gleichungen und Un- 
gleichungen. Die Gleichungen brauchen wir nicht besonders zu be- 
trachten, da eine Gleichung 


überführbar ist in 


a = b 

û < b' & b < û'. 


Für eine Ungleichung, die auBer a keine Variable enthâlt, bestehen 
folgende Môglichkeiten : 

Entweder sie ist numerisch, dann ist sie entweder wahr oder falsch. 
Oder sie hat die Gestalt 

< a<‘>. 


dann ist sie in die numerische Ungleichung 


überführbar. 

Oder sie hat die Gestalt 


0(t) < o<‘) 


< 0 <‘>. 


Falls dann f ^ I , .sp ist sie überführbar in die falsche Ungleichung 

0 < 0 ; 


Hilltert-Bpr' ays, Gruridlagen der Mathetnatik I. 
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falls t < ï , so ist sie überführbar in eine Ungleichung 


a < 0<‘>; 

eine solche woUen wir eine „obere Abschâtzung von a“ nennen, 

Oder sie bat die Gestalt 

Falls dann 1 < l, so ist sie überführbar in die wahre Ungleichung 

0 < 0 '; 

falls ï;âf, so ist sie überführbar in eine Ungleichung 

0«><a; 

eine solche nennen wir eine „untere Abschâtzung von a“. 

Hiemach ergibt sich für die gesamte Formel die Alternative, dafi 
sie entweder in eine wahre oder in eine falsche numerische Formel 
oder aber in eine solche disjunktive Normalform überführbar ist, worin 
jedes Disjunktionsglied sich konjunktiv aus oberen und unteren Ab- 
schâtzungen von a zusammensetzt. 

Betrachten wir nun diesen dritten Fall. Hier bestehen folgende 
zwei Môglichkeiten : entweder tritt in mindestens einem der Disjunktions- 
glieder keine obéré Abschâtzung von a auf; dann geht die Formel 
bei jeder Einsetzung einer Ziffer, welche grôBer ist als eine gewisse 
Ziffer 0^*^ in eine wahre Formel über. Oder in jedem Disjunktionsglied 
kommt eine obéré Abschâtzung von a vor. Dann geht die Formel bei 
jeder Einsetzung einer Ziffer, die grôBer ist als eine bestimmte Ziffer 0^*^ 
in eine falsche Formel über. 

Unsere Formel hat somit in allen Fâllen die Eigenschaft, daB sie 
entweder für aile genügend groBen, an Stelle von a gesetzten Ziffern 
eine wahre Formel oder für aile genügend groBen Ziffern eine falsche 
Formel ergibt. 

Hieraus folgt nun für die Formel, von der wir ausgingen, daB 
entweder sie selbst für aile genügend groBen Ziffernwerte von a ab- 
leitbar ist, oder ihre Négation für aile genügend groBen Ziffernwerte 
von a ableitbar ist. Diese Eigenschaft kommt also einer jeden zum 
Formalismus des Systems (B) gehôrigen Formel zu, sofern sie a als 
einzige freie Variable enthâlt. 

Auf Grund dieser Feststellung gelingt es nun leicht, für die Funktion 
a + 6 sowie auch für ô{a, h) nachzuweisen, daB sie im Formalismus 
des Systems (B) nicht vertretbar ist. 

Angenommen die Gleichung 

a -{-h — c 

wâre durch eine Formel 

^{a,b,c) 
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aus dem Formeilismus des Systems (B) vertretbar, so kônnte zuiiâchst 
— wie wir schon bemerkten — die Formel jedenfalls so gewâhlt werden, 
dal 3 sie auCer a,b, c keine freie Variable enthâlt, und ferner auch so, 
daB die gebundene Variable x darin nicht auftritt, da man ja nôtigen- 
falls diese Variable nur in eine andere umzubenennen brauchte. 

Es würde dann 

{Ex) X, a) 

eine dem Formalismus des Systems (B) angehôrige Formel sein, welche 
a als einzige freie Variable enthâlt. GemâB unserm bewiesenen Satz 
müBte daher entweder für aile genügend groBen Ziffern 5, d. h. aile 
von einer zu ermittelnden Ziffer 0^*^ an, die Formel 

(Ex) %{x, X, 5) 

oder für aile genügend groBen Ziffern 5 die Négation dieser Formel, also 
auch 

{x) ^l{x, X, 5) 

durch das System (B) ableitbar sein. 

Wâhlen wir also die Ziffer ï genügend groB, so wâre für die Ziffer 5, 
welche der Wert von f -f- ï ist, entweder jede dcr beiden Formeln 

[Ex] a:, 5), (Fa:) 31 (a;, a;, ^') 

oder jede der beiden Formeln 

(x) SH{x, X, ^), {x) %{x, X, 5') 

durch das System (B) ableitbar. 

Im ersten Falle würden wir, wcgen der Ableitbarkeit von 

(Ex) 51 (a:, a:, 5'). . 

nach dem ,,Satz von der partiellen Rcduktion" eine Ziffer 1 finden, 
für welche die Formel 

durch das System (B) ableitbar ware; im zweiten Falle wâre, zufolge 
der Ableitbarkeit von 

(x) n{x, X, §) , 

auch die Formel 

ableitbar. Nun kann aber weder die Formel 

noch auch die Formel 

durch das System (B) ableitbar sein. 


23 * 
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Denn da j der Wert von î + f ist, so erfordert die Eigenschaft der 

Formel . 

31 («, b, c) 


als vertretende Formel für 
daB die Formel 


Cl -{- b — c , 


durch das System (B) ableitbar sei, Dieselbe Eigenschaft der Formel 
'jt (a , 6 , c) erfordert ferner, daB die Formel 

iari.ï) 


ableitbar sei, da g' im Falle 1 < f groBer als der 
Falle I > ï kleiner als dieser Wert, also jedenfalls 
1+1 verschieden ist. Demnach ware sowohl im 


Wert von 1 + 1 , im 
von dem Werte von 
Falle der Ableitbar- 


wie auch im Falle der Ableitbar keit von 


51 ( 1 , 1 , 3 ) 

eine Formel samt ihrer Négation durch das System (B) ableitbar, 
wâhrend doch, wie wir gezeigt haben, das System (B) widerspruchs- 
frei ist. 

Es kann somit für die Gleichung 

a -j- b — c 

keine vertretende Formel im Formali.smus des Systems (B) 

geben. 

DaB die Gleichung 

d{a, b) — c 


im Formalismus des Systems (B) nicht durch eine Formel 


'i&{a,b,c) 


vertretbar ist, ergibt sich auf ganz entsprechende Art, durch Be- 
trachtung der Formel 

{Ex)i8{a, X, x). 


Wir brauchen, um dieses zu erkennen, die Überlegung nicht von 

neuem durchzuführen, sondern nur zu beachten, daB das Bestehen der 

Gleichung « , «x * 

^( 3 , 1 ) =1 


im Sinne der Wertbestimmung gleichbedeutend ist mit dem Bestehen 
der Gleichung 

1 + 1 = 3- 

Hiermit ist nun tatsâchlich gezeigt, daB keine der beiden Funktionen 
a -\-b, ô(a,b) im Formalismus des Systems (B) vertretbar ist. Ins- 



Âxiomensystem (D). 


357 


besondere ergibt sich hiermit, daÛ das System (C), von dem wir 
gezeigt haben, dal3 ans ihm sâmtliche Formeln des Systems (B) ableitbar 
sind, umfassender ist als das System (B) , d. h. gegenüber diesem eine 
wesentliche Erweiterung des Formalismus darstcllt. 

Dem System (C) , in welchem die Kekursionsgleichungen für à {a , b) 
als Axiome auftreten, stellen wir das folgende, mit den Rekursions- 
gleichungen für a b gebildete Axiomensystem gegenüber: 

a — a , 

a — b {A (a) -> A (bV) , 
a' 4^ 0, 

(D) a' =-h' a = h, 

U -j- 0 = , 

a -j- b' “ {a A- b)', 

A (0) & (x) {A (x) -*■ A {x')) > A (a) . 

Hierin haben wir auüer den Gleicliheitsaxiomen die beiden PEANOschen 
Axiome (Pj) , (P^) , welche in dem System (C) durch die Rekursions- 
gleichungen für ô{n) und die Formel 0' 4- 0 vertreten sind, die Rc- 
knrsionsgleichungen für a -j- 6 und das Induktionsaxiom. 

Dazu tritt die explizite Définition von a c, b, welche hier durch 
die Formel 

a <. b ~ (Ex) {x : j- 0 & -f a: = 6) 

erfolgt. 

Auf Grund dieser Définition leitet man die Formeln 
a <. a' , a ah -*■ a' = hy a' a b, a a a, 
a a b Sc b a c -> a a c 

ab, und zwar^ die erste unmittelbar mit Hilfe der Formel (Pj), die 
zweite mit Hilfe der (durch das Induktionsaxiom ableitbaren) Formeln 

« 4= 0 " *■ {E x) {x' — a) , 

a' -j- 6 = a , 

die dritte mit Hilfe der aus den Formeln 

0 + 

a' A- b ~ a A- b' 

und (Pg) durch Induktion nach a ableitbaren Formel 

a4“^ = ^ b — 0 

^ In der folgenden kurzen Angabe der Beweisgange werden die direkten 
Anwendungen der Rekursionsgleichungen für a A b sowie die Anwendungen des 
zweiten Gleichheitsaxioms nicht eigens erwâhnt. 
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und die vierte mit Hilfe der Formel 


a {h -\- c) — {a h) c 

und der Formel 

6 4-0 ^ « + 64^0, 

welche man aus den Formeln 

a 4“ 0 {Ex) {%' — a) 

und (Pj) erhâlt. 

Somit sind die samtlichcn Axiome des Systems (B) durch das 
System (D) auf Grund der expliziten Définition von a <. h ableitbar. 
Auch kann im Formalismus des Systems (D) die Gleichung 

ô{a, b) = c 

durch die Formel 

{a abScc — 0) y cj = b-j-c 

vertreten werden. Bezeichnen wir diese Formel zur Abkürzung mit 
^{a,b,c), so ist in der Tat, wie man sich leicht überlegt, für jedes 
Zifferntripel t , ê , t die Formel 

oder aber die Formel 

5^(r, ë, t) 

durch das System (D) ableitbar, je nachdem t der Wert von 6(r, §) 
oder von diesem Werte verschieden ist^. 

Will man ô{a,b) als Term zu dem System (D) hinziinehmen, so 
geschieht das am einfachsten, indem man die beiden Formeln 

à {a + b, a) = b , 

5 (a , a 6) = 0 

zu den Axiomen von (D) hinzufügt. In dem so entstehenden System 
(Dj) kann man die Funktion ô{n) explizite durch die Gleichung 

(5 (n) — ô(n, 0') 

definieren und auf Grund dieser Définition die Rekursionsgleichungen 
für ô(n) und für ô(a, b) ableiten. Aus dem System (Dj) kônnen somit 
sâmtliche Formeln des Systems (C) abgeleitet werden. 

Der Übergang von dem System (B) zu dem System (D) bildet, 
wie wir erkannt haben, eine wesentliche Erweiterung des Formalismus. 
Durch diese Erweiterung wird jedoch die Situation, wie wir sie bei der 

... - -y 

^ Man beachte, daB andererseits auch die Gleichung 

a + 6 = c 

innerhalb des Systems (C) durch die Formel 

d (c, b) = a & ô {b, c) ~ 0 


vertretbar ist. 
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Betrachtung des Systems (B) vorfanden, in grundsâtzlicher Hinsicht 
nicht verândert, vielmehr ergeben sich in bezug auf das System (D) 
ganz entsprechende Tatsachen, wie sie für das System (B) festgestellt 
wurden. 

Zunâchst besteht das Erfordemis, die Widerspruchsfreiheit für das 
System (D) nachzuweisen ; denn diese folgt ja nicht schon ans der des 
Systems (B) und auch nicht ans der Widerspruchsfreiheit der rekursiven 
Zahlentheorie, bei welcher ja die gebundenen Variablen ausgeschlossen 
sind. Es laBt sich nun die Méthode, nach der im § 6 die Widerspruchs- 
freiheit des Systems (B) nachgewiesen wurde, zur Behandlung des 
Systems (D) ausdehnen und liefert für dieses System auch die ent- 
sprechenden Vollstândigkeitssâtze. Wir wollen dieses Verfahren, welches 
von Presburger herrührt^, hier nicht in allen Einzelheiten durch- 
führen, vielmehr es nur insoweit darlegen, daB der Hauptgedanke und 
die genaue Form des Ergebnisses deutlich wird. Dazu sei folgendes 
vorausgeschickt : 

Zu den im Formalisnius des Systems (D) vorkommenden Termen 
gehôren insbesondere die mehrgliedrigen Sunimen mit gleichen Surnman- 
den von der Gestalt 

(...((a -f a) -f- o) -I ) + a. 

Fine !-gliedrige Summe von dieser Gestalt môge zur abgekürzten 
Mitteilung mit . * 


angegeben werden, ohne daB wir jedoch diesen Ausdruck hier in den 
Formalismus einführen. Zu dem Formalismus fügen wir P'ormeln 
der Gestalt „ ^ (, 

(zu lesen: „a ist kongruent b modulo f“) 


hinzu, wobci i eine von 0 und 0' verschiedene Ziffer ist. Solche ,, Kon- 
gruenzen modulo !“ werden durch folgende explizite Définition ein- 
geführt : 

fl = 6 (mod î) (Ex) {a = h X b ~ a X ' t); 


und zwar hat man die Définition für jede in der Verbindung vor- 
kommende Ziffer î einzcln aufzustellen. Z. B., lautet sie, wenn î die 
Ziffer 0'" ist, ohne Abkürzung geschrieben: 


fl = 6 (mod 0'") {E x) {a = b {(X x) -i- x) y b = a {{x x) x)). 


Eine Kongruenz 


r = ê (mod î) , 


in welcher r und ê Ziffern sind, soll wahr heiBen, wenn die Division 
von r durch ï denselben Rest ergibt wie die Division von ê durch ï; 


1 M. Presburger: Dber die Vollstândigkeit eines gewissen Systems der 
Arithmetik ganzer Zahlen, in welchem die Addition als einzige Operation hervortritt. 
Coraptes-Rend. du Premier Congr. d. Math, des Pays Slaves 1929 (Warschau 1930). 
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sie soll falsch heiûen, wenn die Divisionen verschiedene Reste ergeben. 
Die Kongruenzen treten im Formalismus als Primformeln auf. Über- 
haupt haben wir in unserem Formalismus als P'ormeln ohne gebundene 
Variablen und ohne Formelvariablen die Gleichungen, Ungleichungen 
und Kongruenzen, und ferner Formeln, die aus jenen drei Arten von 
Formeln durch die Operationcn des Aussagenkalkuls gebildet sind. 

Fine solche Formel soll verifizierbar heiBen, wenn sie bei jeder 
Ersetzung der freien Variablen durch Ziffern nach Ausrechnung der 
Summenausdrücke eine wahre Formel ergibt. Es lâBt sich nun dieser 
Begriff der Verifizierbarkeit, entsprechend wie es im § 6 geschah, 
mittcls eines Verfahrcns der ,,Reduktion“ auf Formeln mit gebundenen 
Variablen ausdchnen. D. h. man kann ein Verfahren angeben, durch 
das einer jeden von Formelvariablen freien Formel §1 aus dem Formalis 
mus des Systems (D) (unter Einbeziehung der Ungleichungen und 
Kongruenzen) eine (d. h. mindestens eine) Reduzierte zugeordnet wird, 
derart, daB folgendc Bedingungen erfüllt sind: 

1. Die Reduzierte einer Formel 51 ist eine Formel ohne gebundene 
Variablen und enthâlt die gleichen freien Individuenvariablcn wie 51. 

2. Eine Formel ohne gebundene Variablen (und ohne Formel- 
variablen) ist ihre eigene Reduzierte. 

3. Setzt sich eine Formel 3’ aus ^1, . . ., gf mittels der Operationen 
des Aussagenkalkuls zusammen, so setzt sich jede Reduzierte von ^ 
in der gleichen Weise aus Reduzierten von %i, • ■ • ,%t zusammen. 

4. Die Reduzierte einer Formel 51, welche Allzeichen enthâlt, 
stimmt überein mit der Reduzierten derjenigen Formel, welche man 
aus ihr erhalt, indem man jeden Bestandteil {x) 53 (a:) durch {Ex) 53 (^) 
(und entsprechend auch für eine andere gebundene Variable an Stclle 
von x) ersetzt. 

5. Es komme die Variable c nicht in ®(;r) vor, dann ist jede Re- 
duzierte von (Ex) @(^) zugleich Reduzierte einer Formel (E;!;) 9î(;r), 
bei welcher iH(c) eine Reduzierte von @(c) ist (statt x kann hier auch 
eine andere gebundene Variable, statt c eine andere freie Individuen- 
variable stehen). 

6. Geht aus 51 die Formel 51' hervor, indem die in 51 auftreten- 
den Individuenvariablcn (Formelvariablen sollen nicht vorkommen) 
durch Ziffern ersetzt werden, so geht durch die gleiche Ersetzung jede 
Reduzierte von 51 in eine Reduzierte von 51' über. 

7. Es enthalte 51 (c) auBer c keine Variablen, und 9î sei eine Re- 
duzierte von (Ex) ^{x). Wenn dann für eine Ziffer 5 die Formel 51(5) 
verifizierbar ist, d. h. nach Ausrechnung der vorkommenden Summen- 
ausdrücke eine wahre Formel ergibt, so ist 9î gleichfalls verifizierbar, 
und umgekehrt: wenn 9î verifizierbar ist, so finden wir an Hand 
der Reduktion von (Ex) 51 (a;) eine Ziffer 5, für welche 51(5) verifizier- 
bar ist. 
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8. Eine Formel und eine Reduzierte von ihr sind stets ineinander 
überführbar. 

Es seien hier auch kurz die Prozesse aufgeziihlt, durch die man 
zu einer gegebenen Formel ohne Formel variablen eine Reduzierte 
gewinnt, wobei wir uns im Interesse der FaBlichkeit einer heuristischen 
Darstellungsweisc bedienen wollen. 

Es handelt sich darum, die gebundenen Variablen, falls solche auf- 
treten, zu entfernen. Die Ausschaltung der AUzeichen ergibt sich ohne 
weiteres gemâB der Anforderung 4- Die Aufgabe besteht dann wie 
früher in der schrittweisen Ausschaltung der Seinszcichen von innen 
her. Das Verfahren dieser Ausschaltung ist bestimmt, wenn wir wissen, 
wie man einen zu innerst stehendcn Formelbestandteil der Gestalt 
[Ex) 5t(A:) (statt x kann auch eine andere Variable stehen) durch einen 
von dem betreffenden Seinszeichen {E x) freien Ausdruck zu er- 
setzen hat. 

Dieser ErsetzungsprozeB bcginnt damit, daB wir den Ausdruck 
91 (a;) mehreren Veranderungen unterwerfcn. 

a) Wir bringen ihn zunàchst mittels der Umformungen des Aus- 
sagenkalkuls in die Gestalt einer disjunktiven Normalform, gebildet 
aus Gleichungen, Unglcichungen und Kongruenzen. Sodann schalten 
wir die Gleichungen und ihre Negationen, ferner die Negationen von 
Ungleichungen und Kongruenzen aus, indem wir jeweils eine Gleichung 


durch 

eine negierte Gleichung 
durch 

eine negierte Ungleichung 
durch 


0 = b 

a < b' & b < a', 

a 4= £> 

0 < b V b < a, 
a < b 


b<û'. 


und die Négation einer Kongruenz 

0 = b (mod î) 

durch die (î — l)-gliedrige Disjunktion 

a = b + 0' (mod ï) V a = b + 0" (mod f) V . . . V a ^ b + (mod ï) 

ersetzen, Durch diese Ersetzungen wird im allgemeinen die disjunktive 
Normalform zerstôrt. Wir stellen sie dann wieder her. In der so er- 
haltenen Normalform ist jedes Disjunktionsglied eine Konjunktion aus 
Ungleichungen und Kongruenzen. Die Ausdrücke, die zu beiden Seiten 
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der Ungleichungen und Kongruenzen stehen, sind entweder Ziffern 
oder Variableii odcr aus solchen mittels des Strichsymbols und des 
Pluszeichens gebildet. 

b) Wir bringen nun jeden solchen auf einer Seite einer Ungleichung 
oder einer Kongruenz stehenden Ausdruck, sofern er die zu eliminierende 
Variable x enthâlt, auf die Form 

X ' î X bzw. X ' î, 

worin r ein von x freier Ausdruck ist, der aber sonst noch Variablen 
enthalten kann. Dies gcschieht, indetn wir jeden Ausdruck 


worin a keine Ziffer und die Strichzahl t von 0 verschieden ist, durch 

0 + 0 <‘> 


ersetzen und ferner auf die mit dem Pluszeichen gebildeten Ausdrücke 
die üblichen Rechenregeln für die Summe anwenden. 

Weiter konnen wir erreichen, dal3 jede Ungleichung sowie jede 
Kongruenz die Variable x hôchstens auf einer Seite enthalt. Namlich 
eine Ungleichung 

V • f -b r < v • f 

wird ersetzt durch 


eine Ungleichung 
bzw. 


r < 

a: • f + r < a: • 1 -t - ê 


a: • 1 - f r < • f + ‘3 , 


worin I die groBere der beiden Ziffern f , I und also von der Gestal 1 
f + P ist, wird ersetzt durch 


bzw. 


r < .V • P + 


A- • P + r < 5. 


Ganz entsprechend verfahren wir bei den Kongruenzen. Bei diesen 
konnen wir überdies die Variable x, wenn sie nur auf der rechten Seite 
steht, durch Vertauschung der beiden Seiten auf die linke Seite bringen, 
so daü nur noch Kongruenzen von der Gestalt 

A • P = è (mod n) 

bzw. 

-A • P -f- r = § (mod n) 

auftreten. 

F'erner schaffen wir bei einer Kongruenz 

A • P + r = § (mod n) 
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den Summanden r auf der linken Seite weg, indem wir die Kongruenz 
durch 

a;*^i = §-f-ï‘(n — i) (mod n) 

ersetzen^, so daB jede Kongruenz, in der x vorkommt, die Gestalt 

a; • ^ = t (mod n) 

erhâlt. Hierin braucht zunâchst t keine Ziffer zu sein. Wir kônnen 
jedoch bewirken, daB in jeder vorkommenden Kongruenz der be- 
trachteten Art rechts eine Ziffer steht. Namlich eine Kongruenz 

A- • .p = t (mod n) 

kann ersetzt werden durch die n-gliedrige Disjunktion 

(t = 0 (mod n) & A • = 0 (mod n)) 

V (t “ 0' (mod n) & A • ^ = 0' (mod n)) 

V . . . V (t = (mod n) & A • .p = (mod n)) . 

Nach der Ausführung dieser Ersetzung müssen wir wieder dafür Sorge 
tragen, daB die zunâchst zerstôrte disjunktive Normalform wieder- 
hergestellt wird. 

Nachdem dies geschehen ist, sctzt sich jedes Disjunktionsglied 
unserer Normalform konjunktiv zusammen aus Gliedem, welche 
entweder von a frei sind oder eine der Gestalten haben: 

A • P + r < ê, 

r < A • P + 0, 

A • P = 5 (mod n) , 

wobei g eine Ziffer ist, wâhrend r und ê nicht Ziffern zu sein brauchen. 
c) Für eine Konjunktion aus Kongruenzen von der Gestalt 

A • P = 3 (mod n) 

(wobei die Ziffern p, g, n jeweils andere sein kônnen) besteht im Sinne 
der elementaren Zahlentheorie die Alternative, daB diese Kongruenzen 
entweder keine gemeinsame Lôsung haben oder daB sie einer einzigen 
Kongruenz von der Gestalt 

A = q (mod m) 

gleichwertig sind, wobei q wieder eine Ziffer ist. Welcher der beiden 
Fâlle vorliegt, entscheidet man nach elementaren Methoden, und 
diese liefern auch im zweiten Fall die Bestimmung der Ziffern q und m. 
Wir ersetzen nun im ersten Falle die betrachtete Konjunktion durch 

* Hier steht n — 1 zur Mitteilung einer Ziffer. 



364 


§ 7- Die rekursiven Definitionen. 


die Ungleichung 0 < 0, im zweiten Falle ersetzen wir sie durch die 
betreffende ihr gleichwcrtige Kongruenz 

X = q (mod m) . 

Bei einer Konjunktion aus Ungleichungen, welche die Variable x 
enthalten, konnen wir zunâchst bewirken, daB in jeder von den kon- 
junktiv verbundenen Ungleichungen die Variable x in der gleichen 
Verbindung + t 

auftritt. Haben wir nâmlich zwei Ungleichungen 

^ • Pi + ti < , 

x - ï^< ^ 2 , 

so konnen wir statt deren die beiden anderen Ungleichungen 
^ • (Pi • P2) + (ri • 1>2 + ta • Pi) < • 1)2 + Ta • i), , 

x‘ {Pi- 1)2) + (ri ‘ l ’2 + r 2 • Pi) < *^2 • Pi + ri • P2 

setzen, und entsprechend konnen wir auch bei zwei Ungleichungen 


bzw. 

verfahren. 

Gestalt 


x-pi + h<h> §2 < ^ • p2 + rg 
''1 < ^ • Pi + ri , §2 < ^ • p2 + r2 

Hiermit ist die Anzahl dcr verschiodenen Verbindungen der 

x-p + t, 


in denen x innerhalb der betrachteten Konjunktion aus Ungleichungen 
auftritt, um eins vermindert, und durch Wiederholung dieses Prozesses 
wird die Anzahl schlieBlich auf 1 gebracht. 

Haben wir nun eine Konjunktion aus Ungleichungen von der Gestalt 

a: • -f- t < & . . . & X • P + t < ëj,, 

so konnen wir diese durch eine d-gliedrige Disjunktion ersetzen, worin 
das 1-te Glicd lautet: 


4- 1 & < ^2 + 1 & • • • & < § 1 . + 1 & • P + t < ê, . 

Entsprechend ersetzen wir eine Konjunktion 

durch eine tt)-gliedrige Disjunktion mit dem allgemeinen Gliede 

t| < r, 4- 1 & r 2 < h + 1 & . . . & r,o < + 1 & r, < a: • P 4- 1. 

Wird nach diesen Ersetzungen die zunâchst zerstorte disjunktive 
Normalform wiederhergestellt, so enthâlt darin jedes Disjunktionsglied 
die Variable x in hôchstens drei Konjunktionsgliedern, nâmlich in 
hôchstens einer Kongruenz, welche die Gestalt 

x = Q (mod n) 
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(mit einer Ziffer q) hat, und in hôchstens je einer Ungleichung von 
den beiden Formen 

a < ;*: • P + t 

und 

a: • P + t < b, 

wobei noch im Falle, dafi beide Formen zugleich vorkommen, der 
Ausdruck + t beidemcd der gleiche ist. 

Nachdem nun der Ausdruck SI {x) durch die Prozesse a) , b) , c) in 
cine disjunktive Normalform von der angegebenen einfachen Be- 
schaffenheit umgewandelt ist, nehmen wir das Seinszeichen {E x) 
hinzu und verteilen es auf die einzelnen Disjunktionsglieder, soweit 
diese die Variable x noch enthalten. Ferner ziehen wir bei jedem Glied 
mit voranstehendem {Ex) die von x freien Konjunktionsglicder vor 
das Seinszeichen. 

Wir haben nunmehr die Elimination der Variablen x nur noch an 
solchcn Ausdrücken auszuführen, welche entweder die Gestalt 

{E x) {x = q (mod -f-t&;v*;)4-t<b) 

haben Oder sich von dieser Gestalt nur durch das Fehlen eines oder 
zweier Konjunktionsglicder unterscheiden. 

Den Fall, dafi das Glied 

a < a; • V + t 

fehlt, brauchen wir nicht eigens zu betrachten, da wir. an Stelle der 
einen Ungleichung 

AC • ^ -f t < b 

die Konjunktion 

setzen kônnen. 

Wenn das Konjunktionsglied 

a; ♦ ^ + t < b 

fehlt, so ersetzen wir den ganzen Ausdruck durch die wahre numerische 
Formel 

0 < 0 ' . 

Fehlt die Kongruenz und ist p gleich 1, so haben wir 
(E Ac) (a < AC + t & Af + t < b) , 

wofür wir 

a' < b & t < b 

setzen kônnen. 

Ist dagegen beim Fehlen der Kongruenz die Ziffer p grôCer als 1, 
so kann 

(E Ac) (a < AC • ij -f t & AC • |) + t < b) 
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ersetzt werden durch 


{E x) {x 0 (mod )3)&a<;if + t& Ac4-t<b), 

womit wir aiif den Hauptfall dreier Konjunktionsglieder zurück- 
kommen, mit der Spezialisierung, dafi ^ gleich 1 ist. Diese Speziali- 
sierung kann auch bei dem vollen Ausdruck 

{E x) {x = q (mod + 6) 

erreicht werden, indem man diesen ersetzt durch 

{E ir) (ir sn q • P (mod if^)&û<A;-(-t&:r4-t<ï)) 

und hierin für die Terme q • p und n • p ihre Ziffernwerte eintrâgt. 

Es bleibt somit nur noch der Fall eines Ausdrucks 

{E x) {x = ^ (mod n)&û<ic + t& :v + t<b) 

zu behandeln, wobei g eine Ziffer ist, wâhrend û, b, t nicht Ziffern zu 
sein brauchen, und zwar kann hierin die Ziffer ^ aus der Reihe von 0 bis 
n — 1 angenommen werden ; denn steht zunâchst in der Kongruenz eine 
grôBere Ziffer, so konnen wir statt dieser den Kest setzen, den sie bei 
der Division durch u hat. 

Wir ersetzen nun einen jeden solchen Ausdruck durch die Disjunktion 
(O < t & t + â < b) V V î)2 V . . . V 3)„, 
wobei zur Abkürzung steht für den Ausdruck 

t<a'&n-fp<b&û + b = t + 5 (mod n) . 

Nachdem auf diese Weise der betrachtetc Formelbestandteil {Ex) ^{x) 
durch einen von x freien Ausdruck ersetzt ist, konnen wir noch er- 
forderlichenfalls durch Hinzufügung von Konjunktionsgliedern der Ge- 
stalt a = û dafür sorgen, daB in dem an Stelle von {Ex)%{x) treten- 
den Ausdruck aile die von x verschiedenen Variablen auftreten, welche 
in 91 (a:) vorkommen. 

Hiermit ist das Ersetzungsverfahren für die innersten Bestandteile 
{Ex) 91 (a:) und damit überhaupt das Reduktionsverfahren beschrieben. 

An Hand dieser Beschreibung kann man nun die aufgezâhlten 
Eigenschaften 1. bis 8. des Reduktionsverfahrens feststellen. Die 
Eigenschaften 1. bis 6. ergeben sich ohne weiteres. Der Nachweis der 
Eigenschaft 7- erfolgt, analog dem Beweise des „zweiten Hilfssatzes" 
in § 6, durch eine genaue Verfolgung des Reduktionsverfahrens, mittels 
Betrachtungen, welche der elementarèn anschaulichen Zahlentheorie 
angehôren, Wesentlich mühsamer ist der Nachweis für die Eigen- 
schaft 8. Hier hat man zu zeigen, daB jeder Schritt des Reduktions- 
verfahrens eine Umformung im Sinne der Überführbarkeit ist', wobei 
insbesondere das Induktionsaxiom wesentlich zur Anwendung kommt. 

1 Die Überführbarkeit besteht natürlich nur, sofern die expliziten Defini- 
tionen für < und für die Kongruenzen zum System (D) hinzugenommen werden. 
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Auf Grund der Eigenschaften 1. bis 7. des Reduktionsverfahrens 
kônnen wir nuii die überlegungen aus dem § 6, durcli die wir zu dem 
,,Eindeutigkeitssatz“ und dem „Satz von der partiellen Reduktion" 
gelangten, vollkommen übertragen. Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt 
insbesondere, daB, wenn von zwei Reduzierten die oine verifizierbar ist, 
auch die andere verifizierbar ist. 

Wir bezeichnen entsprechend wie früher eine Formel mit gebundenen 
Variablen (jedoch ohne Formelvariablen) als verifizierbar , wenn sie eine 
verifizierbare Reduzierte bat. Es gilt dann auch der Satz, daB eine 
jede durch das System (D) (unter Hinzunahme der expliziten Définition 
von a <C b) ableitbare Formel verifizierbar ist. 

Der Nachweis hierfür erfordert gegenüber dem entsprechenden in 
§ 6 nur insofern eine Modifikation, als wir jetzt das Indviktionsaxiom 
von vornherein unter den Axiomen haben. Jedoch entsteht hierdurch 
keine Schwierigkeit. Nâmlich wir kônnen zunachst wicder wie früher 
das Induktionsaxiom auf das Induktionsschema zurückführen. Auch 
die Ausschaltung der Formelvariablen geschieht wie vordem mit den 
erforderlichen VorsichtsmaBregeln. Nun braucht nur noch gezeigt 
zu werdcn: Wenn zwei Formcln 

51(0), 5ï(z)->5ï(0. 

verifizierbar sind, wobei die Variable r (statt deren natürlich auch eine 
andere freie Individuel! variable stehen kann) nur an der angegebenen 
Argumentstelle vorkommt, so ist auch 5I(«) verifizierbar. Dieses aber 
erkennt man daraus, daB unter der genannten Voraussetzung für jede 
Ziffer 3 die Formel 51(5) verifizierbar ist. 

Aus dem Satz, daB jede ableitbare Formel ohne Formelvariablen 
verifizierbar ist, folgt insbe.sondere die Widerspruchsfreiheit des 
Systems (D). 

Die Umkehrung, daB auch jede verifizierbare Formel ableitbar 
ist, ergibt sich aus der Eigenschaft 8. des Reduktionsverfahrens, in 
Verbindung mit der Ableitbar keit jeder wahrcn numerischen Formel des 
Systems (D), sowie der wahren Ungleichungen und Kongruenzcn, und mit 
dem Satz von der partiellen Reduktion^. Es fâllt also im Formalismus 
des Systems (D) wiederum Verifizierbarkeit mit Ableitbarkeit zusammen. 

Als Konsequenzen hieraus ergeben sich folgende Tatsachen: Wenn 
eine Formel aus unserem Formalismus keine freie Variable enthâlt, 
dann ist entweder sie selbst oder ihre Négation ableitbar. Die Ent- 
scheidung darüber, welcher der beiden Fâlle vorliegt, erhalten wir durch 
das Reduktionsverfahren, und zwar liefert uns dieses im Falle der 
Ableitbarkeit der Formel zugleich auch eine Méthode der Ableitung. 

Hat insbesondere eine ableitbare Formel, die keine freie Variable 
enthâlt, die Gestalt {Ex)%{x), so führt das Reduktionsverfahren zut 

1 Vgl. die entsprechende Überlegung im § 6, S. 253—255- 
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Bestimmung einer Ziffer 3 , für welche die Formel 91(3) ableitbar ist 
(dieses letzte ergibt sich aus dem Satz von der partiellen Reduktion). 
Und eine Formel von der Gestalt {x)%{x) ohne freie Variablen ist dann 
und nur dann ableitbar, wenn für jede Ziffer 3 die Formel 91(3) 
leitbar ist. 

Das System (D) besitzt also die gleichen Vollstàndigkeitseigenschaf- 
ten wie die Système (A) und (B) und gestattet gleichcrmaBen die 
Entscheidung aller in ihm formulierbaren Problème. 

Mit diesem Vorzug ist aber auch ein Mangel in Hinsicht auf die 
Ausdrucksfâhigkeit des Formalismus verbunden. Betrachten wir 
namlich im Formalismus des Systems (D) [entsprechend wie früher im 
Formalismus des Systems (B)] diejenigen Formeln, welche a als einzige 
freie Variable enthalten. Eine jede solche Formel ist entweder ihre 
eigene Keduzierte oder in ihre Reduzierte überführbar. Diese wieder- 
um laBt sich — nach den Methoden, die bei dem Reduktionsverfahren 
zur Anwendung kamen — überführen entweder in die wahre Formel 
0 = 0 , oder in die falsche Formel 0 < 0 , oder in eine disjunktive 
Normalform, deren Glieder sich konjunktiv aus Bestandteilen der Form 

a s q (mod n) , f < a • p , a • p < I 

zusammensetzen, wobei q,f,l Ziffern sind und von jeder der drei 
Formen nicht mehr als ein Glied in einer und derselben Konjunktion 
auftritt. 

Eine Ungleichung 

i * P 

ist weiter überführbar in eine „untere Abschâtzung" 


und ebenso 


X <a 
a • P < I 


überführbar in eine ,, obéré Abschâtzung" 

a < 


Unsere Ausgangsformel ist somit entweder in eine wahre oder in eine 
falsche numerische Formel überführbar, oder in eine disjunktive Normal- 
form, worin jedes Glied sich konjunktiv aus hochstens einer unteren 
Abschatzung von a, hochstens einer oberen Abschâtzung von a und 
hochstens einer Kongruenz 

• (î = q (mod n) 

zusammensetzt. Für eine solche disjunktive Normalform besteht 
folgende Alternative: Entweder sie enthâlt in jedem Disjunktionsglied 
eine obéré Abschâtzung von a , dann geht sie bei jeder Ersetzung von a 
durch eine Ziffer, welche die in den oberen Abschâtzungen a < § vor- 
kommenden Ziffern ê übertrifft, in eine falsche Formel über; oder die 



Unvertretbarkeit des Produktes im System (D). 


369 


Disjunktion enthâlt mindestens ein Glied, worin keine obéré Abschâtzung 
auftritt, das also aus einer unteren Abschâtzung oder einer Kongruenz 

a = q (mod n) 

oder einer konjunktiven Verbindung aus einer unteren Abschâtzung 
mit einer Kongruenz besteht; es geht dann jedenfalls dieses Glied und 
damit auch die ganze konjunktive Normalform in eine wahre Formel 
über, falls für a eine Ziffer gesetzt wird, die genügend groB ist und die 
(im Falle des Auftretens der Kongruenz) bei der Division durch n den 
gleichen Rest hat wie q. 

Hieraus folgt nun für die Ausgangsformel 91 (a), daü entweder für 
aile genügend groBen Ziffern g die Formel 91(5) ableitbar ist, oder daB 
sich drei Ziffern go» und r(r < n) so bestimmen lassen, daB für jede 
Ziffer g, welche grôBer als go ist und welche bei der Division durch n 
den Rest r hat, die Formel 91 (g) ableitbar ist. Diese Alternative besteht 
also für jede solche Formel unseres Formalismus, welche a als einzige 
freie Variable enthâlt. Es geht daraus schon hervor, daB die Dar- 
stellungsfâhigkeit des Formalismus sehr begrenzt ist. 

Insbesondere konnen wir hieraus folgern, daB die Funktion a • h 
im Formalismus des Systems (D) nicht vertretbar ist. Wâre nâmlich 
die Gleichung 

a ' b = c 

durch eine Formel ^ , 

93 (a , 6 , c) 

aus dem Formalismus des Systems (D) vertretbar, so konnte diese 
Formel insbesondere so gewâhlt werden, daB darin auBer a,b,c keine 
freien Variablen auftretcn und daB auch die gebundene Variable x 
nicht darin vorkommt. Die Formel SQ{a,b,c) müBte die Eigenschaft 
haben, daB für jedes Zifferntripel f, 1, m, für welches die Ausrechnung 
von î • I den Wert m ergibt, die Formel 

93(î,I,m). 

und für jedes Tripel, bei welchem die Ausrechnung von f • 1 einen von m 
verschiedenen Wert ergibt, die Formel 

«(l,lTm) 

durch das System (D) ableitbar wâre. Für die Formel 

{Ex)Sd{x, x.a). 

welche ja a als einzige freie Variable enthâlt, müBte nun die bewiesene 
Alternative gelten, d. h. es müBte entweder für jede genügend groBe 
Ziffer g die Négation von 

(Ex) SQ{x, X, g), 

also die Formel 

{x)^{x,x,i) 

Hilbert-Bemays, Grundlagen der Mathematik I. 24 
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ableitbar sein, oder es müBte sich eine Ziffer n und eine Ziffer t, welche 
kleiner als n ist, angeben lassen, derart, daB für jede genügend groBe 
Ziffer 5 , die bei der Division durch n den Rest r hat, die Formel 

{Ex) S3(^. a;, a) 

ableitbar wâre. Keiner dieser beiden Fâlle kann aber bestehen, denn 
im ersten Falle wâre für jede genügend groBe Ziffer j und für jede 
Ziffer ï die Formel — r 


ableitbar, und es müBte dahcr, auf Grund der vorausgesetzten Eigen- 
schaft der Formel ’$^{a,h,c) für jede genügend groBe Ziffer § und für 
jede Ziffer f der Wert von î • ï verschieden sein von g, wâhrend doch 
oberhalb jeder Schranke Ziffern vorhanden sind, die sich in der Form 
î • î darstellen lassen. Im zweiten Falle müBte sich zu jeder genügend 
groBen Ziffer j , welche bei der Division durch n den Rest r hat (gemâB 
dcm Satz von der partiellcn Reduktion), eine Ziffer î bestimmen lassen, 


ableitbar und somit der Wert von ï • f gleich § wâre. Es müBte also 
für jede genügend groBe Ziffer p der Wert von p • n + r in der Form 
f • t darstellbar sein. Das trifft aber offensichtlich nicht zu. Denn 
nehmen wir für p eine Ziffer, die grôBer als n ist, so ist, wenn 

P • n + r = t • f 

ist, die Ziffer t grôBer als n, und es ist der Wert von p' - n + r einerseits 
grôBer als t • t , andererseits kleiner als t' * t' . Zwischen t • t und t' • t' 
liegt aber keine Ziffer, welche sich als Wert cines Produktes ï • ï dar- 
stellen lâBt. Also ist p'-n + r nicht in der Form f «t darstellbar. 

Es ergibt sich hiermit, daB die Hinzunahme der Funktion a • b 
und ihrer Rekursionsgleichungen zu dem System (D) eine wesentliche 
Erweiterung des Formalismus bewirkt. Das System (D) verhâlt sich 
also in allen Punkten analog zu den Systemen (A) und (B). 

Beilâufig sei noch bemerkt, daB die gesamte Betrachtung, wie wir 
sie für das System (D) angestellt haben, auch für das System (Dj) 
durchgeführt werden kann, das aus (D) durch die Hinzunahme der 
Funktion à {a, h) nebst den beiden Formeln 

ô {u , Cl — f- b) = 0 1 
ô{a b, b) — a 

hervorgeht. Auch im Formalismus dieses Systems ist die Funktion a - b 
nicht vertretbar^. 

Man kônnte nun denken, daB bei der Hinzufügung weiterer rekur- 
siver Funktionen stets die analoge Situation wiederkehrt, wie wir sie 


1 Dieses geht übrigens schon aus der Tatsache hervor, daS die Funktion 
ô{a,b) im Formalismus des Systems (D) vertretbar ist (vgl. S. 358)- 
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bei den Systemen (A), (B), (D) angetroffen haben. Das ist jedoch 
nicht der Fall; vielmehr tritt bereits bei der Hinzunahme der Funk- 
tion a • h und ihrer Rekursionsgleichungen cine vôllig andere Situation 
ein. Durch diese Hinzufügung der Funktion a • h entsteht aus dem 
System (D) das folgende Axiomensystem; 


(Z) 


a — a, 

a = b {A {a) A (b)) , 
a 0 , 

a' — b* -► a = b , 
a 0 = a , 
a b' = {a b)', 
a • 0 — 0 , 
a - b' = a ‘ b A- , 

A (0) & (x) {A {x) *• A (x')) A (a). 


Versucht man, für dieses System die Widerspruchsfreiheit nach unserer 
bisherigen Méthode durch ein Verfaliren der Keduktion nachzu- 
weisen, so bemerkt man, daB diese Méthode bier nicht mehr gangbar 
ist. Bei den bisher bctrachteten Formalismen der Système (A) , (B) , 
(D) beruht nâmlich die Durchführbarkeit des Reduktionsverfahrens 
wesentlich darauf, daB wir die in ihnen ausdrückbaren arithmetischen 
Beziehungcn vollkommen l)eherrschen. Die Méthode der Rcduktion 
besteht gerade darin, daB wir uns von der mathematischen Beherrschung 
desjenigen Teilgebietes der Zahlentheorie überzeugen, welches durch 
das betreffende System seine Formalisierung erhâlt. Daher ist es 
auch nicht erstaunlich, daB uns diese Méthode in den Stand setzt, jede 
mathernatische Frage aus jenem Teilgebiet zu entscheiden. Für den 
Formalismus des Systems (Z) stcht uns aber eine solche Beherrschung 
aller durch ihn ausdrückbaren mathematischen Beziehungen keineswegs 
zur Verfügung. 

Man kann sich dieses zunachst an Beispiclen klarmachen. Be- 
trachten wir die Formel 


(u) {v) {u ^ 0' & V 0' -> U ' V ^ n); 

diese drückt aus, daB n eine Primzahl ist (sofern die Zahl 1 zu den 
Primzahlen gerechnet wird). Bezeichnen wir diese Formel zur Ab- 
kürzung mit $r(w), so stellt die Formel 

(x) {x 0-* (Ey) (iF2:){^r(y) & ^r(2) 8c x x — y z}) 

die Behauptung dar, daB jede gerade Zahl Summe von zwei Prim- 
zahlen ist; und die Formel 

{x) [Ey) {x< y 8c ^r(y) & ^t(y")) 


OA* 
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entspricht der Behauptung, dafî es oberhalb jeder Zahlenschranke 
noch Paare von Primzahlen mit der Differenz 2 gibt. Diese beiden 
genannten Behauptungen sind berühmt als solche, für welche die 
Frage ihres Zutreffens ein ungelôstes mathematisches Problem bildet. 
Fin Reduktionsverfahren für das System (Z), welches dem für die 
früheren Système analog wâre, müBte durch seine Anwendung die 
Entscheidung dieser Problème bewirken. 

Beachten wir ferncr, daB die Potenz o* für einen festen Ziffern- 
exponenten î sich durch das ï-gliedrige .Produkt 

(. . . (a • a) . . .) O 

ausdrückt, und nehmen wir die Schreibweise a* hier als Abkürzung für 
das f-gliedrige Produkt, so erkennen wir, daB die Behauptung des 
groBen FERMATschen Satzes für einen festen Exponenten ! > 2 sich 
im Formalismus des Systems (Z) durch die Formel 

(x) (y) (z) (a; 4^ 0 & y 4" 0 + y* 4^ z^) 

darstellt. Wie man weiB, ist der groBe FERMATsche Satz (als Be- 
hauptung über beliebige Zahlen ï > 2) nicht bewiesen, und man hat 
auch keine Méthode, welche gestattet, für jede vorgelegte Ziffer î zu 
entscheiden, ob für sie die Behauptung des groBen FERMATschen 
Satzes zutrifft. Das Reduktionsverfahren für das System (Z) müBte 
uns eine solche Méthode liefern. 

Auf entsprechende Weise müBte dieses Reduktionsverfahren die 
Entscheidung über eine jede Frage der Lôsbarkeit einer ,,diophan- 
tischen Gleichung" enthalten, d. h. die Entscheidung über eine jede 
Frage, welche die Lôsbarkeit einer algebraischen Gleichung mit einer 
oder mehreren Unbekannten und mit ganzzahligen Koeffizienten durch 
ganze positive Zahlenwerte der Unbekannten betrifft. Auch die Frage, 
ob eine solche Gleichung ,,unendlich viele“ Lôsungen besitzt, oder 
auch, ob sie für beliebige Werte einer der Unbekannten (bzw. beliebige 
Werte oberhalb einer gewissen Schranke) stets eine Lôsung (in den 
übrigen Unbekannten) besitzt, müBte durch das Reduktionsverfahren 
entschieden werden. 

Das sind bereits Anforderungen, von deren Erfüllung wir in der 
Mathematik weit entfernt sind. Aber wir brauchen uns gar nicht auf 
die Diskussion der einzelnen Beispiele einzulassen, denn es wird sich 
ergeben — und darin tritt der wesentliche Unterschied des Systems (Z) 
gegenüber dem vorher betrachteten System von einer zweiten Seite in 
Erscheinung — , daB der Formalismus des Systems (Z) nicht nur, wie 
wir eben fanden, schwierige Problème der Zahlentheorie zu formulieren 
imstande ist, sondem daB er überhaupt eine Formalisierung der gesamten 
Zahlentheorie liefert. Es sind nâmlich in diesem Formalismus bereits aile 
die Funktionen vertretbar, welche durch Rekursionsgleichungen ein- 
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geführt werden, und zwar auch unter Zulassung der (in der rekursiven 
Zahlentheorie betrachteten) Erweiterungen des Rekursionsschemas. 

Wir woUen die Darlegung dieses Sachverhaltes erst in dem folgenden 
Paragraphen im Zusammenhang mit der Betrachtung der Begriffs- 
bildung „derjenige, welcher" geben, da er in diesem Zusammenhang 
eine prâgnantere Fassung und grofiere Deutlichkeit gewinnt. 

Einstweilen stellen wir fest, daB bei dem System (Z) die Méthode 
des Nachweises der Widerspruchsfreiheit mittels des Reduktions- 
verfahrens ihre Grenze hat. Immerhin hat uns dièse Méthode die 
Widerspruchsfreiheit von solchen Axiomensystemen erkennen lassen, 
die im Endlichen nicht erfüllbar sind, freilich nur im Rahmen einer 
beschrankten Begriffsbildung. AuBerdem hat sie auch den Nachweis 
ermôglicht, daB das Axiomensystem Peanos bei Zugrundelegung des 
Prâdikatenkalkuls und der Gleichheitsaxiome noch nicht zum Aufbau 
der Zahlentheorie ausreicht, daB vielmehr die Hinzufügung der Re- 
kursionsgleichungen für die Addition und Multiplikation zu diesem 
Axiomensystem eine wesentliche Erweiterung bedeutet, durch welchc 
erst der Reichtum der zahlentheoretischen Beziehungen zustande 
kommt. 

Zum AbschluB dieser Betrachtungen wollen wir noch eine Be- 
merkung hetreffs des zweiten Gleichheitsaxioms' dinhnng&vi. Dieses Axiom 
(/g) nimmt in den sâmtlichen betrachteten Systemen eine Sonder- 
stellung ein, da es, abgesehen von dem Induktionsaxiom, das einzige 
Axiom ist, in dem eine Formel variable auftritt. Es ist nun bemerkens- 
wert, daB wir dieses Auftreten der Formel variablen vermeiden kônnen, 
sofern es nur auf die Ableitung solcher Formel n an kommt, welche keine 
Formel variablen enthalten. 

Wir wollen uns den Sachverhalt zunâchst an dem ersten der in § 6 
behandelten Axiomensy sterne klarmachen, welches au Ber den Gleich- 
heitsaxiomen die Axiome (<i) , (< 2 ) , (<3) , (Pj) , (P 2 ) enthâlt. Wird aus 
diesem Axiomensystem eine Formel abgeleitet, in der keine Formel- 
variable auftritt, so kônnen, wie wir wissen, aus dieser Ableitung die 
Formel variablen ausgeschaltet werden, indem wir zunâchst den Beweis 
in Fàden auflôsen, dann die Einsetzungen für die Formelvariablen in 
die Ausgangsformcln zurückverlegen und für die noch verbleibenden 
Formelvariablen beliebige Einsetzungen machen. Es treten dann an 
die Stelle der Formel (/g) Ausgangsformeln von der Gestalt 

a - h-* (31(a) -> 31(6)), 

wobei die Formel 91 (c) [welche für die Nennform A{c) der Formel- 
variablen in (/g) eingesetzt ist] keine Formelvariable enthâlt. Diese 
Formel 91 (c) ist dann entweder eine Gleichung oder eine Ungleichung oder 
aus Gleichungen und Ungleichungen durch Operationen des Aussagen- 
kalkuls imd evtl. auch durch Bindung einer oder mehrerer Variablen 
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gebildet. Zu beiden Seiten einer Gleichung oder Ungleichung stehen 
Ausdrücke wobei o entweder das Symbol 0 oder eine (freie oder 
gebundene) Variable ist. Aus dieser Beschaffenheit der Formeln 31 (c) 
lâBt sich nun entnehmen, daü eine jede der Ausgangsformeln 

a — h-* (31(a) -*• 31(6)) 

mit Hilfe des Prâdikatenkalkuls jedenfalls aus folgenden Formeln 
ableitbar ist: 

(/i) a = a, 

(z'i) a = h~> {a = c -*• h — c) , 

(zg) a = b -> a' = b', 


(îg) a = b -* {a <.c->b<^c), 

(«4) a — b -»■ {c a a -> c<6). 

Diese Ableitbarkeit ergibt sich aus folgenden Tatsachen: 

1 . Aus den Formeln (/i) und («4) sind, wie früher gezeigt die Formeln 


und 


a = b -> b = a 
a = b -*■ (c — a -*c = b) 

ableitbar. 

2. Aus der Formel (tg) ist für jede Strichzahl î die Formel 

a = b = 6^*^ 

ableitbar. 

3. Aus einer Formel 


a = b^{M^^{b)) 


leitet man mit Anwendung der Formel 


a = b -> b — a 

die Formel 

a = b i^(a) -^^(b)) 

clü. 

4. Aus einer Formel 


a = b-*{%{a)-^%{b)) 

sind, weiin U eine beliebige Formel ist, die Formeln 

a = b ((J(a) VU ©(6) VU), 

a = b (UV(Î(«) -> UV(î(6)) 

mittels des Aussagenkalkuls ableitbar. 

5. Aus einer Formel 


ist die Formel 
ableitbar. 


a — b-^ {(l(a, r) -> ®(6, r)) 
a = b-* {(Ex) ®{a, x) -> (Ex) (l(b, x)) 


1 Vgl. § 5, S. 167. 
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6. Jede Formel des betrachteten Formalismus ist mittels des Prâ- 
dikatenkalkuls überführbar in eine Formel, welche keine Allzeichen 
enthâlt und worin von den Operationen des Aussagenkalkuls nur die 
Négation und die Disjunktion auftritt. 

Hiernach folgt, daû für die Ableitung von Formeln, welche keine 
Formel variablen enthalten, das zweite Gleichheitsaxiom (/g) innerhalb 
des betrachteten Axiomensystems ersetzt werden kann durch die 
Formeln , (tg), (îg), (îJ. 

Bei dieser Überlegung haben wir von den besonderen Eigenschaften 
der Beziehung a <C b sowie der Strichfunktion, welche in den Axiomen 
(<i)> (<2)» (<3)* {Pz) zum Ausdruck kommen, keinen Gebrauch 
gemacht; wir kônnen daher das Ergebnis ohne weiteres auf andere 
formalisierte Axiomensysteme anwenden, in denen zu dem Formalismus 
des Prâdikatenkalkuls gewisse Prâdikatensymbole, Individuensymbole 
und mathematische Funktionszeichen nebst zugehôrigen Axiomen hinzu- 
kommen, darunter auch das Gleichheitszeichen mit den Axiomen (/j) , (/g) . 
Betrachtet man innerhalb eines solchen Formalismus die Ableitung von 
Formeln, die keine Formel variable enthalten, so kann für diese das 


Axiom (/g) vertreten werden durch eine Reihe von Formeln, welche teils 

die Gestalt , , 

a = ^(ô)), 

teils die Gestalt , ,, , ,,,, 

a=-b î(«) \{b) 


haben, wobei ^ ein Prâdikatensymbol, f ein Funktionszeichen bedeutet. 
Sowohl in ^ wie in f kônnen auüer der angegebenen Argumentstelle 
noch andere Argumentstellen auftreten; diese sind dann in der be- 
treffenden Formel durch Variablen ausgefüllt, welche von a und b 
sowie auch untereinander verschieden sind. 

Unter den Formeln 

a = b-* (^(a) ^(6)) 


befindet sich erstens (Zj) , und auüerdem entspricht jeder Argument- 
stelle eines von dem Gleichheitszeichen verschiedenen Pradikaten- 
symbols je eine solche Formel; jeder Argumentstelle eines Funktions- 
zeichens entspricht eine Formel 

a = 6 -> t(a) = f(b). 

So entsprechen bei dem eben betrachteten Axiomensystem den 
beiden Argumentstellen des Prâdikatensymbols < die beiden Formeln 
(Z3), (Z4), und der einen Argumentstelle der Strichfunktion entspricht 
die Formel (Zg). 

Bei manchen Axiomensystemen sind einige von den vertretenden 
Formeln entbehrlich. Betrachten wir unter diesem Gesichtspunkt die 
Axiomensysteme (A) und (B). Diese f allen zwar nicht unmittelbar 
unter den Geltungsbereich unseres allgemeinen Satzes, weil in ihnen 
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die Formel (/j) nicht als Axiom auftritt. Dieser Umstand bildet jedoch 

deshalb kein Hindernis für die Anwendung des Satzes, weil die Formel 

(7i) aus jedem der beiden Système, und zwar ohne Benutzung der 

Formel (/g) , ableitbar ist. Nâmlich für das System (A) ist eine solche 

Ableitung von (/i) schon im § 6 angegeben worden^, und aus dem 

System (B), zu dessen Axiomen ja die Formel 0 = 0 gehôrt, erhâlt 

man die Formel (/i) mittels des Induktionsschemas durch die Ableitung 

der Formel , , 

a — a , 


welche mit Benutzung der Axiome 

,, (<3)> a<.b a' = h\/a'<.h, (<i) 

erfolgt. 

Es ergibt sich daher wieder, daB im System (A) sowie im System (B) 

die Formel (/g) für die Ableitung von Formeln ohne Formelvariablen 

vertreten werden kann durch die Formeln (ij) , {i^ , (ig) , (^4) . Man 

kann aber hier die Formeln (/g) , (^4) entbehren. (îg) ist nâmlich aus 

den Formeln , , , 

a — 0 h <, a , 

a <i b -► a' — by a' <C b , 

a — b --> b = a, 

r\ A TT 1 
(«4) aus den hormeln 

a b -> a <.b y b <. a, 

a — b -> b — a, 

(h) > (*^2)* (^i) 

ableitbar. Von diesen gehôrt die Formel (<2) sowohl zu (A) wie zu (B) . 

Die Formel ^ ^ a 

a = b -> b — a 


erhalten wir* aus [i^) , (/i); und die Formel (/j) ist, wie schon erwâhnt, 
aus beiden Systemen ohne Benutzung von (/g) ableitbar. Die Formel 

a — b -> b <. a' 


wird aus {t^) und (<3) erhalten; (<3) gehôrt zu (A) und zu (B). Die 

Formeln , . , , , ,, , 1 

(<i), a <. b -> a =by a <cb 


gehôren zu (B) und sind aus (A) ohne Benutzung von (/g) ableitbar. 
1 Vgl. §6, S. 261, 263. 

^ Vgl. § 5, S. 167. Nachtrâglich soi bemerkt, daB die Formel 

a = fc 6 = a 

auch ohne Benutzung von (J ^) , allein aus (/g) abgeleitet werden kann, indem 
man für die Nennform A (c) der Formelvariablen die Formel 


einsetzt. 


a = c 


c = a 
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Die Formel 

a ^ h -*• a <. b y b <. a 

gehôrt zum System (A); und bei ihrer Ableitung aus (B) mittels des 
Induktionsaxioms (die wir in § 6 angegeben haben^) kann die Formel 
{J 2 ) durch die Formel 

a — b -> b <. a' 

vertreten werden. 

Somit kann in den beiden Systemen (A), (B) die Formel (/j) zur 
Ableitung von Formeln, die keine Formelvariablen enthalten, durch 
die Formeln (t’i), (tg) ersetzt werden, P'ür das System (A) genügt 
übrigens, wie man leicht ersieht, an Stelle von (zg) die Formel 

a — b -*■ a <. b] 


und für beide Système (A), (B) genügt anstatt der Formel (zj) die 
P'ormeP 


a 


b<a' 


Wenden wir nun unseren Satz über das zweite Gleichheitsaxiom 
(/g) auf das System (Z) an. In diesem tritt als einziges Prâdikatcn- 
symbol (das als Grundzeichen genommen ist) das Gleichheitszeichen 
auf, Dagegen haben wir auBer dem Strichsymbol noch die beiden 
mathematischen P'unktionszeichen a b , a ‘ b \ Unser Satz besagt hier 
nun zunâchst, daB in Hinsicht auf die Ableitung von Formeln, die 
keine Formelvariablen enthalten, die Formel (/g) vertreten werden 
kann durch die Formeln (z'i), (z'g) und folgende vier Formeln: 

a — b -> a c — h c , 

d = b ~ c U = c -|“ bf 

a = b -*■ a • c = b • c , 

a = b -> c ' a = c • b. 

Diese vier Formeln sind aber aus den Rekursionsgleichungen für 
a-\-b und a • b mittels der Formeln (/j) , (z,) , (z'g) und des Induktions- 
axioms ableitbar. 

Somit kônnen wir für die Ableitung von zahlentheorctischen Formeln, 
welche keine Formelvariablen enthalten, und auch für die Unter- 


^ Vgl. §6, S. 271—272. 

2 Bei der Einführung dieser Formel als Axiom wird man an Stelle von (<3) 
die Formel (/j) als Axiom nehmen. Dadurch wird beim System (B) auch das 
Axiom 0 = 0 entbehrlich, so daû man schlieDlich an Stelle des Systems (B) das 
System der folgenden Axiome erhâlt: 

(/i). (h). «x). «*). 

a ~ b -*■ b C. a' , 

a <b -> a' = by a' < b, 

Induktionsaxiom, 
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suchung der Widerspruchsfreiheit, welche ja auf die Frage der Ableit- 
barkeit von 0 0 hinauskommt, die Formel (/g) durch die beiden 

Formeln (î\) , ersetzen. Die Formel (tg) , d. h. 

a = 6 a' = h' 

kann dann auch mit dem Axiom 

a' — h' -> a = b 

zu der cinen Formel 

a = b ~ a' = b' 

zusammengefafit werden. 

Ersetzen wir noch das Induktionsaxiom durch das ihm gleich- 
wertige Induktionsschema, so gelangen wir zu dem Axiomensystem, 
welclies von den Axiomen 

a ~ a, 

a — b -> (a — c -> b = c) , 
a' + 0, 

a — b ~ a' — b' , 

U "h 0 d t 

U “h b = (u -h by f 
«•0 = 0 , 
a • b' = a • b a 

und dem Induktionsschema gebildet wird. 

Hier tretcn sowohl in don Formeln wie in dem Induktionsschema 
keine gebundenen Variablen und keine Formelvariablen auf. Wir 
kônnen nun überhauft die Anwendung der Formelvariablen zur Ableitung 
der zahlentheoretischen Formeln vermeiden, indem wir die Formeln des 
Prâdikatenkalkuls — gemâB dem in §6 erwâhnten Verfahren^ — samt- 
lich durch Formelschemata ersetzen, d. h, die sonst nachtrâglich aus- 
zuführenden Einsetzungen für die Formelvariablen gleich von vorn- 
herein in die Ausgangsformeln eintragen, so daB die Formelvariablen 
ganz wegf allen. 

Auf diese Weise wird der Formalismus erheblich eingeschrânkt ; 
allerdings gewinnen wir dadurch nichts für den Nachweis der Wider- 
spruchsfreiheit, vielmehr wird nur das Ergebnis des Prozesses der 
Rückverlegung der Einsetzungen, den wir ohnehin als Anfangsschritt 
für den Nachweis der Widerspruchsfreiheit zur Verfügung haben, 
durch die andere Gestaltung des Formalismus teilweise vorwegge- 
nommen. Immerhin ist es für manche Betrachtungen nützlich, zu 
wissen, daB man die Formalisierung der zahlentheoretischen Beweise 
in diesem engeren Rahmen ausführen kann. 


1 Vgl. § 6, S. 248—249. 
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Der bewiesene Satz über das zweite Gleichheitsaxiom hat seine 
Bedeutung insbesondere für den Zusammenhang der Axiomatik mit 
dem Entscheidungsproblem. Erinnern wir uns an die Überlegung, die 
wir im § 4 hinsichtlich dieses Zusammenhanges angestellt haben^. Wir 
betrachteten Axiomensysteme, deren Axiome sich ohne Funktions- 
zeichen und ohne Formelvariablen darstellen lassen. Bei solchen 
Axiomensystemen kônnen in der Darstellung der Axiome überhaupt 
die freien Variablen vermieden werden, da ja eine Formel mit freien 
Individuenvariablen derjenigen Formel deduktionsgleich ist, die man 
aus ihr durch Austausch der freien Variablen gegen gebundene Variablen 
erhâlt. Sind nun 

die Formeln ohne freie Variablen, welche die Axiome darstellen, und 
ist (S die Darstellung für einen in der Théorie formulierbaren Satz, so 
besteht die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daB der 
Satz 0 aus den Axiomen , . . . , mittcls eines durch den Pradi- 
katenkalkul formalisierbaren Beweises gefolgert werden kann, in der 
Ableitbarkeit derjenigen logischen Formel, die man aus der Formel 

& . . . & % -> 0 

erhâlt, indem man jedes darin vorkommende Prâdikatensymbol durch 
je einc Formel variable (mit der gleichen Anzahl von Argumenten) 
ersetzt. 

Der bei dieser Betrachtung vorausgesetzte Fall liegt nun bei den 
meisten in Frage kommenden Axiomensystemen, z. B. denjenigen 
der elementaren Géométrie (unter AusschluB der Stetigkeitsaxiome), 
deshalb nicht vor, weil bei diesen zu den axiomatisch eingeführten 
Grundprâdikatcn noch die (inhaltlich aufgefaBte) Identitâtsbeziehung 
hinzutritt. Hier kônnen wir nun, wie schon an früherer Stelle bemerkt 
wurde^, auf zweierlei Art verfahren. Entweder wir nehmen die Gleich- 
heitsaxiome zu dem Prâdikatenkalkul hinzu und untersuchen die Ableit- 
barkeit der betreffenden aus 

... &^ i -^0 

durch die genannten Ersetzungen entstehenden Formel unter Zugrunde- 
legung des erweiterten Prâdikatenkalkuls. Oder wir stellen die Gleich- 
heitsaxiome den Axiomen , . . . , 91f gleich, wie wir es bei den zahlen- 
theoretischen Systemen getan haben. Bei diesem zweiten Verfahren 
besteht aber zunâchst für die Zurückführung der axiomatischen Fragen 
der Beweisbarkeit auf das Entscheidungsproblem das Hindernis, daB 
in dem Axiom (J^) eine Formelvariable auftritt. 

Dieses Hindernis lâBt sich nun nach unserem Satz über das zweite 
Gleichheitsaxiom (/g) dadurch beheben, daB wir dieses Axiom durch 


1 Vgl. §4, S. 155—156. 


* Vgl. §4, S. 131. 
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eine Reihe von spezielleren Axiomen ersetzen, in denen keine Formel- 
variable auftritt. Fügen wir diese Axiome und das erste Gleichheits- 
axiom zu unserem ursprünglichen, ohne die Gleichheitsaxiome ge- 
bildeten Axiomensystem hinzu, so sind nun die Bedingungen für die 
Anwendung unserer vorherigen Überlegung erfüllt, und es gilt daher 
wieder, daC die Beweisbarkeit eines Satzes aus den Axiomen zusam- 
menfâllt mit der Ableitbarkeit einer logischen Formel im bloBen Prâ- 
dikatenkalkul 

Zur Erlâuteruiig môge dieses kurz durchgeführt werden an dem 
System der in § 1 aufgestellten Axiome für die Grundprâdikate 

Gr{x,y,z) {„x,ytZ liegen auf einer Geraden"), 

Zw{x, y,z) {,,x liegt zwischen y und z“) , 

welche die Axiomatisierung der Verknüpfungs- und Anordnungs- 
beziehungen für die Geometrie der Ebene (einschlieBlich des Parallelen- 
axioms) liefern, unter Zugrundelegung eines einzigen Dingbereiches, 
der ,,Punktc". Jeder der Argumentstellen von den beiden Grund- 
prâdikaten Gr, Ziv entspricht eine Spezialisierung der Formel (/g). 
Auf Grund der Symmetrieeigenschaften dieser Prâdikate brauchen 
wir jedoch von den so sich ergebenden sechs Formeln nur drei, nâmlich 
eine für Gy und zwei für Zw , zu nehmen. Zu diesen treten noch die 
Formeln (/j) und (î\) . Führen wir auch gleich den Austausch der 
freien Variablen gegen gebundene Variablen aus und bringen wir 
ferner die Gleichstellung der Identitât mit den beiden Grundprâdikaten 
Gr , Zw âuBerlich dadurch zum Ausdruck, daB wir an Stelle des Gleich- 
heitszeichens das Symbol là (wie im § 1) verwenden, so erhalten wir 
die fünf Formeln 

{x) Id{x, x), 

{x) (y) {z) {I(l{x, y) {Id{x, z) -> Id(y, 2 ))}, 

(x) (y) (u) {v) {Id{x, y) {Gr{x, u, v)-*Gr{y, u, v))}, 

W (y) («) y)-^ {Zw{x,u, V) ^ Zw{y,u,v))}, 

(x) (y) {u) {v){Id{x, y) -* {Zw(u, v, x) ->Zw{ti, v, y))}, 

welche zu den vorherigen (im §1 unter I, II, III aufgeführten) Axiomen 
hinzuzufügen sind. Wird nunmehr mit St die Konjunktion aus allen 
Axiomen bezeichnet, und ist (S die Formel für einen mit den Grund- 
prâdikaten Id, Gr, Zw ausdrückbaren geometrischen Satz, so ist die 
Beweisbarkeit dieses Satzes aus den Axiomen gleichbedeutend damit, 

^ Vgl. hierzu die vom Standpunkt der mengentheoretischen Prâdikatenlogik 
ausgeführte Betrachtung von L. Kalmâr: Eine Bemerkung zur Entscheidungs- 
theorie. Acta Litt. Sci. Szeged. Bd. 4 (1929) Heft 4. 
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dafi diejenige logische Formel im Prâdikatenkalkul ableitbar ist, welche 
wir aus der Formel 

erhalten, indem wir darin überall das Symbol Id durcli die Formel- 
variable A mit zwei Argumenten und Gr ,Zw durch die Formelvariablen 
B , C mit je drei Argumenten ersetzen. 

Man beachte, daü diese Méthode zur Untersuchung der Beweis- 
barkeit auch dann noch anwendbar bleibt, wenn es sich um die Beweis- 
barkeit von Sâtzen handelt, in deren Darstellung durch eine Formel 
0 eine oder mehrere Formelvariablen auftreten. Namlich in einer 
Ableitung der Formel 6 müssen ja die in © vorkommenden Formel- 
variablen (eine jede von der Stelle an, wo sie zum erstenmal im Beweis- 
zusammenhang mit der Endformel auftritt) festgehalten werden, d. h. es 
erfolgt für sie keine Einsetzung; sie werden also geradeso behandelt 
wie Prâdikatensymbole. Somit kommt die Ableitbarkeit der Formel © 
der Ableitbarkeit einer Formel gleich, die aus © entstcht, indem jede 
der in © auftretenden Formelvariablen durch je ein neues Prâdikaten- 
symbol mit der gleichen Anzahl von Argumenten ersetzt wird. Zur 
Untersuchung dieser Ableitbarkeit müssen aufier den sonst schon an 
Stelle des zweiten Gleichheitsaxioms {J^ hinzugefügten Speziali- 
sierungen dieses Axioms noch die weiteren Spezialisierungen für die 
neu eingeführten Prâdikatensymbole als Axiome hinzugenommen 
werden. 

Wir kônnen aus diesen Überlegungen noch eine weitere Folgerung 
entnehmen. Sei © eine Formel des Prâdikatenkalkuls, welche mit 
Hinzuzichung der Gleichheitsaxiome ableitbar ist. In dieser Ableitung 
kônnen wir, wie bemcrkt, ohne im übrigen etwas zu ândern, die in © 
auftretenden Formelvariablen — soweit sie im Beweiszusammenhang 
mit der Endformel auftreten — durch je ein Prâdikatensymbol mit 
der gleichen Anzahl von Argumenten ersetzen. Aus © entstehe so die 
Formel ©'. Es kann ferner für die Ableitung von ©' das Axiom (/j) 
ersetzt werden durch die Formel (ïj) nebst einer Reihe von Formeln 
(îg) . • • • , (ht) Gestalt 

a = ^,(6)); (f = 2,....n). 

Namlich einem jeden der eingeführten Prâdikatensymbole entspricht 
für jedes seiner Argumente eine solche Formel. In diesen Formeln 
sind bei den Prâdikatensymbolen mit mehreren Argumenten die in der 
Bezeichnung (a) nicht angegebenen Argumentstellen durch freie Va- 
riablen ausgefüUt, welche untereinander und von a, b verschieden sind. 

Wir ordnen nun jeder dieser von a und h verschiedenen freien 
Variablen in den Formeln (i ^) , • • . , (*n) gebundene Variable zu. 
Seien 

x,y, . . . ,u 
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die zugeordneten gebundenen Variablen und der Ausdruck, 

den wir aus ^((a) erhalten, indem wir die darin von a verschiedenen 
freien Variablen durch die zugeordneten gebundenen Variablen er- 
setzen. 

Nun bilden wir die Formel 

{x) {y)... {u) {(^|(a) ^*(6))}. 

In dieser Formel, welche mit &(a, b) bezeichnet werde, sind a, h die 
einzigen vorkommenden freien Variablen. Man erkennt ferner leicht, 
daü die Formeln 

{a, a) , 

©(a, b) - > (@(a, c) -> &(b, c)), 

(h>,{a,b)->ma)->%(b)) (î-2....,n) 

durch den Prâdikatenkalkul ableitbar sind. Diese Formeln sind aber 
diejenigen, welche aus den Formeln (/J , (fj) , (i^) , , {i„) hervor- 

gehen, indem wir darin das Gleichheitssymbol a = b überall durch 
(i^^a,b) ersetzen. Führcn wir somit die Ersetzung des Gleichheits- 
symbols durch die Formel {a , b) in der genannten Ableitung der 
Formel ©' aus, so treten an Stelle der Formeln (/j) , (î|) , ... , (î„) , 
die ja als Axiome zu den Grundformeln des Pradikatenkalkuls 
hinzugenommcn wurden, solche Formeln, die durch den Prâdikaten- 
kalkul ableitbar sind. Anderenseits bleibt bei dieser Er.setzung die 
Formel ©', in der ja das Gleichheitssymbol nicht vorkommt, un- 
geândert. 

Wir gelangen daher zu einer Ableitung der Formel welche 
lediglich durch den Prâdikatenkalkul ohne Hinzunahme irgendwelcher 
Axiome erfolgt. Hierin kônnen nun wieder an Stelle der Prâdikaten- 
symbole die ursprünglichen Formelvariablen gesetzt werdcn, und wir 
erhalten damit eine Ableitung der Formel © durch den Prâdikaten- 
kalkul. Es ergibt sich somit, daB eine Formel des Pradikatenkalkuls, 
welche mit Hinzunahme der Gleichheitsaxiome ableitbar ist, auch stets 
durch den Prâdikatenkalkul allein ableitbar ist. 

Weriden wir uns nach diesen eingeschalteten Bemerkungen wieder 
unserem Hauptgedanken zu. Unsere nâchste Aufgabe besteht in der 
angekündigten Untersuchung des Begriffes ,,derjenige, welcher", dessen 
Darstellung im Formalismus an sich schon zur Ergânzung der Forma- 
lisierung des SchlieBens erforderlich ist. Die Untersuchung wird uns 
insbesondere zu dem auch schon angekündigten Theorem über die 
Eliminierbarkeit des Begriffes „derjenige, welcher" führen und im 
Zusammenhang damit die behauptete Vertretbarkeit der rekursiven 
Funktionen im System (Z) erkennen lassen. 
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§ 8. Der Begriff „derjenige, welcher“ und seine 
Eliminierbarkeit. 

Unser logischer Formalismus, so wie wir ihn bisher entwickelt haben, 
ist zwar für den Zweck der Formalisierung axiomatischer Theorien und 
der in ihnen geführten Beweise ausreichend. Dennoch fehlt darin die 
Darstellung einer gewissen logischen Begriffsbildung, welche sowohl im 
alltâglichen Denken wie insbesondere in der Mathematik viel gebraucht 
wird, wenn auch ihre Anwendung in den Beweiscn umgangen werden 
kann. 

Der logische ProzeB, um den es sich hier handelt, wird in der Sprache 
durch den bestimmten Artikel zum Ausdruck gebracht, in Wendungen 
wie ,,dcr hôchste Berg der Alpen“, ,,die Mutter Goethes", ,,der Koin- 
ponist jener Oper“, ,,der Stein, den wir gestern gefunden haben", oder, 
um mathematische Beispiele zu nennen: ,,der grôBte gemeinsame Teiler 
von 63 und 84", ,,das Maximum der Funktion 

Hier wird jedesmal ein Gegenstand dadurch charakterisiert, daB 
ein bestimmtes Prâdikat auf ihn und auf ihn allein zutrifft. 

Im Bereich der von uns betrachteten Aussagen stellt sich ein solches 
Prâdikat durch eine Formel 

21 (a) 

dar^, und die Bedingung, daB das Prâdikat auf ein und nur ein Ding 
zutrifft, drückt sich aus durch die beiden Formeln 


{Hx)SH{x) 

{x) (y) (21 {;r) 8c%(y) x = y) , 


welche die ,,zu 21 (a) gehorigen Unitàtsformeln“ heiBcn môgen. Nun 
brauchen wir ein Symbol, welches die Zuordnung des einzigen Dinges, 
auf das 21 (a) zutrifft, zu eben diesem Prâdikat 21 (a) formalisiert. 

Jenes Ding ist bestimmt durch den Wertverlauf des Prâdikates21(fl) ; 
demgemâB erhâlt bei der Formalisierung der Zuordnung das Argument 
von 21 die Rolle einer gebundenen Variahlen. 

Wir nehmen, in Anlehnung an Russell und Whitehead, das 


Symbol 




(zu lesen: ,,dasjenige Ding x, für welches 21 (a;) besteht"). 

Russell und Whitehead, welche auf die Eigenart der hier in Rede 
stehenden Begriffsbildung besonders nachdrücklich hingewiesen haben, 
geben für die Formeln S3(tj: 21 (a;)) , in denen ein Ausdruck tj.21(^) an 
der Stelle eines Terms auftritt, eine inhaltliche Deutung, indem sie 
unter 23 («^^ 21 (a;)) die Aussage verstehen: ,,Es gibt ein einziges Ding, 
auf welches 21(fl) zutrifft, und auf dieses trifft auch 23 (a) zu." 


^ Die Variable a dient hier, so wie eine Individuenvariable einer Nennform, 
nur zur Festlegung einer Argumentstelle. 
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Hiernach stellt eine Formel, in der ein Symbol auftritt, 

jedenfalls schon dann eine falsche Aussage dar, wenn für 91 (a) die 
durch die Unitâtsformeln dargestellten Bedingungen nicht erfüllt sind. 

Diese Deutung der Formeln Sd{i>x^{x)) hat nicht den Charakter 
einer expliziten Définition für das Symbol ix'^{x)’, denn sie liefert ja 
nicht für dieses direkt einen definierenden Ausdruck, sondern nur für 
die Formeln, in denen als Bestandteil an einer Termstelle vor- 

kommt. Wohl abcr gewinncn wir ans ihr einen Ansatz zu dem Beweise, 
durch den man die Eliminierbarkeit des neuen Symbols erkennt. 

Um die Verwendung dieses neuen ,,t- Symbols" in unserem Kalkul 
zu regeln, wollen wir uns môglichst eng an das tatsâchlich im Sprach- 
gebrauch und insbesondere auch in der Mathematik befolgte Verfahren 
anschlieBen, welches darin besteht, daü man einen Ausdruck wie ,,das- 
jenige Ding, welchcs die Eigenschaft 91 hat", überhaupt nur dann ver- 
wendet, wenn bereits feststeht, dafi es ein und nur ein Ding von dieser 
Eigenschaft gibt. 

Wir lassen demgemâB einen Ausdruck i^9l(;c) erst dann als Term 
zu, wenn die zu 9t(^ï) gehôrigen Unitâtsformeln ahgeleitet sind. AuBer- 
dem müssen wir noch zum Ausdruck bringen, daB in dem genannten 
Fall der Term 4^:91 (a;) eben ein solches Ding darstellt, auf welches 91 (a) 
zutrifft. So kommen wir zur Aufstellung folgender Regel für den Ge- 
brauch des 4- Symbols, die wir kurz als die ,,t-Regel“ bezeichnen wollen: 

Sind für die Formel 91 (a) die Unitâtsformeln abgeleitet, so gilt von 
da an 

ix 91 (:r) (bzw. 4^, 91(y) , 4^ 91(2)) 

als Term, und die Formel 91(4^ 91(2:)) gilt als abgeleitete Formel im Sinne 
des Schémas 

(Ex) 91(2:) 

(a:) (y) (91 (AC) & 91 (y) -> ac = y) 

2Î(4^91(acT). 

Diese 4-Regel bedarf allerdings noch einer Prâzisierung in Hinsicht auf 
die Verwendung der gebundenen Variablen, 

Für die zu dem 4 -Symbol gehôrige gebundene Variable soU, ebenso 
wie für die gebundenen Variablen des AUzeichens und des Seinszeichens, 
die Regel der Umbenennung gelten. 

Diese Regel haben wir bei den Allzeichen und Seinszeichen unter 
anderm zur Vermeidung solcher Mehrdeutigkeiten verwendet, welche 
auftreten, wenn ein Allzeichen oder Seinszeichen im Bereich eines zu 
der gleichen gebundenen Variablen gehôrigen AUzeichens oder Seins- 
zeichens steht. Das Erfordernis der Vermeidung solcher Mehrdeutig- 
keiten — wir woUen sie als „KoUisionen zwischen gebundenen Variablen" 
bezeichnen — erstreckt sich nun auch auf die zu den 4-Symbolen ge- 
hôrigen gebundenen Variablen. D. h. wir stellen an einen Ausdruck, 
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damit er als ,, Formel" bzw. als „Term‘‘ gelte, die Anforderung, daB 
darin ein Allzeichen, Seinszeichen oder t- Symbol nirgends im Bcreich 
eines solchen von diesen Symbolen stehe, dem die gleiche gebundene 
Variable beigeordnet ist, also z. B. nirgends das Symbol (y) , {E y) 
oder ly im Bereich eines von diesen mit der Variablen y vorbundenen 
Symbolen stehe. 

Die Môglichkeit, solche Kollisionen zwischen gebundenen Variablen 
zu vermeiden, ist stets durch die Zuliissigkeit der Umbenennung der 
gebundenen Variablen gegeben. Bei der Anwendung der t-Symbole 
müssen wir von solchen Umbenennungen bestandig Gebrauch machen. 
Zunâchst einmal muB zwecks der Ableitung der Unitatsformeln eine 
jede in der betreffenden Formel 91 (a) auftretende gebundene Variable 
eine von x und y verschiedene Benennung erhalten. AuBerdem aber 
ist zu beachten, daB die Bildung 

stets dann zu einer Kollision von gebundenen Variablen AnlaB gibt, 
wenn die Formel 91 (a) eine gebundene Variable enthâlt. In allen diesen 
Fâllen muB die t-Regel so aufgefaBt werden, daB bei der Endformel 
des Schémas in dem Ausdruck eine Umbenennung der in 91 (a) 

vorkommenden gebundenen Variablen vorgenommen wird, so daB in 
dem entstehenden Ausdruck ij. 91* (x) keine dieser Variablen mehr auf- 
tritt, und daher in 

91(«,91*W) 

keine Kollision zwischen gebundenen Variablen stattfindet. 

Sei Z. B. 91 (a) die Formel 

(Ez) {z = 0 & Z = a) . 

Für dièse ergeben sich die Unitatsformeln aus den Gleichheitsaxiomen 
mittels der Àquivalenz 

a = 0 ~ {Ez) (z — 0 & Z == a) . 

Somit kommt für 91 (a) die t-Regel zur Anwendung. Dabei besteht 
jedoch zunâchst das Hindernis, daB in dem Auvsdruck 

51 (G 51 W), 

welcher ja lautet 

{Ez) {z = 0 & z ^ ig(Ez) {Z — 0 & z — x)), 

eine Kollision von gebundenen Variablen vorliegt, da in dem Bereich 
des Ausdrucks, auf den sich das zu Anfang stehende Seinszeichen {Ez) 
erstreckt, noch einmal das Seinszeichen {Ez) auftritt. Diese Kollision 
vermeiden wir nun, indem wir innerhalb von Variable z 

in eine andere Variable, etwa u, umbenennen. Den so geânderten Term 

ij. {Eu) {u — 0 Scu = x) 

Hilbert-Bcrnays, Grundlagen der Matbematik I. 


25 
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konnen wir nun in die Formel 21 (a) für a einsetzen und erhalten so die 

Formel „ ^ „ v 

{Ez) {z =■ OScz ~ (Eu) (U = 0 & U — X)) , 

welche gemâB dem Schéma der i-Regel hinter die zu 21 (a) gehôrigen 

Unitâtsformeln gesetzt werden kann. 

Im folgenden soll diese Ausführung von Umbcnennungen zur Ver- 

meidung von Kollisionen zwischen gebundenen Variablen stets als zur 

Anwendung der i-Regel gehôrig angesehen und nicht immer eigens 

erwahnt werden. Ferner wollen wir uns der Einfachheit halber die 

Bezeichnungsweise 

^ 21(t,æU)) 

auch in den Fallen gestatten, wo die Einsetzung des Terms 


in 21 (a) eine Umbenennung einer oder melirerer darin auftretender gebun- 
dener Variablen erforderlich rnacht, und wo wir genauer zur Andeutung 
dieser Verânderung 

ÿi(i^B*(x)) 


zu schreiben hâtten. 

Noch eine andere Bemcrkung sei hier angebracht, welche sich auf 
die Einsetzungen für die Formelvariablen mit Argumenten bezieht. 
Die Einführung der i- Symbole bringt es mit sich, daÛ ein Ausdruck 21 (î) 
die Eigenschaft einer Formel haben kann, ohne daB 21 (c) eine Formel 
zu sein braucht. So ist z. B. 

(0 < AC & a: < 0") = 6 

eine Formel, wâhrend 

tg(0 < X & X < c) = d 

keine Formel ist, weil, wie leicht ersichtlich, isc(0 < x & x <C 0") , nicht 
aber ij.(0 < x & x < c) mittels der t-Kegel cds Term eingeführt werden 
kann. 

Es entsteht nun die Frage, ob in einem solchen Fall die Einsetzung 
von 21(1) für ^(1) zugelassen werden soll, wiihrend 21 (c) nicht für A(c} 
ein gesetzt werden kann. 

Die nahere Betrachtung zeigt, daB .solche Einsetzungen stets um- 
gangen werden konnen, und wir werden ihnen bei den zu besprechen- 
den Anwendungen des i-Symbols auch nicht bcgegnen. Wir wollen 
uns deshalb in dem Sinne entscheiden, daB eine Einsetzung für eine 
Formelvariahle mit Argumenten nur dann statthaft sein soll, wenn sie 
aus einer Einsetzung für diese Formelvariahle mit willkürlichen freien 
Individuenvariablen als Argumenten hervorgeht, d. h. wenn der für eine 
Nennform der Formelvariablen einzusetzende Ausdruck bereits die 
Eigenschaft einer Formel besitzt. 

Dieser Festsetzung entspricht vom inhaltlichen Standpunkt die Auf- 
fassung, daB der Wertbereich einer Formelvariablen mit Argumenten sich 
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nur auf solche Prâdikate erstreckt, die für den gesamten Wertbereich 
ihrer Argumente (d. h. den gesamten Individuenbereich) sinnvoll sind. 

Der Nachweis dafür, daB diese Festsetzung den Bereich der ableit- 
baren Formeln nicht einschrânkt, wird sich uns spater als ein bei- 
lâufiges Résultat ergeben^. 

Nach diesen ergânzenden Ausführungen zu der t-Regel sei nun noch 
etwas in Hinsicht auf die inhaltliche Deutung der durch die t-Regel 
eingeführten Terme bemerkt. Bei der Einführung des t-Symbols zur 
Formalisierung des Begriffes ..derjenige, welcher" sind wir von der Be- 
trachtung solcher Formeln 91 (a) ausgegangen, durch die einc bestimmte 
Eigenschaft eines (an Stelle der Variablen a zu setzenden) Dinges dar- 
gestellt wird. Es stellt aber eine Formel 91 (a) nur dann einc bestimmte 
Eigenschaft dar, wenn sie auBer der Variablen a keine freie Variable 
enthalt. Andernfalls stellt sie eine zweigliedrige oder mehrgliedrige 
Ding-Beziehung oder, falls in ihr Formelvariablen auftreten, eine Ding- 
Prâdikaten-Beziehung dar. 

Überlegen wir uns, was bei einer Formel 91 (<t) mit mehreren freien 
Variablen der Einführung des Termes tj.91 {x) inhaltlich entspricht. Der 
einfachste in Betracht kommendc Fall ist der einer Formel 93 {a, h), die 
auBer a und b keine freie Variable enthalt und für welche in bezug auf 
die Variable a die Unitâtsformeln 

{Ex)Sè{x, b), 

(aî) (y) (93 (X, b)8cSd (y, b) -> x = y) 

ableitbar sind, so daB mittels der t-Regel t_j93 {x, b) als Term eingeführt 
werden kann. 

• Hier stellt 93 («, b) eine zweigliedrige Beziehung dar, und den Unitüts- 
formeln entspricht inhaltlich die Aussage, daB es zu jedem Ding b (des 
zugrunde gelegten Individuenbereiches) ein und nur ein Ding a gibt, 
das zu ihm in der Beziehung 93 (a, b) steht. Der Term if Sd{x, b) stellt 
nun „das zu b in der Beziehung 93 {a, b) stehende Ding" in seiner Ab- 
hângigkeit von b, also als Funktion von b dar. 

Mittels dieser Funktion lâBt sich die Beziehung 93 {a, b) nach a auf- 
lôsen in Gestalt der Gleichung 

a — {x, b ) . 

Die Auflôsung wird formai durch die Ableitung der Àquivalenz 

93 (<t, i) ^ a = i^'îd {x, b) 
vollzogen, die mit Hilfe der Formel 

93(gS 3(^. 6), è) 

sowie der zweiten von den eben genannten Unitâtsformeln und des 
zweiten Gleichheitsaxioms erfolgt. 

1 Siehe die Anmerkung S. 432. 


25 * 
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Wie nun in diesem betrachteten Fall der Term b) im Sinne 

der inhaltlichen Deutung eine Funktion des Argumentes b darstellt, die 
einem jeden als Wert von b genommenen Ding (des zugrunde gelegten 
Individuenbereiches) eindeutig wieder ein Ding (dieses Bereiches) zu- 
ordnet, so stellt allgemein ein Term der eine oder mehrere 

freie Variablen enthâlt, eine Funktion dar, welche diese Variablen als 
Argumente hat. Sind insbesondere aile in jenem Term vorkommenden 
freien Variablen Individuenvariablen, so ist die dargestellte Funktion 
eine mathematische Funktion, d. h. eine eindeutige Zuordnung eines 
Dinges zu einem oder mehreren Dingcn^, wâhrcnd im Falle des Auf- 
tretens von Formel variablen die dargestellte Funktion eine solche ist, 
die einem oder mehreren (einstelligen oder auch mehrstelligen) Prâdikaten 
und auBerdcm eventuell noch einem oder mehreren Dingen eindeutig 
ein Ding zuordnet. 

Sehen wir nun zu, wie durch die t-Regel unser Formalismus be- 
einfluBt wird und was wir durch sie gewinnen. Wir müssen zunâchst 
über die verschiedenen Terme der Gestalt 

welche auf Grund der t-Regel zustande kommen kônnen — solche 
Terme môgen kurz ,,t-Terme“ heiBen — , einen Überblick gewinnen. 
Die groBe Mannigfaltigkeit dieser Bildungen beruht auf der Môglichkeit 
der kombinierten Anwendungen des t-Symbols, und zwar sind zwei 
verschiedene Arten der Kombination von t-Symbolen zu unterscheiden : 
die Einlagerung und die Überordnung. 

Es handelt sich dabei um folgendes : Wir gehen aus von einer Formel 

%{a,b) . 

* 

Hierin werde für b ein «-Term eingesetzt. Fur die hierdurch 

entstehende Formel 

welche abgekürzt mit® (a)bezeichnet werde, seien dieUnitâtsformeln ableit- 
bar, so daB gemâB der t-Regel der Term eingeführt werden kann. 

Tritt die Variable a in tj,S3(y) nicht auf, so wird dieser Term von der 
Bindung der Variablen a durch das t-Symbol nicht betroffen; er geht 
also in tjl{x) unverândert als Bestandteil ein, und der Term ix^{x) hat 
die Gestalt 

Wir sagen dann, daB der Term t^iB (y) dem Term (^) ,Mngelageri” 
ist, indem wir allgemein da von Einlagerung eines t-Terms sprechen, 
wo ein solcher als Bestandteil eines umfassenderen t-Terms vorkommt. 

Enthâlt dagegen tyS3(y) die Variable a, so daB dieser Term genauer 
durch tyS8(a, y) anzugeben ist, so hat der Term ix^{x) die Gestalt 


^ Vgl. § 5, S. 190 . 
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In diesem Fall sagen wir, dafi das âuBere t-Symbol dem innerhalb der 
Formel stehenden ,,übergeordnet” bzw. dièses jenem âuBeren t-Symbol 
,,untergeordnet“ ist. 

Zu beachten ist hierbei, daB der Bestandteil 

y) 

wegen der darin auftretenden Variablen x nicht den Charakter eines 
Terms hat, so daB wir ihn nicht als einen t-Term, sondern nur als einen 
,,i-Ausdruck'‘ bezeichnen kônnen. 

Betreffs der Einlagerung sei noch bemerkt, daB eine solche auBer 
auf die eben angegebene Art auch auf dem Wege der Einsetzung zustande 
kommen kann. Namlich ein Term wie 

i^%{x, ly^iy)) 

kann eventuell durch Einsetzung des Terms (y) für eine freie Variable, 
etwa b, aus ix^{x, b) erhalten werden, allerdings nur dann, wenn für 
die Formel 91 (a, b) die auf a bezüglichen Unitâtsformeln ableitbar sind. 

Wir wollen uns die verschiedenen genannten Môglichkeiten der Zu- 
sammensetzung von t-Ausdrücken an ganz einfachen Beispielen^ ver- 
deutlichen, die sich auf den Formalismus der Gleichheitsaxiome und 
der PEANOschen Axiome (Pi), {P^) beziehen. 

Nehmen wir zuerst für 91 (a, b) die Formel 

a = b'; 

für diese sind die auf die Variable a bezüglichen Unitâtsformeln 

(Ex) {x = b') 

(x) (y) {x = b' & y = b' -► x — y) 

mit Hilfe der Gleichheitsaxiome ableitbar. Für 93(«) werde die Formel 

a — 0 

genommen, deren zugehôrige Unitâtsformeln ebenfalls mittels der 
Gleichheitsaxiome erhalten werden. 

Nun kônnen wir die Terme 

i^%{x.b). d.h. iAx = b') 

<„S8{y), d.h. i,(y = o) 

bilden, und indem wir den zweiten Term für die Variable b in ix{x — b') 
einsetzen, erhalten wir den Term 

= 0 )') , 

in welchem iy{y = 0) als eingelagerter «-Term auftritt. 

ï Diese Beispiele sind, ohne Rücksicht auf mathematischen Belang, nur im 
Hinblick darauf gewâhlt, daB die Ableitbarkeit der zu benutzenden Unitâts- 
formeln ohne weiteres ersichtlich ist. Beispiele von mathematischem Intéressé 
werden sich uns im Folgenden bieten. 
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Diesen Term konnen wir aber auch direkt mittels der t-Regel ein- 
führen, indem wir für die Formel %{a, ty58(y)), d. h. 

a = hiy = 0 ')' 

die Unitâtsformeln ableiten. 

Nehmen wir dagegen für 31(a,è) die Formel 

a' — b, 

so sind für diese die auf a bezüglichen Unitâtsformeln nicht ableitbar. 
Wohl aber sind für die t'ormel 

a' ^ ly {y ^ 0') 

die zugehôrigen Unitâtsformeln ableitbar, und es kann daher 

= <„(y = 0')) 

als Term eingeführt wcrden. 

In den beiden betrachteten Beispielen haben wir eine Einlagerung, 
aber nur in dem ersten kann sic durch Einsetzung erhalten werden. 
Wâhlen wir nunmehr für %{a,h) die Formel 

a = 0 V 6 = 0' 

und für 58 (a , b) die Formel b — a' , so kann 

y), d. h. iy{y = a') 

mittels der t-Regel als Term eingeführt werden, und es ergibt sich zu- 
gleich die Formel 

iy{y==a')^a\ 

Mittels dieser Formel sind für die Formel 


a — 0 iy{y — a') = 0* 

die zugehôrigen Unitâtsformeln mit Benutzung der Glcichheitsaxiome 
und des Axioms (Pg) ableitbar, Somit konnen wir i^%{x , , y)) , 

d. h. 

i^{x = iy{y = x') = 0 ') 


als f-Term einführen. Hier haben wir ein Beispiel für den Fall der 
Überordnung. Durch das âuBere, übergeordnete t- Symbol wird die in 
dem Term iy{y ~ a') auftretende freie Variable gebundcn. 

Auüer derjenigen Art der Überordnung, bei der eine Variable eines 
i-Ausdrucks direkt durch ein übergeordnetes t- Symbol gebundcn wird, 
kommt noch eine indirekte Art der Überordnung in Betracht, welche 
darin besteht, dal3 eine Variable eines t-Ausdrucks von auBen lier durch 
ein Allzeichen, ein Seinszeichen oder ein t-Symbol gebundcn wird, welches 
seinerseits im Bereiche eines t-Symbols steht. 

Eine Überordnung dieser Art liegt z. B. vor bei einem Term der 

fl). 
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worin die Variable y des Ausdrucks z) durch das Allzeichen (y) 

gebunden ist, welches innerhalb des ganzen «-Terms steht. 

Ein anderes Beispiel einer indirekten Überordnung bildet der Term 

«y 39 (y, ©(y, 2 ))), 

worin der Ausdruck ig^(y, z) durch Vermittlung des eingelagerten Ternis 

*y 33(y, izdiy.z}) 

dem ganzen t-Term untergeordnet ist. 

Audi besteht die Môglichkeit, daü eine direkte Überordnung zu- 
sanimen mit einer indirekten auftritt; denn es kônnen ja verschiedene 
Variablen eines t-Ausdrucks auf verschiedene Art gebunden sein. So 
ist Z. B. einem i-Tevm (^^y) S9(^. y , z)) 

der darin auftretende f- Ausdruck y, z) einerseits direkt durch 

die Bindung der Variablen x, andererseits indirekt durch die Bindung 
von y untergeordnet. 

Wie man schon aus diesen Beispielen ersieht, konnen durch die 
Kombination der verschiedenen Verknüpfungsarten der «-Symbole sehr 
verwickelte Strukturen zustandc kommen. 

Auch schon bei einfacheren Bildungen werden die «-Terme leicht 
unübersichtlich, und es cmpfiehlt sich, für gewisse hâufig vorkommende 
«-Terme abkürzende Symbole durch expiizite Definitionen einzuführen. 
Ein solches abkürzendes Symbol ist ini Falle, wo der zu vertre tende 
«-Term keine freie Variable enthâlt, ein Symbol ohne Argument, welches 
die Rolle eines Individuensymbols hat, Andernfalls enthalt, gemâB 
unserer allgemeinen Festsetzung über expiizite Definitionen^, das ab- 
kürzende Symbol die in dem «-Term auftretenden freien Variablen als 
Argumente; durch dieses Symbol wird dann im Sinne der inhaltlichen 
Deutung eine Funktion dargestellt, und zwar, wenn nur Individuen- 
variablen als Argumente vorkommen, eine mathematische Funktion. 

Treten als Argumente solche F'ormelvariablen auf, die ihrerseits 
eine oder mehrere Individuenvariablen als Argumente haben, so wollen 
wir die Argumentstellen dieser Formelvariablen durch gebundene Va- 
riablen angeben, die zugleich als untere Indizes an das mit den Argu- 
menten versehene Zeichen angehângt werden**. Auf diese Weise er- 

1 Vgl. § 7, S. 292. 

2 Treten in dem «-Term, für den man eine Abkürzung einführen will, freie 
Individuenvariablen als Argumente von Formelvariablen auf, so sind diese In- 
dividuenvariablen neben den Formelvariablen als selbstündige Argumente des 
einzuführenden Symbols anzugeben. Demgemâû hat z. B. für einen ^-Term, in 
welchem als Bestandteil der Ausdruck A [c) , im übrigen aber keine freie Va- 
riable vorkommt, das abkürzende Symbol die Gestalt 

f,(^ W, c), 

worin für f ein Funktionszeichen zu setzen ist und anstatt x auch eine andere 
gebundene Variable stehen kann. 
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halten wir S 5 niibole wie ^^{A(x)), yj.yg{a, B{x) , C(y, z)); und zwar 
stellt dann im Sinne der inhaltlichen Deutung 


eine Funktion dar, welche einem Prâdikat mit einem Subjekt ein Ding 

zuordnet, und , -d, . s\ 

y^y^{a,B{x),C{y,z)) 


stellt eine Funktion dar, welche einem Ding, einem Prâdikat mit 
einem Subjekt und einem Prâdikat mit zwei Subjekten ein Ding zu- 
ordnet. 

Wir woUen hier einige wichtige Funktionshildungen nâher betrachten, 
welche durch das i- Symbol ermôglicht werden. Als erste nehmen wir die 
Darstellung der Aussagenfunktion, welche einer Aussage den Wert 0 
oder i zuordnet, je nachdem die Aussage zutrifft odcr nicht. Dazu 
gehen wir aus von der Formel 


{A -> a = 0) & {A -> fl = 0') • 
Zu dieser gehôren die Unitâtsformeln 


{Ex) ((^ -•> X = 0) & (A X = 0')) 

{x){y){{A x—0)&{A -> x—(i')&:{A -> y=0)&(.4 -> y=0') x—y). 

Diese sind beidc mit Hilfe der Gleichheitsaxiome ableitbar. Die Ab- 
leitung der ersten Formel erfolgt so: 

Aus dem ersten Gleichheitsaxiom erhalten wir durch Einsetzung 
und durch Vorsetzen von Implikationsvordergliedern : 

A-^{A -> 0 = 0 ). 

Aus der identischen Formel 

A -> {Â^ B) 

erhalten wir durch Einsetzung: 


A-^{A -> 0 = 0'). 

Die beiden erhaltenen Formeln ergeben nach dem Schéma für die Kon- 
junktion ^^(U^0 = 0)&(.4-0 = 0')); 

ferner geht aus der Formel (b) durch Einsetzung die Formel 

0 = 0) & (k4 -► 0 = 0') (F a;) ((.4 ^ a; = 0) & (i4 -> a; = 0')) 

hervor, und diese zusammen mit der vorigen Formel liefert mit Hilfe 
des Kettenschlusses 


A {E x) {{A X ^ 0) & {A X — 0')) . 
In entsprechender Weise gelangen wir zu der Formel 
À -> {E x) {{A X — 0) & (A X = 0')) . 
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Nach dem Schéma fûr die Disjunktion erhalten wir daher 

A V A -* (E x) ((A X — 0) & (A ->■ X ~ 0')) , 

und da .4 V ^ eine identische Formel ist, so ergibt sich 

(Ex) ((A -^x = 0)& (A"-^ X = 0')) . 

’ Ganz entsprechend verlâuft die Ableitung der zweiten Unitâtsformel, 
indem diese einerseits mit Hinzufügung von A als Implikationsvorder- 
glied, andrerseits mit Hinzufügung von A als Vorderglied abgeleitet 
wird. An Stelle des ersten Gleichheitsaxioms, das beim Beweis der ersten 
Formel verwendet wird, tritt hier die Formel 

a = c & b — c -> a — h , 

aus der durch Einsetzung und mit Hilfe des Aussagenkalkuls die 
Formel 

A -> {{A a — Q) 8i.(À -* a — O') 8c{A -*• è = 0) & (-4 -> 6 = OO -> a— h) 

sowie auch die entsprechende Formel mit À als Vorderglied erhalten 
wird, und anstatt der Formel (b) wird hier das Schéma (oC) und die 
Regel der Umbenennung benutzt. 

Auf Grund dieser Ableitung der beiden Unitfltsformeln kann nun 
der Ausdruck 

(,^({A X = 0) & (-4 = D) 

als ein t-Term eingeführt werden, Um für diesen eine Abkürzung zu 
haben, stellen wir die explizite Définition auf: 

O) (A) = i^{{A X — 0) Sc (A -*■ X = 1 )) . 

Auf Grund dieser Définition ergeben sich gemâB der t-Regel, mit Be- 
nutzung des zweiten Gleichheitsaxioms, die Formeln 

A -► <jd(A) = 0 , 

À -> <o{A) = \ , 

und aus diesen erhalten wir ferner, mit Anwendung der Formel 


die Âquivalenz 


0 ' 4 = 0 , 

A ~ «>(-4) = 0 . 


Hiermit ist allgemein die Überführung einer Formel in eine Gleichung 
der Form 

a = 0 


geliefert, welche in der rekursiven Zahlentheorie nur für Formeln von 
spezieller Art ermôglicht wurde. In den erhaltenen Formeln für o>{A) 
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kônnen wir für die Variable A beliebige Formeln einsetzen und gelangen 

so zu weiteren Funktionen. Setzen wir z. B. A (a) für A ein, so erhalten 

wir die Formeln , , , , . . 

A (a) (o{A(a))=0, 

À {a) O) {A (fl)) = 1 , 


worin nun wieder für A (a) irgendeine Formel (a) eingesetzt werden 
kann. Es stellt dann 

w(91(fl)) 

eine solche Funktion von a dar, welche den Wert 0 oder den Wert 1 
bat, je nachdem die Aussage 31 (a) auf das Ding a zutrifft oder nicht. 
Somit wird durch die Funktion 0 }[A{a)) allgemein der Übergang von 
den logischen Funktionen {den Pràdikaten) zu den mathematischen Funk- 
tionen formalisiert. 

Setzen wir ferner in den obigen Formeln für die Variable A ein: 
{x) A (x) , so erhalten wir mit Benutzung der Umformung von (x) A {x) 
in {E x) A {x) die Formeln 

{x) A (x) - > œ {(X) A (;ï)) = 0 , 

{E x) A {x) -> cü {{x) A (x)) = i . 

Hierbei kann wieder für A (a) eine bestimmte Formel 31 (a) eingesetzt 
werden, und es stellt dann 

0 }{{x) 31 (:r)) 

den Wert 0 oder 1 dar, je nachdem das Prâdikat 31 (a) auf aile Dinge 
des Individuenbereichs zutrifft oder auf mindestens eines nicht zutrifft. 

Bei der Einführung der Funktion (o{A) und der Ableitung der sie 
charakterisierenden Formeln 

A~*(o{A) — 0, A~^(o{A) = \ 

kommen auBer den allgemeinen logischen Formeln und Regeln ein- 
schlieClich der t-Regel nur die Gleichheitsaxiome und die Formel 0' =f= 0 
zur Verwendung. Nunmehr wollen wir eine solche Funktionsbildung 
betrachten, bei der man die t-Regel in Verbindung mit den zahlen- 
theoretischen Axiomen, insbesondere mit dem Induktionsaxiom, anzu- 
wenden hat, und die sich also, im Sinne der inhaltlichen Deutung, 
speziell auf den Individuenhereich der Zahlen bezieht. 

Wie wir im § 6 gezeigt haben, ist aus dem Induktionsaxiom und 
den Axiomen für = und <, d. h. aus den Formeln des Systems (B), 
die Formel 

A (a) -> {Ex) {A {x) & (y) (y) -> x = yM x< y)) 

ableitbar, welche das Prinzip der kleinsten Zahl darstellt. 

Bezeichnen wir die Formel 

A (c) & (a) (i4 («) -> c = « V c < «) 
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zur kürzeren Angabe mit 3K (c) , so wird die vorige Formel, nach Um 
benennung der Variablen y in m, durch 

A{a)-^{Ex) 

angegeben. Ans dieser erhalten wir mit Hilfe des Schémas (/S) dié Forme 

{Ex)A{x)^{Ex)m{x). 

Nun wollen wir die t-Regel anwenden auf die Formel 

(( 2 ) A {Z) -* a = 0) &{{E Z) A (z) -> SOÎ(a)) . 

Für diese erhâlt man die zugehôrigen Unitâtsformeln, wieder mittel; 
des Schémas der Disjunktion, indem man jede der beiden Formeln einer 
seits mit Vorsetzen des Implikationsvorderglieds {z) A ( 2 ) , andererseit; 
mit Vorsetzen des Vorderglieds {Ez) A ( 2 ) ableitet und hernach dû 

( 2 ) Mz) y {Ez) A ( 2 ) 

benutzt. Die genannten Ableitungen ergeben sich auf Grund des Prâdi 
katenkalkuls mit Hilfe der Formeln 


0 = 0. (Ex) A (x) {Ex) . 

a — 0 & b == 0 -*■ a — b , ^{a) & {b) -* a = b . 

Die letzte von diesen Formeln wird so erhalten: Durch Anwendun^ 
der Grundformel (a) (in Verbindung mit der Regel der Umbenennung 
und des Aussagenkalkuls erhâlt man 

W{b)-^ A{b) &.{A{a) -> 6 == a V ô < a) . 

Vertauscht man hierin (durch Einsetzungen) die Variablen a, b, sc 
ergibt sich («) -> ^ (a) & (^ (6) -> a = 6 V « < 6) . 

Die beiden erhaltenen Formeln zusammen ergeben mit Hilfe des Aus 
sagenkalkuls die Formel 

W{a) 8c W.{b) -* {a = b y a <. b) &L {b = a y b < a) , 
und diese, in Verbindung mit den Formeln 

b = a -> a = b, 
a ab -> b a a , 

liefert mittels des Aussagenkalkuls: 

aK(a)&2R(è) a = b. 

Nachdem nun die beiden zu der Formel 

(( 2 ) A ( 2 ) a — 0) 8c {{Ez) A ( 2 ) -»• 9[R(a)) 
gehôrigen Unitâtsformeln abgeleitet sind, kann der Ausdruck 
«a {(( 2 ) A(z) X = 0) 8c {(Ez) A ( 2 ) -► 91î(^))} 
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als t-Term eingeführt werden. In diesem tritt als einzige freie Variable 
die Formelvariable A mit einem Argument auf. Wir wâhlen für diesen 
7'erm als abkürzendes Symbol 

l^xA{x); 

dieses Symbol wird also eingeführt durch die explizite Définition: 

A (x) = {((^) ^ (2) -> a; = 0) & {{Ez) A (z) -> 2K(a;))} ; 

es ist ein Funktionszeichen, das als Argument eine Formelvariable hat, 
die ihrerseits mit einem Argument versehen ist. Die Art der Zuordnung, 
die durch dieses Funktionszeichen dargestellt wird, ergibt sich, indem 
wir die Formel aufstellen, welche für fixA{x) aus dem Schéma der 
t-Regel zu entnehmen ist. Diese lautet: 

(( 2 ) A (Z) A {X) = 0) & {[Ez) A ( 2 ) (:r))) . 

Zerlegen wir diese Formel in ihre konjunktiven Bestandteile und be- 
nennen die Variable 2 in a; um, so erhalten wir zunâchst 

{x)A{x) -> f^xA{x) = 0, 

{Ex)A{x) -> m{iJi^A[x)) . 

Nun nehmen wir die schon vorhin (bei der Ableitung der zweiten Unitâts- 
formel) benutzte Formel 

9JÎ (6) -> .4 (è) & (^ (a) -> h — aM h <. a) 

hinzu; wird darin für h der Term iJiy.A{x) eingesetzt, so erhalten wir, 
mit Anwendung der Abkürzung gS, die Formel 

{f.ix A [x]) {A [fij. A [x)) & {A [a) -> ^ [a) ^ a)) , 

und diese, zusammen mit der vorigen Formel 

{Ex)A{x)-*m{[XxA[x)) 

ergibt mittels des Aussagenkalkuls und mit Anwendung der Grund- 
formel (b) die beiden Formeln: 

(/^i) {E x) A{x)-*A {Hx A [x )) , 

(j“2) ^ («) ^ ^ a . 

Diese Formeln besagen, inhaltlich gedeutet, daB für jedes Zahlen- 
prâdikat 3ï (a) , welches überhaupt auf eine Zahl zutrifft, 31 (x) die 
Meinste Zahl darstellt, auf die das Prâdikat zutrifft. Zur vollstândigen 
Festlegung der Funktion fix 31 {x) dient noch die obige Formel 

(Ma) {x) A {x) fi^A(x) =0, 

welche besagt, daB für ein Prâdikat 31 (a), das auf keine Zahl zutrifft, 
/Uj,M(x) den Wert 0 hat. 
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Die Funktion iJix A {x) formalisiert also ganz allgemein den Begriff 
derjenigen Zabi, welche die kleinste von einer gewissen Eigenschaft 
oder, falls es keine Zabi von der Eigenscbaft gibt, die Zabi 0 ist. Diese 
Begriff sbildung ist wesentlicb weitergebend als die, welcbe wir in der 
rekursiven Zablentbeorie durcb den Ausdruck 

Min 9t(^) 

0 

formabsiert baben, da diese erstens nur auf spezielle Prâdikatc 21 (a) 
anwendbar ist und auBerdem die Bescbrânkung auf das Intervall der 
Zablen bis k entbâlt. 

Aus der inbaltlicben Deutung der Funktion fi^ A (x) entnimmt man 
obne weiteres, daB die zu einem Prâdikat 21 {a) gebôrige Zabi fij. 21 {x) ein- 
deutig bestimmt ist durcb die Menge der Zablen, auf welcbe das Prâdikat 
zutrifft. Diese eindeutige Bestimmtbeit durcb den ,,Umfang“ des 
Prâdikats drückt sicb formai aus durcb die Formel 

(x) {A {x) ^ B (;r)) A {x) == /M* B {x) . 

Um deren Ableitbarkeit festzustellen, genügt es (nacb dem Deduktions- 
tbeorem), daB wir mittels der Formel 

{x) {A (x) ~ B (X)) , 

unter Festhaltung der Formelvariablen, die Gleicbung 

H^A{x) = fi^Bix) 

ableiten. Hierzu entnebmen wir zunâcbst aus (//g) die beiden Formeln 
A{(Xj,B{x)) -> [x^A{x)^(x^B{x) , 

B^fi^Aix)) -> [i^B{x)^ix^A{x) , 

welcbe zusammen 

A [fXx B (X)) 8cB{fz^A {x)) -* A {x) = B (x) 
ergeben. Nun wenden wir die Formel 

{x) {A{x)^B{x)) 

an, indem wir aus ibr die Formeln 

{E x) A (x) -*■ (Ex) B {x) , 

A{a)-*B{a), B{a)->A{a) 

ableiten. Die erste von diesen ergibt, in Verbindung mit den Formeln 

(Ex) A (x) -* A A {X)), 

(Ex) B{x)-* B{(i^B{x)) , 

die wir aus erbalten, die Formel 

(Ex)A(x) A{HxA(x))&.B(fixB(x))\ 
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die zweite und dritte ergeben durch Einsetzung für die Variable a 
die Formeln 


A A {X)) B A ix)) , B{n^B [x)) -> A B {x)) , 

so daB wir im ganzen 

{E x) A (x) A B (X)) 8cB{iXxA ( a :)) 
und daraus in Verbindung mit der vorherigen Formel 

A B{x)) & B{/ii^A (X)) -► /^xA{x) = {x) 


die Formel 

{Ex)A{x) ix^A{x) = fi^B{x) 

erhalten. 

Andererseits erhalten wir, durch nochmalige Anwendung der Formel 


und diese Formel, in 
Formeln 

und der Formel 


{x) {A{x) ~ B{x)) , 

(x) À (x) -> {x) B {x) , 

Verbindung mit den aus sich ergebenden 
(x) A (x) fix A{x) = 0 , 

[x] B {x) -► B{x) =0 


liefert 


(^) — 9 ^ B (^) — O f^x (^) — Ex B {x) y 
{x) A {x) Hx A {x) = (Xx B [x) . 


Die beiden erhaltenen Formeln 


(E x) A (x) [ix A {x) = fXx B {x ) , 

{x) A {x) -> (Xx A {x) = fx^ B {x) 
ergeben aber zusammen die gewünschte Gleichung 

Ex ^ (x) = Ex B (x) . 

Die entsprechende Eindeutigkeit, wie sie für die Funktion fx^ A {x) 
durch die ableitbare Formel 


(x) {A (x) - B (^)) /ix A [x) = fXx B {x) 

dargestellt wird, besteht auch für die durch das t-Symbol formalisierte 
Zuordnung eines Dinges zu einem Prâdikat, Diese kommt formai da- 
durch zum Ausdruck, daB für irgendwelche Formeln 33 (a), deren 

zugehôrige Unitâtsformeln ableitbar sind, die Formel 

( a ;) (21 {X) ~ 23 ( a ;)) -► ix 21 {x) — ix'^ ( a ;) 

abgeleitet werden kann. Den Nachweis hierfür wollen wir hier auch 
geben; es genügt dazu wiederum, wenn wir zeigen, wie man im Falle, 
daB für 21 (a) und 23 (a) die Unitâtsformeln abgeleitet sind, aus der Formel 

(a;) (21(ac) ~23{Af)) , 
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unter Festhaltung der darin eventuell vorkommenden freien Variablen, 
die Formel 

erhalten kann. 

Auf Grund der abgeleiteten Unitâtsformeln liefert die i-Regel zu- 
nâchst die Formeln 


Aus der t'ormel 

ergibt sich 

und hieraus weiter 


{x) (^(Ac) ~ 93(Af)) 

{x) (3t(:r) -> 33 (a:)) 
%{i^%{x)) -> 33(ta;^U)) ; 


und diese Formel, zusammen mit den Formeln 


%{i^%{x)), 33{t^33W), 

liefert 

33(i^3ÏW)&58(t^33U)) . 

Andererseits erhalten wir aus der zweiten Unitâtsformel für 93(«) die 
Formel 

33(t^9t(^))&33(i^33(A;)) -> i^%{x) ^ , 

und diese ergibt zusammen mit der vorigen Formel die Gleichung 

Man bemerkt an dieser Ableitung, daû die Formel 

{x) (^(^) ^ 33 (a;)) 
nur zur Gewinnung der Formel 

[x) {%{x)^^{x)) 

benutzt wird. Aus diesem Umstand folgt, daB — wiederum im Fall 
der Ableitbarkeit der zu 91 (a) und 33 (a) gehôrigen Unitâtsformeln — 
auch die Formel 

{x) (31 (X) -► 33 (;r)) -> St {x) = 33 (^) 

ableitbar ist. Man beachte, daB die Ableitung dieser Formel aus den 
zu St (a) und 33 {a) gehôrigen Unitâtsformeln ohne Benutzung der Gleich- 
heüsaxiotne allein mittels der t-Regel und des Prâdikatenkalkuls erfolgt. 

An den hier betrachteten Eindeutigkeitsformeln zeigt sich der Vor- 
teil, den die Einführung der Funktion (Ay. A {x) gegenüber dem all- 
gemeinen Operieren mit dem Symbol bietet: Wâhrend wir die Ein- 
deutigkeitsformeln für das f-S5mibol nur als in jedem einzelnen Faite 
beweisbar feststellen kônnen, haben wir für die Funktion A (x) die 
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eine allgemeine Eindeutigkeitsformel, welche die verschiedenen einzel- 
nen Anwendungsfâlle aile in sich schliefit. 

Dieser Unterschied beruht darauf, dafi A {x) ohne weiteres ein 
Term ist, wâhrend wir für die Einführung der f-Terme an die Ableitung 
der Unitâtsformeln gebunden sind. Unter diesem Gesichtspunkt ist es 
wichtig, sich klarzumachen, daÜ die Funktion A (x), nachdem sie 
einmal mit Hilfe des t-Symbols eingeführt ist, von da an allgeinein 
zur Vertretung des 4 -Symbols verwendet werden kann, so daC jede 
weitere Anwendung der i-Regel enthehrlich wird. 

Sind nâmlich für die Formel §l(a) die Unitâtsformeln ableitbar, so 
ist auch die Gleichung 

i^%{x) ^ ^{x) 

ableitbar. Denn gemâB der t-Regel erhalten wir dann zunâchst 

Ferner ergibt sich ans der Formel (^j) und der ersten Unitâtsformel 
für §l(a) 

so daB wir 

erhalten. Andererseits ergibt sich aus der zweiten Unitâtsformel für %{a) 
die Formel 

{ij. 51 (a;)) & 51 21 {x)) 21 {x) = /Wx 21 {x) , 

so daB wir in der Tat zu der Gleichung 

i.j,%{x) = fi^%{x) 

gelangen. Der Term 21 {x) übernimmt also bei allen den Formeln 21 (a) , 
für welche gemâB der t-Regel i^%{x) eingeführt werden kann, ge- 
wissermaBen von selbst die Rolle von 21 {x) , und wir kônnen uns 
somit durch Benutzung der Funktion A {x) die Einführung von 
«-Termen gemâB der «-Regel, d. h. mittels der Ableitung der entsprechen- 
den Unitâtsformeln, ersparen. 

Diese Môglichkeit besteht allerdings nur in der Zahlentheorie, wo 
das Prinzip der kleinsten Zabi seine Gültigkeit hat, wâhrend ja der 
durch das t- Symbol formalisierte Begriff ,,derjenige, welcher" eine ganz 
allgemeine Verwendung findet. 

Wir haben hier, zur Einführung der Funktion 21 {x) von der 
Zahlentheorie zunâchst nur die Axiome des Systems (B) herangezogen. 
Jetzt woUen wir die Rekursionsgleichungen für die Addition und Multi- 
plikation hinzunehmen, also von dem System (B) zu dem System (Z) 
übergehen. Im Rahmen dieses Formalismus gewinnt die Funktions- 
bildung A (x) erst ihre voile Tragweite. Insbesondere kônnen wir 
zeigen, daB mittels der Funktion A (;r) aile weiteren rekursiven De- 
finitionen sich durch explizite Definitionen ersetzen lassen. 
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Als Vorbereitung hierzu müssen wir ein Stück weit die Formali- 
sierung der Zahlentheorie verfolgen, wie sie sich auf Grund der Axiome 
des Systems (Z) mit Hinzunahme des Funktionszeichens A {x) und 
der zugehôrigen Formeln {fiy) , {/n^) , {fiÿ) ergibt. 

Diese Art der Behandlung der Zahlentheorie bildet ein Gegenstück 
zu der rekursiven Zahlentheorie; was dort durch die rekursiven Defini- 
tionen bewirkt wurde, das leistet hier die Anwendung der gebundenen 
Variablen, insbesondere mittels der Funktion A {x) . Es treten da- 
her die gleichen zahlentheoretischen Beziehungen und Funktionen in 
einer neuen Art der formalen Darstellung auf, wobei wir uns jedoch 
gestatten wollen, die früheren Symbole beizubehalten, wie wir es bereits 
in betreff des Symbols < getan haben. Nâmlich das Symbol a <. h 
haben wir zunachst (im § 6) als Grundzeichen, dann in der rekursiven 
Zahlentheorie mittels der Funktion à (a, b) durch die Définition 

a <. b ~ 5(6,«)4^0 

und hernach, mit Anwendung der gebundenen Variablen, mittels der 
Funktion a b durch die Définition 

a a b {E x) {x 0 8c a X = b) 

eingeführt. Diese letzte Définition haben wir für das Folgende zugrunde 
zu legen. 

Aus dieser ergeben sich [wie wir bei der Betrachtung des Systems (D) 
im § 7 gezeigt haben^] die Formeln (<i), (<2). (<3) sowie 

a a b a' — b y a' <. b , 

aus denen weiter (wie im § 6 festgestellt wurde^) die Formeln 

a — bya<.bVb<ia, a d b -> b d ci' 
ableitbar sind. 

Hierzu kommen noch die Formeln 

a db ~ a c db c , 

c 4 0 ■ " {u d b ^ a ’ c db ' c) , 

welche mit Hilfe der Rechengesetze für Summe und Produkt erhalten 
werden. Ferner ergibt sich aus der Gestalt des definierenden Aus- 
drucks für a db die Aquivalenz 

a db ~ {E x) {a X = b) . 

Wir beginnen nun mit der Définition der ,,Kongruenz modulo w" 

a b (mod n) , 

1 Vgl. § 7, S. 357. * Vgl. § 6, S. 271—72. 

Hilbert-Beniays, Gruiidlagen der Mathematik I. 
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welche folgendermaüen lautet^: 

a = è (mod n) ~ {Ex){a — n-x-\-h\lh = n-x-\-a). 

Aus dieser Définition ergeben sich auf Grund der Rechengesetze für 
die Summe und das Prodiikt und der Formeln 

a c ~ b c " > a — h , 

a — bya<.b'\/b<ia 

folgende Formeln für die Kongrucnz: 

a ~ a (mod n) , 

a = b (mod n) <k a = c (mod n) -> b = c (mod n) , 

a ^ b (mod n) ~ a -\- c = h c (mod n) , 

a = b (mod n) a • c = b • c (mod n • c) 

a = b (mod n • c) ► a = b (mod n) . 

Der Begriff der Kongruenz nach einem Modul steht in engeni Zu- 
sammenhang mit der Division. Von die.ser brauchen wir hier nur den 
Begriff des Restes. Wir führen die Funktion Q{a, b), welche den Kesf 
von a bei der Division durch b darstcllt, durch folgende explizite Dé- 
finition ein: 

Q{a, b) --- (Ey) {a ^ b ^ y + x) . 

Hier haben wir das erste Beispiel der Définition einer zahlentheoreti- 
schen Funktion mit Hilfe der Funktion /j,j;A{x). Die formalen Eigen- 
schaften einer so definicrten Funktion müssen sich aus der Anwendung 
der Formeln (/^i) , (/«g) , (f^s) ergeben. Ini vorliegenden Falle brauchen 
wir nur die beiden ersten von diesen Formeln. Setzen wir in (//j) für 
die Nennform A (c) der Formelvariablen die Formel 

(E y) (a ^ b • y + 

ein, .so erhalten wir, mit Benutzung der Definitionsgleichung für Q{a, b) , 
{Ex) {E y) {a = b' y A- x) -> (Ey) {a == b ' y + Q(a, b)) . 

Nun erhalten wir ferner aus der Gleichung 

(I = b ' 0 'F U 

durch den Prâdikatenkalkul die Formel 

(Ex) (Ey) {a = b' y A- x); 

somit ergibt sich 

{Ey) {a = b' y A- b)) , 

1 Man vergleiche hiermit die im § 7 (auf S. 359) angegebene Définition von 
a ^ b (modï) für eine Ziffer !. Die Beschrànkung auf eine Ziffer ! war dort, im 
Rahmen des Systems (D), nôtig, weil wir die Funktion a • b nicht zur Verfügung 
hatten. 
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und daraus, durch Anwendung der Définition der Kongruenz: 

a ^ Q{a, b) (mod b) . 

Nunmehr ziehen wir die Formel {ii^) heran. Hierin setzen wir zuniichst 
für a die Variable r ein, und für die Ncnnform A {c) wieder die Formel 

{E y) (u = è • y + c) : 


auf diese Weise erhalten wir 

{E y) {a ~ b • y A- 


Q {a , b) 


r . 


Andererseits erhalten wir durch Anwendung der Rechengesetze die 

Formel , „ , _ , 

a — 0 • ;î -f- s & 6 -f- ^ = s a ~~ b • n -f- 


und aus dieser rnittels des Pradikatenkalkuls 

{Ey) {a b • y + q(( 1 , b)) -► {b r = Qia, b) > (Ey) (a = b ' y + r)) . 

Die hier als Vorderglied auftre tende Formel 

{Ey) (rt! = * • y + Q{a, b)) 
haben wir vorhin abgeleitet; somit ergibt sich 

6 + f ^ (a , 6) -> (/i y) {a — b ' y A- f) , 

und diese Formel zusammen mit der vorherigen 

{E y) {a b - y A- r) > Q{a,h) r 

ergibt die Formel 

b A- r ^ Q{a, b) Q{a,b) i;. r , 

aus der wir weiter 

b + f — Q {a, b) -> b A- ^ Ss ^ 

erhalten. Mit Hilfe der Formel 

b A- -*■ b = 0 , 

die man aus der Âquivalenz 

a ^b ~ (E x) {a A- X — b) 
ableitet, ergibt sich nun 

b A- = Qi(i, b) -► b — 0 
und daraus rnittels des Pradikatenkalkuls 

{E x) {b A- X = Q(a, b)) b — 0 . 

Wenden wir hier nochmals die Âquivalenz 

a b ~ (Ex) (a A- X = b) 
an, so gelangen wir zu der Formel 

b ^Q{a, b) -> b = O 


26 * 
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und von dieser durch Kontraposition und Anwendung der Disjunktion 

a =■ hy a cihy h <. a 

zu der Formel 

b 4 0 Q{a, b) <b . 

Diese Formel stellt das Ergebnis unserer Anwendung der Formel (/ig) 
dar. Sie liefert in Verbindung mit der Kongruenz 

a = Q{a, b) (mod b) 

die voile Charakterisierung der Funktion q { a, b). Diese Tatsache kommt 
formai zum Ausdruck durch die Ablcitbarkeit der Formel 

a = r (mod b) &r <. b > r q {a, b) , 

welche sich mit Benutzung der Formel 

r ^ s (mod b) -> r^ib-\-s\/ s >■ h rM r — s 

ergibt. 

Aus der Formel 

a = Y (mod b) der Ci b -+ r = () [a , b) 
kann noch die Àquivalenz 

a ~ b (mod n) ~ Q{a,n) — q {b, n) 

abgeleitet werden, welche wir in der rekursiven Zahlentheorie als Dé- 
finition der Kongruenz genommen haben. 

Wie man an diesem Beispiel der Einführung von q {a , b) sieht, ist 
die genaue formale Durchführung auch schon bei den ersten zahlen- 
theoretischen Uberlegungen recht umstandlich. Wir werden uns im 
folgenden, urn Weitschweifigkeiten zu vermeiden, mit kurzen Angaben 
begnügen, was um so mehr angângig ist, als es sich ja hier um die 
Formalisierung von gelâufigen Uberlegungen aus der Zahlentheorie 
handelt, wobei wir nur darauf zu achten brauchen, daü die Beweis- 
führungen im Rahmen unseres betrachteten Formalismus verbleiben^. 

Für unseren vorgesetzten Zweek ist die Formalisierung der Begriffe 
,,teilbar“, ,,zueinander prim" und ,,kleinstes gemeinsames Vielfaches" 
erforderlich. Für die Teilbarkeit nehmen wir das in der Zahlentheorie 
zuweilen gebrâuchliche Symbol ajb {,,a teilt b“ , ,,a geht in b auf“), 
für welches die Définition lautet: 


ajb {E x) {a ' X = b) . 

Aus dieser Définition leitet man die Âquivalenzen ab; 

ajb ~ b = 0 (mod a) , 
ajb ~ g{b,a) — 0 , 

1 Wer die hier folgenden formalen Entwicklungen überspringen will, kann 
auf S. 412 fortfahren. 
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ferner ergeben sich die Formeln 


Aus der Àquivalenz 
erhâlt nian noch 


afa ‘b , bja ‘ b, 
ajb & bjc ajc , 

ajb & ajc -> ajb + c , 
ajb & ajb + c -► ajc , 
a/O. Olb 6 = 0. 

ajb ~ 6 = 0 (mod a) 
ajb & 6 = c (mod a) > ajc . 


Zur Formalisicrung des Begriffes ,,a ist zu b prim“ stellen wir die Dé- 
finition auf: ^ K , , , . 

Prim (a, 6) ~ {Ex) {a ‘ x = i (mod 6)) . 

Aus dieser Définition gewinnt man leicht die folgenden Formeln: 

Prim {a, b) & cja >• Prim {c, b) , 

Prim (a, n) & Prim {b,n) -*■ Prim {a • b, n) , 

Prim {a,n) 8ca = h (mod n) ->• Prim (6, n) . 

Etwas mühsamer ist die Ableitung der Symmetrieeigenschaft, welche 
sich durch die Formel 

Prim (a , 6) -> Prim (6 , a) 

ausdrückt. Diese geschieht auf dem Weg über folgende Formeln : 
Prim (1 , a) , Prim (a, 0) a = i , Prim (0, 1) , 

6 > 1 & Prim {a, b) (Ex) {E y) {x <. b & y <. a & a ‘ x ~ h - y 1) , 

{E x) {E y) {x <. b &. y <. a & a • X — b • y -i- i) 

-> {E x) {E y) {Eu) {Ev) {x -\- w = b & y -{-v^a&:a'X = b‘y -f- 1) , 
{E x) {E y) {Eu) {Ev) {x -j- U — b 8c y -f- v — aSca-x — b-y.-^i) 

> {E u) {Ev) {b • V = a • U -\- \) . 

Aus der Formel . p,™ 

erhalt man, durch Anwendung der Définition von Prim {a, b): 

Prim {a, b) {E x) {a • x = i (mod 6)) 8c {Ex) {b • x = i (mod a)) . 
Nimmt man hierzu die Formel 
a • r = 1 (mod 6) & 6 • s = 1 (mod a) 

-> a'r-l-\-b’S'k^l (mod b) 8ca'r'l-\-b'S'k = k (mod a) , 
so ergibt sich 

Prim (a, 6) -> {E x) {x ^ k (mod a) 8c x = l (mod 6)) . 
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Wir führen nun die Funktion mult (a, b), welche das kleinste gemein- 
sante Vielfache von a uiid b darstellt, durch folgende Définition ein: 

mult (a, h) = 4^ 0 & ajx & bjx) . 

Zur Anwendung dieser Définition haben wir Gebrauch zu machen von 
den Formcln (//j) , (//g) . ifh) ■ Diese F'ormeln werden hier in der Weise 
angewendet, daB zuniiehst in (//g) für a die Variable n und dann in 
allen drei F'ormeln für A (c) die Formel 

c -b 0 & a/c & bjc 

eingesetzt wird. So erhalten wir ans (//|), {/LI 2 ) die Formeln 
{E x) {x 4 ^ 0 & ajx & hjx) mult (a, b) 4 0 & a/mult (a, b) & ô/mult (a, b) , 
n - - 0 & ajn 6c bjn > mult (a, h) -A n , 


und aus (ju^) erhalten wir nach einer einfachen Umformung: 

(x) [ajx & bjx > X 0) *• mult {a, b) •= 0 . 

Diese letzte l'ormel, in Verbindung mit der l'ormel 

Ojb - * b = 0 , 

a = 0 V è = 0 >• mult (a , b) — 0 . 


In der aus (//,) erhaltenen Formel kann das Vorderglied auf Grund 

der Formeln 1 „ , 1 

a 4 0 & è + 0 > Cl ■ b : ' ^ 0 , 


aja-b , bja-b, 

aus denen sich 

a i 0 & 6 "[ 0 -> {E x) (a: 4” 0 & ajx & bjx) 

ergibt, durch a 4 0 6c b F 0 ersetzt werden. Die so entstandene F'ormel 
kann in folgende beiden zerlegt werden: 

a 4 0 & b 4- 0 mult {a, b) 4^ 0 , 

a 4^ 0 & 6 i 0 -> a/mult {a, b) & bjmult {a, b) . 

In der zweiten von diesen kann auf Grund der vorher erhaltenen F'ormel 

a = 0Vè = 0 mult (a , b) = 0 

und der Formel a/0 das Vorderglied weggelassen werden, d, h. wir erhalten 

a/mult (a, 6) & 6/mult {a,b) . 

Um nun auch die aus {fx^ erhaltene Formel 

n 4" 0 6c ajn 8c bjn mult (a, b) 1 , n 
zur Anwendung zu bringen, beachten wir zunachst, daB die Formel 
M 4= 0 & ajn & bjn -> a4o&i40, 
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welchc sich mit Hilfe dcr Formel 

0/6 ^ 6 == 0 

ergibt, zusammeii mit der abgelciteten Formel 

a 4' 0 & 6 ! 0 ► mult (a, b) -j 0 

die bormel « 4 ' 0 & ain & b jn -*■ mult {a, b) 4 - 0 

liefert. Diese Formel zusammen mit der Formel 


b 0 *• Q{a, b) < h , 

worin wir n für a und mult {a , b) für b einsetzen, ergibt 

n =1 ■ 0 & ajn & bjn -* Q{n, mult (a, b)) < mult {a, b) . 

Des weiteren ziehen wir die Formeln 

a = P {a , b) (mod b) , 
ajb & b = c (mod a) >■ ajc 
heran. Von diesen ergil)t die erste durch Einsetzung 
n ~ (j{n, mult (a, b)) (mod mult {a, b)) 
und weiter, durch Benutzung von ajm\ût{a,b) , 6/mult(a,6): 

n = Q{n, mult (a, b)) (mod a) , 
n Q {n , mult {a , b)) (mod b) . 

Ans der zweitcn crhalten wir durch Einsctzungen 

rt/w & n ^ Q{n, mult (a , b)) (mod a) - >• ujQ [n , mult {a , b)) , 
bjn & n ^ Q{n, mult {a , b)) (mod b) > hjQ (w , mult {a , b)) . 

Somit ergibt sich 

ajn & bjn >• a/Q{n, mult(rt, h)) & blQ{n, mult(rt, b)) . 
Nunmehr bringen wir die aus (//g) erhaltcne Ff)rmcl 
n 0 & ajn & bjn + mult {a, b) n 

zur Anwendung. Setzcn wir darin für n ein Q{n, mult(rt, b)), so ergibt 
sich, in Verbindung mit der vorigen Formel: 

Q {n , mult {a , b)) 4- 0 & ajn & bjn mult {a , h) r q {n , mult (a , b)) . 
Andererseits hatten wir zuvor abgelcitet 

M 4 0 & ajn & bjn Q{n, mult (a, b)) < mult (a, 6) ; 
somit crhalten wir: 

« 4^ 0 & ajn & bjn -► q [n , mult (a, b)) = 0 , 
also, auf Grund der Âquivalenz 

ajb ~ Q{b, a) = 0 , 
n 4' 0 8c ajn & bjn mult {a, b)jn . 
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Hier kann schlieBlich noch im Vorderglied w 0 wegen 

mult(a, è)/0 

weggelassen wcrden, so daü wir zu der Formel 

ajn &. hjn -► mult {a , b) jn 


gelangen. 

Im ganzen habcn wir so folgende Formeln für die Funktion mult {a, b) 
gewonnen . a/mult {a, b) & è/mult {a,b) , 

ajn & bjn > mult (a, 6 )/m . 


Diese liefern in der Tat auch eine hinlângliche Charakterisierung der 
Funktion. 

Nun brauchen wir für das Folgende noch die Darstellung des kleinsten 
gemeinsamen Vielfachen für eine endliche Folge von Zahlen, welche durch 
m sukzessive Werte eines Tenns t(a) bestimmt wird. Wir gewinnen 
die.se durch folgende Définition: 

mult* (t (a:) ; m) F 0 & (y) (y < m > t{y)lx)) . 


Aus dieser Définition ergeben sich ganz entsprechende Formeln, wie 
wir sie für die Funktion mult(a,&) erhalten haben, namlich 


(y) {y <m - ► t(y) H 0) mult* (t (a:); m) f 0 , 
(y) (y < w -> t(y)/mult*(t(A;); w)) , 

(y) (y < t(y)/w) mult*(t{A;); m)ln . 


Die Ableitungen verlaufen analog wie bei den Formeln für mult {a , b) ; 
nur muB die Formel, welche jetzt an die Stelle der Formel 

a 4^ 0 & 6 =h 0 ^ {Ex) {x 4 0 & ajx & bjx) 

tritt und welche lautet 

(y) {y <nt t(y) =4 0) - ► {Ex) {x 4 " 0 & (y) (y < m ► t{y)lx)) , 


durch vollstândige Induktion nacli m abgeleitet werden. An dieser Ab- 
leitung ist insbesondere zu beachten, daB durch sie die Anwendung einer 
rekursiven Définition umgangen wird. Ihre Ausführung geschieht fol- 
gendermaBen. Bezeichnen wir die zu beweisende Formel abgekürzt mit 


(w) -> 33 {m) , 

so ergibt sich zunachst 35 (0) , d. h. 

{Ex){x ^ 0 & (y) (y < 0 

0' 4= 0 & (y) (y < 0 -*• 


aus der Formel 


t{y)lx)) 
t(y)/o') ; 


und aus 33(0) erhalten wir 


9I(0)->33 (0). 
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Nun braucht zur Anwendbarkeit des Induktionsschemas nur noch 
{9ï(m) -> S3(w)) (5ï(w') -> 

abgeleitet zu werden. 

3t(m) lautet . , , , , 

(y) (y < m -+ t(y) 0) , 

und CS ergibt sich somit 

(m') -► (m) & t (w) I 0 ; 


es genügt daher die Formel 

{%[m) Ü3(w)) -► (i?t(w) & t(w) 


0 


5S(w')) 


abzuleiten, wozu wicderum auf Grund des Aussagenkalkuls die Ablei- 

tung der Formel . o . , ^ 

il3(w) & t(m) 0 -► ^{ni) 


ausreicht. Diese Formel aber, welche ausgeschrieben lautet: 

{Ex) {x i 0 & (y) (y < m t(y)ix)) & t(m) 1 0 

-> (Ex) (x 4 0 & (y) (y < tn' ■ > t{y)lx)) , 

ergibt sich mittels des Pradikatenkalkuls ans der ableitbaren Formel 

a -L 0 & (y) (y < m -> t(y)/a) & t (m) 4= 0 

-»■ a ■ t{m) -h 0 & (y) (y < ni’ t(y)/rt • t(w)) . 

Ans den somit sich ergebendcn Formeln für die Funktion 
mult^ (t (x) : m) kônnen wir nun noch folgende weitere Formel ableiten ; 

{x){x<.ni Frim(t(:v) , fl)) -► Prim {milita; (t(Aj) ; w) , a) . 

Diese wird wiederum durch Induktion nach m erlialten. Wir geben 
sic zur Abkürzung wieder mit 


91 (m) ► 93 (w) 

an. 93(0) ist die Formel 

Prim(multj;(t(:v) ; 0) , «); 

diese erhalt man aus der ableitbaren Gleichung 

mult3.(t(A:): 0) = t 


in Verbindung mit der Formel 

Prim (1 , a) . 


Damit ist auch 


91(0) ->93(0) 


abgeleitet. Nun hat man noch abzuleiten 


(91 (w) > 93 (w)) -> (91 (w') -> 93 (w')) . 
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nierzu genügt es, auf Grund der Formel 

^(w') -> ^(w) & Prim(t(m), a) , 

dali man ableitet: 

33 (w) & Prim(t(w), a) > 33 («î') , 
d. h. ausgeschrieben : 

Prim(mult^(t(^) ; m), a) & Prim (t(w), a) Prim(mult^(t(A;) ; m'), a) . 

Diese Formel ergibt sich imn mit Hilfe der für mult^(t(A;); w) crhal- 
tenen Formeln: 

{y) {y < m t{y)lnm\t^{t(x) ; m)) , 

(y) {y <C ni • ► t(y)/«) “► imilG (t (a:) ; •/«)/« . 


Namlich aus der ersten erhalten wir 

(y) {y <nt' ► t(y)/(mulG(t(Aj) ; m) • t(m))) ; 

diese Formel, zusammen mit derjenigen, die wir ans der zweiten durch 
Hinsetzung von m' für m und von inult^j. (t (a) ; ni) • t(w) für n erhalten, 
ertribt 

mulG(t{A;); m')jnm\t^(t(x); ni) • t{m) . 

Auf Grund dieser Formel kommt aber die Ableitung von 

Prim(inub,,. (t(A:) : m), a) & Prim(tb«), a) > Prim(mult_j(t(A') ; m'), a) 
auf die Anwendung der Formel 

Prim (k, a) & Prim (/, n) & rjk • l - >■ Prim {y, n) 
hinaus, welche man aus den Formeln 

Prim (rt , n) & Prim {h , n) ► Prim (« • b,n) 

Prim {a , b) cS: eja >■ Prim {c , b) 

erhalt. 

Demnach fülirt das Induktionsschcma zu der gewünschten Formel 

{x) {x < m -> Prim (t {x) , a)) -► Prim (mult ^ (t {x) ; m ) , a) . 

Von dieser Formel machen wir nun einc spezi. Ile Anwendung, indem 
wir für t(;r) den Tenu x' • k 1 nehmen^ und für a einsetzen ni' • k -f- 1 . 
Dadurch erhalten wir 

{x){x<int^ Prim(A[:'*4’-|-1, m'-k-\-\)) Prim(mult^(^'-Â-f 1 ; m), 1)- 

Hier kann nun das Vorderglied ersetzt werden durch 

(;r) {x < ni x'jk) ; 
namlich wir konnen die Formel ableiten 

(x) {x < nt -> x'jk) {x) {x < m --*• Prim(x'-^ + 1 , ni' • k + 1)) . 


1 Die Schreibweise x'»k 1 an Stelle von [x' -k)' client zur Ersparung von 
Klammcrn. 
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Der Gang dic'ser Ableitung sei kurz angegebcn. genügt, wenn wir 
ableiten kbnnen : 

(a:) {x < m > x'jk) > {y <m Prim (>-' • A’ + 1 , m' - k + D) . 

Dazu gehen wir ans von den beiden ablcitbaren Formeln 

r < m [E x) (a- 4 0 ëcr' -j- ■'V - ■ ni') , 

s =4 O cS: r' -(- s — m' -> {Ex) (s “ .v' & x < m) . 

Ans dcr zweiten ergibt sich; 

(a) {x < m -> x'Ik) >■ {s O & r' + s ni' ► sjk) 

und hieraus in Verbindung mit der (Asten Formel; 

(a) (a < m -> x'jk) (r < ni -► (Ex) (xjk & r' | a -- in')) . 

Hiernach genügt es zur Ableitung der gewünschten Formel, wenn wir 
die Formel 


{Ex) {xjk & r' -\- X = ni') > Prim (/''-A' b 1 , m' • k -f 1) 
ableiten künnen, welche wiederuni dednktionsgleich ist mit der l'ormel 
ajk & r' -f a = ni' > Prim {/ • k |- 1 , m' • k 1 ) • 

Diese aber ist ist folgendermaüen zu erhalten. Wir haben zunachst 
z'|-a ni' > l'-k -f 1 b a ‘ k - ni' ' k -|- 1 
und daher auch 

r' + a = m' *■ ni' • k j 1 ^ a • k mod(r'' A 1- 1) . 

Ferner erhalten wir ans der Définition von Prim (a, A) 


Prim {r' • A 1 , A) 

und daher auch 

Prim (A, / -Al 1) 

sowie , . , , , , ^ 

ajk > Prim {a , r • k -\- 1 ) ; 

die beidcu letzten Formeln zusammen ergeben 

ajk Prim {a • k - k -\- 1 ) . 


Auf Grund der vorherigcn Formel 


folgt nun 


r' -\- a — n/ -> m' ' k + 1 = « • A(inod^z'* A -}- 1)) 
ajk ôcr' -E a = fn' Prim {ni' 'k -\- \ ,r' • k -\- \) 


und daraus die gewünschte Formel 


ajk & z' + « = w' --> Prim (z' • A -f 1 , w' ' A + 1 ) . 
Damit ist nun die Formel 

(a) (a < w - > x'jk) -*■ Prim(mulG(A'’ A -j- 1 ; m), m' • k -f- 1) 
abgeleitet. 



§ 8. Der Begriff ,,dtTjenige, welcher"' und seine Eliminierbarkeit. 


Endlich sci hier noch erwâhnt, wie man das Maximum der Werte 
eines Terms t (fl) für a <.n mittels der Funktion A {x) definiert. 
Die Définition laiitet: 

max t{x) = {y) {y < n -> t(>’) ^ x) . 

x<Cn 

Wir brauchen im folgenden von dieser Funktion nur die Eigenschaft, 
welche sich dur ch die Formel 

(y) {y < t(>') ■ niaxt(A;)) 

darstellt. Dièse erhalt man durch Anwendung der Formel (//j) in Ver- 
bindung mit d(‘r Formel 

{Ex) {y) {y < n t(y) :■ x) , 

welche man durch vollstandige Induktion nach n ableitet. 

Nunmehr sind wir so weit, daf3 wir zeigen konnen, wie man eine re- 
kiirsive Définition mit Hilfe der Funktion A (x) durch eine explizite 
Définition ersetzt, worin als Grundfunktionen aufier der Strichfîinktion 
nur die Addition und die Multiplikalion benutzt werden. Die Ein- 
führung der rekursiven Definitionen geschieht, wie wir wissen, in einer 
bestimmten Keihenfolg<^ und die jeweils schon eingeführten Funktionen 
konnen bei deii nachfolgenden rekursiven Definitionen benutzt werden. 
Im Anschluü an diese Reihenfolge vollzieht sich auch die Ersetzung 
der rekursiven Definitionen durch explizite Definitionen schrittweise. 
Es kommt darauf an zu zeigen : Wenn bis zu einer gewissen Stelle die 
rekursiven Definitionen — - abgesehcn von denjenigen für die Addition 
und Multiplikation, welche wir ja im System (Z) als Axiome nehmen — 
durch explizite Definitionen ersetzt sind, so kann auch die nachst- 
folgende rekursive Définition durch eine explizite Définition ersetzt 
werden. Diese betreffende Rekursion — es soll sich hier nur um Re- 
kursionen im engeren Sinne, d. h. um primitive Rekursionen handeln — 
moge lauten^ 

(p{a, . . .,k,0) û(fl, . . .,k) , 

(p{a, . . ., k,n') = b(a, . . ., A, w, fp[a, . . ., k,n)) . 

Hier konnen wir uns die in a{a,...,k) und h{a , . . . , k , n , m) vor- 
kommenden rekursiven Funktionen bereits durch die an ihre Stelle 
tretenden Terme ersetzt denken, so daB die rechten Seiten der beiden 
Gleichungen auBer der Funktion (p und Abkürzungen (d. h. explizit 
definierten Symbolen) keine anderen Symbole enthalten als die Funk- 
tionszeichen a', « -]- 6, a ‘ b , das Symbol 7^^^ ( a ;) und die logischen 

1 Wir kônntcn uns hier gemâü dem frtther Bewiesenen (§ 7, S. 322) auf Re- 
kiirsionen mit hochstens einem Parameter beschrânken; doch wûrde dadurch 
unscre Überlegung nicht vereinfacht. 
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Symbole [welche ja innerhalb eines Ausdrucks vorkommen 

kônnen]. 

Die Aufgabe ist nun, einen Term \{a,...,k,n) anzugebon, für 
welchen die Formeln 

f (fl , . . . , A’ , O) = a (fl , . . . , A) , 

)(fl, . . A, n') = b(a, . . A, n,\(a. . . A, «)) 

ableithar sind. Hierbei kônnen wir in der Angabe dor Tonne überall 

die Parameter a, k weglassen, so daB die beiden (ileichungen oin- 

fach durch , , , 

1 ( 0 ) = 0 , 

(K) = b(i«,f(»)) 

angegeben werden^. 

Die Méthode der Lôsung dieser Aufgabe inôge zunachst ihrem (irund- 
gedanken nach dargelegt werden. Wir knüpfen hierzii an Dedekind 
an, welcher als erster in seiner Schrift ,,Was sind und was sollen die 
Zahlen ?“ die Erfiillbarkeit der Rekursionsgleichungen, aufgefaBt als Be- 
stimmiingsgleichungen für die einziiführende Funktion, ohne Benutzung 
anschaulicher Betrachtung bewiesen hat. Sein Beweis besteht darin, 
daû er zunachst zeigt: Es gibt für jede Zahl n eine Funktion /„(«), 
welche die Eigenschaft hat, daB 

/n (^) ~ ^ > 

und für jede Zahl x, welche <Cn ist, 

Der Beweis erfolgt durch vollstandige Indikation nach n. Weiter zeigt 
er, daB der Wert von fn{x) durch die gestellten Bedingungen für aile 
x<n eindeutig festgelegt ist, so daB für x- n und x- m 

fnix) = Lix) . 

Hieraus folgt dann, daB die Funktion 

f{n) = /„(«) 

für aile Argument werte den Rekursionsgleichungen genügt. 

Dieser Beweis lâBt sich streng formai durchführen, jedoch nicht in 
dem von uns betrachteten Formalismus, sondern erst in dem logischen 
Kalkul der ,,zweiten Stufe“, d. h. mit Benutzung gebundener Funk- 

^ Das Erfordernis, die Parameter in dem Rekursionsschcma explizite anzti- 
geben, rührt — wenigstens bei dem einfachsten Rekursionsschcma — lediglich 
davon her, daO für Funktionszeichen die F'estsetzung besteht, ihre Argumente 
aile explizite aufzuschreiben. DaÛ auf den linken Seiten der Rekursionsgleichungen 
ein neu einzuführendes Funktionszeichen mit den betr. Argumenten und nicht 
nur irgendwelche Terme mit den gleichen Variablen stehen, gehôrt wesentlich 
zur Form des Rekursionsschemas, 
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tionsvariablen (oder statt desscn gebundener Formelvariablen bzw. 
Mengenvariablen) . Denn man bat ja eine Behauptung auszudrücken, 
welche die Existenz einer Funktion von eincr gewissen Beschaffenheit 
besagt. 

Diese Schwierigkeit kann aber umgangen werdcn. Nâmlich eine 
jede der Funktionen braiicht ja nur für die Werte des Arguments 
von 0 bis n betrachtet zu werden; die Existenz einer Funktion /^(.v) 
von der Eigenschaft 

/„(0) = a cS: {x) {x < n > f^i^x') = b{^, fn{x))) 


ist daher gleichbedeutend mit der Existenz einer 
Zahlenfolge 


Ûq , 


a 


Il ’ 


[n - 1 - i) -gliedrigen 


bei welcher = a ist und für jeden Index k < n die Beziehung 


= b (A- , Ufc) 

erfüllt ist. 

Nun wissen wir andererseits, daü die endlichen Zahlenfolgen sich 
in eine Abziihlung bringen, d. h. umkeiirbar eindeutig den Zahlen selbst 
zuordnen lasscn. In der rekursiven Zahlentheorie haben wir insbeson- 
dere diejenige Abzahlung betrachtet, welche auf der Darstcllung der 
Zahlen als Produkten von Primzahlpotenzen beruht. Bei dieser Ab- 
zâhlung entspricht der Zahlenfolge 


die Zahl 


^^0 > 

Fî?" , 


wobei Fo die Zahl 2 ist und v>, , . . die n ersten ungeraden Prim- 
zahlen sind. Gehen wir umgekehrt von der Zahl 


m -- 

ans, so stellt sich die Folgc 

mit Hilfe der in der rekursiven Zahlentheorie eingeführten Funktion 
V {m, k) dar in der Form 

V {m ,0) V {m , n) . 

Und die Existenz einer Zahlenfolge a,^ von der verlangten Be- 

schaffenheit wird als Existenz einer Zahl von einer gewissen Beschaffen- 
heit dargestellt durch die Formel: 

(Ex) [v(a;, 0) = a & {y) (y <n -> v{x, y') = b(y, v(x, y)))] . 

Auf die se Weise kann die DEDEKiNDsche Überlegung so umgeformt 
werden, daü in ilirer Formalisierung keine anderen Variablen als Zahlen- 
variablen auftretcn^. 


‘ Die Môgliclikeit dicscr Uniformung ist wohl zucrst von J. v. Neumann 
bemerkt wordcn. 
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Hiermit sind wir jedoch nocli nicht am Ziele. Demi wir haben ja 
im Formalismus des Systems (Z) die Funktion v{m,k) nicht zur Ver- 
fügung. Diese wird in der rekursiven Zahlentheorie durch Rekursionen 
definiert. Versucht rnan, diese Rekursionen — abgesehen von den- 
jenigen für die Summe und das Produkt, die ja beim System (Z) zu- 
gelassen sind — rnittels der Funktion {x) zu eliminieren, so be- 
merkt man, daB dieses bci einigen von ihnen ohne weiteres golingt; 
es bleiben aber die Rekursionen für die beiden Funktionen 

a" und , 

für welche keine direkte explizite Définition im Rahmen des Systems (Z) 
bekannt ist (welche nicht schon das allgemeine Verfahren der Ersetzung 
des Rekursionsschemas durch eine explizite Définition benutzt, das ja 
gerade hier erst zuwege gebracht werden soll). 

Wir müssen deshalb auf einem anderen Wege suchen, dû* ICxistenz 
einer Zahlenfolgt' von der in Frage kommenden Beschaffen- 

heit durch eine Existenzaussage über Zahlcn auszudrücken. Dieses ge- 
lingt im AnschluB an folgende Bernerkung von (jODELF Wird die 
Zahl l so gewahlt, daB sic durch jede der Zahlen von 1 bis n teilbar ist, 
so sind die Zahlen 

1 • / + 1 , 2 • / + 1 , . . . , «•/-[-!, (« + 1) • / + 1 

paarweise teilerfremd, und es kann daher eine Zahl m so bestimmt 
werden, daB die Kongruenzen 

ni = (mod (/; + 1 ) • / + 1 ) 

(für k - 0 , 1 , . . . , w) 

erfüllt sind. Wird auBerdem / mindestens so groB gewahlt wie das 
Maximum der Zahlen a^.a^, . . .,a^, so ist 

(^’ "1" 1 ) ■ ^ + 1 > 

also ist der Rest von m bei der Division durch (/^ -F 1 ) ‘ ^ -f 1 • 
Folge stellt sich somit dar als die Folge der Reste von m 

bei der Division durch die Zahlen 

1-/ + 1, 2-/ 4- 1 («-f !)•/+ 1 . 

Eine solche Darstellung ist für jede beliebige Folge Ao. > • • - > 

lich. Demnach ist die Existenz einer Folge Aq, Aj, . . . , welche den 

Bedingungen 

Af) — a , Ujf’ = h {k, Ajj.) für k <.n 

* Vgl. in der Abhandlung ,,Über formai unentscheidbare Sâtze der Principia 
Mathematica und verwandter Système 1“ (Mb. Math. Phy.s. Bd. 38 Heft 1) 
den Beweis von Satz VII. 
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genügt, gleichbedeutend mit der Existenz einer Zabi m, zu welcher es 
eine Zabi l gibt derart, dal3 

Q[m,l 1 ) = a 

und für jede Zabi k von O bis (« — 1) 

Q{m, k" -l -{- \) ~ t)(A, Q{m, k' •! f- 1)) . 

Die Behauptung der Existenz einer solchen Zabi m kônnen wir aucb 
in unserem Formalismus, auf Grund unserer expliziten Définition der 
Funktion Q{a,h), zur Darstellung bringen, nâmlich dureb die Formel 

{E x) {E y)[p {x, y + 1 ) = a & ( 2 ) (2 < w >q { x , 2 "- y + 1 ) = b ( 2 , q ( x , z '- y + !)))]• 

Es kommt nun darauf an, diese Formel — sie moge kurz mit ^{n) 
bezeiebnet werden — abzuleiten imd irn AnschluB daran einen Terni f (n) 
aufzustellen, für vvelchen sich die Formeln 

f(0) - a , 

\{n') b(«, f(w)) 

beweisen lasse u. 

Die Ableitung^ der Formel 3l(«) erfolgt dureb Induktion nach n. 
?l(0) ist überfübrbar in die Formel 

{Ex) {Ey) { q ( x , y + 1) = a) ; 

diese erhâlt man aus der Gleicbung 

^ (0 , 0 + 1 ) = 0 ) 

welcbe sich aus der Formel 


a ~ r (mod b) ^ r ci b >• r ~ Q{a , b) 

ergibt. 

Um nun die b-ormel 

(m) -> 'if {n ) 

zu erhalten, leiten wir zunachst die Formel 

mult^ {x' ; n') jkika . n -> {Ex){y){y c a-* x = Q{m, y'- / + f ) (niod(y'- /f-f 1))) 

dureb Induktion nach a ab. 

Diese Formel bat die Gestalt 

U & a ci n -* (a) , 

wobei in U die Variable a nicht vorkommt. 

SS(0) erhalt man ohne weiteres aus der Formel 

b = 6 (mode) 

und somit aucb die Formel 

U & 0 ^ SS (0) . 

1 Wem an der Nachprüfung dieser etwas mühsamen Ableitung nicht ge- 
legen ist, der môge zu S. 420 übergehen. 
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Nun muB zur Anwendung der vollstàndigen Induktion die Formel 
(U & a ^ SS (a)) -> (U & a' sS » “*• SS (a')) 
abgeleitet werden; hierzu genügt es, wenn wir die Formel 

U & a < « (SS (a) -> SS {a')) 

ableiten, da man von dieser leicht mittels des Aussagenkalkuls und 
der Formeln für < zu der vorstehenden Formel übergeht. 

Es handelt sich also jetzt um die Ableitung der Formel 

multa;(A ;' ; n')]k&a<n-* {{Ex) {y){y^a-* x = Q(m, y ' • / + 1 ) (mody'* Æ + 1)) 
(E x) (y) {y ^ a' -> x = Q{m, y' 'I {moày' ‘k i))} . 

Diese Ableitung geschieht nun mittels der früher^ abgeleiteten Formel 
{x) {x dm x'fk) -> Prim (mult^ (x' ‘ k m) , m' • k 1) . 

Setzen wir darin a' für m ein, und benutzen wir die Formeln 
r d a' & a dn r dn' , 
r dn’ r' lmult^{x' ; n') , 
r' lm\x\tg.{x' ) n') & mult^(;r'; n')lk -> r'/k , 
so gelangen wir zu der Formel 

multj.(^f'; n')lk & a d n -* Prim (multj. ( a;' • ^ + 1 ; a'), + 1). 

Hierzu nehmen wir die Formel 

Prim (a, b) -> (Ez) (z = ^(moda) & 2 r = /(modô)) , 
aus der wir durch Einsetzungen erhalten: 

Prim(multa;(A;'’Æ-f 1 ; a'),a"’'k-l- i) -> (Ez) [z = c(modmult^(;r'*^ + 1 ;a')) 

&z = g(m, a"’l + 1) (moda"*^ + 1)] ; 
auBerdem leiten wir mit Hilfe der ohne weiteres sich ergebenden Formeln 
b = c(modmult^(x'’k + i; a')) -*■ (y) (y da -*■ b = c(mody' • k + i)) , 
(y) (b = c(mody'’k + 1) &c = ^(m, y' -l + 1) (mody'*^ + 1) 

-> ô = y' ’l 1) (mody'*Æ + D) 

die Formel ab: 

(y) (y d a -* c = Q{m , y' 'I + 1) (mody'-Æ + 1)) 

& 6 = c(modmultj.(ir'-^ + 1 ; a')) 

& 6 = a"* / + 1) (mod«"*^ + 1) 

-»• (y) (y d a' -*■ b ^ Q(ni, ÿ'I -\- \) (mody'-Â + 1)) . 

1 Vgl. S. 4Î1. 

HUbert-Bernays, Gnmdlagen der Mathematik I. 
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Aus der Vereinigung der verschiedenen erhaltenen Formeln ergibt 
sich nun 

m\ûtj.{x'; n')lk&a<n-*{{Ex){y){y^a-^x = g{m; y'*/+l)(mody'' ^4*^)) 
-> {Ex) (y) {y ^a' -*■ X = Q{m, y' -l + 1) (mody' • k + 1))}; 
das ist aber gerade die Formel, welche wir abkürzungsweise durch 

U & a < M -> (31J (a) -► 93 (a')) 
angegeben hatten und aus der wir auch 

(U & « lâ M -> 9S(«)) -*■ (U & a' -> 93 {a'}) 

erhalten. 

Somit ergibt sich durch voUstândige Induktion nach a die Formel 

U & a ^ 93 (a) , 

d. h. 

m\ût^{x' ;n')jk& a {Ex){y){y^^a-*- x = g(m, y'‘/4-l)(mody'-^4-l)). 

Setzen wir hierin n für a ein, so kônnen wir im Vorderglied den Be- 
standteil n r â w weglassen und erhalten so 

multa.(Af'; n')jk -*■ {E x) (y) {ygLn~> x = Qini,y' -l + 1) (mody' • k + 1)). 

Nun wenden wir nochmals die Formel 

(a;) {x dm x'Ik) Prini (multj. {x' ' k + 1 ; w) , w' • ^ H- 1) 

an, wobei wir jetzt n' für m einsetzen. Es ergibt sich, wieder mit Be- 
nutzung der Formeln 

r a n' -> r'Imultj. {x' ; n') , 

/lmn\tx{x';n')& nm\i^{x'; n')/k -► r'jk, 

zunâchst die Formel 

mnltjc {x' ] n')lk -> Prim(multj.(A;'*Æ + 1 ; w'), + 1) . 

Ferner ziehen wir die Formeln 
Prim(mult 3 .(A;' \ ',n'), n'''k 4- 1) 

-> {Ez){z = c(modmultj;(A;'-^-{-l b(»,6(w,n'*/4-1))(mod«"’Æ-|-l)) 

und 

b = c(modmulta;(Ar' • Æ + 1 ; n')) -* {y) {y dn h = c(mody'* ^ + 1)) 
heran und nehmen dazu die eben abgeleitete Formel 
m\x\\.j.{x'',n')lk-* {E x) {y) {y -^n -»• a: = p(w, y'4 + 1) (mody'*Â + D). 
So erhalten wir im ganzen die Formel 

mult*(Ar'; n')lk -*• (Ex) [(y) (y dn-* x = Q(m, y' ' l + i) (mody' • A: 4- 1)) 
& X ^ h{n,Q{in,n’ ’l 4 - 1)) (mod»"*^ 4 - 1)] • 
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Machen wir nun noch Gebrauch von der Formel 

a = r (modè) & f < 6 -> r — Q{a,b); 
setzen wir darin für' i» ein c' • ^ + 1 , so erhalten wir, mit Benutzung von 

Æ < c'* Æ -f 1 

die Formel 

a = r(modc'*,^ + 1) & f ^ ^ -> r — Q{a, c' • k . 

Indem wir diese Formel mit der zuvor erhaltenen und mit der Formel 
(y) (y n -> g(fn, y' ' I + i) maxg(m, x' ‘ l -j- i)) 

x<^n' 

vereinigen, gelangen wir zu der Formel 
mult^(A:'; n'j/k & maxg(m, x' ■ l + i) ^ k & b(n, g(m, n'-l + D) ^ ^ 

x<in' 

-> {Ex) ((y) (y n ->q{x, y' • ^ + i) = Q{m, y' • / + 1)) 
ik q{x , n" ' k 1) = b{n, Q{m,n' -l 1 ))) . 

Von dieser kônnen wir auf Grund der ableitbaren Formel 
(£«)(mult_j (x' ;«')/«& maxç(m, x' • L + \ ) : u Sab {n, Q{m, n* • l -\- \)) ^u) 

x<,n' 

übergehen zu der Formel 

{Eu) {Ex) ((y) {y -*■ Q{x , y' 'U 1) = Q(fn, y' 'I -\r D) 

8c Q{x,n" 'U -{■ 1) = b{n,Q{m,n' 'I 1))); 
aus dieser erhalten wir zunâchst 
{Ex) {Eu){q{x,u + 1) = Q{fn,l + 1) 

& (z) (z'Sa w -> q{x , z" • U -\- \ ) — o{m , ' l + \ )) 

&(z)(z<M -► Q{x,z' 'U-\- \) — Q{m,z' -l ■\- \)) 
8 cq{x ,n' ’U 1 ) = g (w , w' • / -f 1 ) 

8cQ{x,n'' 'U -\- \ ) — b{n,Q{in ,n' ’l -\- \ ))) 

und hieraus weiter 

Q{ni, / + 1) = 0 & (z) (z < « -^ Q{m, z"'l + 1) = b(z, Q{m, z' ‘I + 1))) 
-> (Fa;) {Eu) {g{x, « + 1) = o 

èc{z){z<n' Q[x,z”'U — b{z,Q{x,z’ 'U + \)))) . 

Diese Formel liefert aber ohne weiteres, mittels des Prâdikatenkalkuls, 
die Formel 

auf deren Ableitung wir ausgingen. 
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Es ergibt sich demnach durch Induktion nach n die Formel («) , d. h. 
{E x) {E y) [e (:r, y+ 1 ) =a& (2) (^ < w -> e {x, z"- y + 1) =b (2, g {x, z'- y +1)))] . 
Bilden wir nun den Term 

y+'l) = a&(2) {z<n->Q{x, z"‘y + i) = b(z,Q{x, 2'-y + 1)))], 

welcher zur kurzen Mitteilung mit \){n) angegeben werde^, so liefert 
die Anwendung der Formel in Verbindung mit der bewiesenen 
Formel 51 (m) : 

(iiy)[e(^(w),y-|-l) = û&(2)(2<M->ç(î)(n),2"-y+1) = b(2,e(^(M),2'-y+l)))]. 

Auf Grund dieser Formel ergibt wiederum die Anwendung der Formel (/^,) 
auf den Term 

i“î/[e (^{w).y+1)=-a&(2) (2<w->^(ï)(M),2"*y+l)=-b(2,^(t)(«),2'-y4-l)))], 
welchen wir kurz mit î{n) angeben woUen, folgende beiden Formeln 

Q{l){n),ï(n) + i) = a , 

a<.n Q{i){n) , a"'l{n) -\- \) = b{a, Q{{){n) , a'-l{n) . 

Hierrnit sind wir nun schon nahe am Ziel unseres gewünschten Nach- 
weises für die Lôsbarkeit der Rekursionsgleichungen 

î(0) = a. 

ÎK) = b(n,f(«)). 

Nâmlich die beiden erhaltenen Formeln lasscn sich — indem wir x{n,a) 
als Zeichen zur Mitteilung für a' • Î(m) -f 1) nehmen und berück- 

sichtigen, daB in der ersten Formel für î{n) i gesetzt werden kann 
0' • f(w) + i , — angeben in der Form 

ï{n, 0) = a , 

a an i{n, a') = b{a,x{n, a)) . 

Setzen wir in der ersten dieser Formeln 0 für n ein, in der zweiten n' 
für n und n für a, wobei dann das Vorderglied n < n' weggelassen 
werden kann, so erhalten wir^ die Gleichungen 

r(0, 0) = a , 

X {n', w') = b (« , r («', n)) . 

Hier kann nun noch in der zweiten Gleichung an Stelle von r [n' , n) 
gesetzt werden x{n,n ) ; nâmlich die Gleichung 

r (n', n) — x{n , n) 

lâBt sich folgendermaBen ableiten. 

^ Wir brauchcn hier ein Zeichen zur Mitteilung, da der betrachtete Term 
seinerseits schon die Bezeichnungen a, & (. , .) enthâlt, die nicht zum Formalismus 
gehôren. 

2 Wir setzen hier voraus, da6 die Variable a, ebenso wie n, weder in a noch 
in b (A, l) auftritt. Diese Bedingung lâBt sich durch passende Wahl der Variablen 
stets erfüllen. Dasselbe ist gleich nachher betreffs der Variablen m zu bemerken. 
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Aus den beiden obigen Formeln für r {n , a) erhalten wir 

r(w, 0) = r(«, 0) , 

a<m&.a<n -> {ï{m, a) ~ x{n , a) x(m, a') = ï{n, a')) . 
Aus der zweiten dieser Formeln ergibt sich weitcr 
{a m & a ^ n x(m, a) — x[n, a)) 

{a' mSca' n - ► x{m, a') = x(n, a')) , 
so daC wir durch Induktion nach a die Formel 


a-^m 8i a -> x{tn, a) = x{n , a) 
erhalten. Setzen wir hierin n für a und n' für m cin, so kann das Vorder- 


glied 


n^^n' ikn :< n 


weggelassen werden, und es ergibt sich 

x{n' , n) -- x{n,n) . 

Somit gelangen wir zu den Gleichungen 

t(0, 0) = û , 

x{n', n') — b(M, x[n,n)) . 

Der Term x{n,n) hat demnach die verlangte Eigenschaft eines Terms f (w), 
für welchen die Rekursionsgleichungen 

î(0) = 0, 

\{n') = b(w, f(«)) 

ableitbar sind. 

Hiermit ist nun gezeigt, wie sich im Rahmen des Systems (Z), unter 
Hinzunahme der Funktion A {x) und der zugchorigen Formeln, die 
rekursiven Definitionen auf explizitc Definitionen zurückführen lassen. 

Dièses Verfahren ist in seiner Anwendung nicht auf den betrachteten 
Fall der primitiven Rekursion beschrânkt. Vielmehr gelingt auf ent- 
sprechende Weise auch bei komplizierteren Formen der Rekursion die 
Zurückführung auf explizite Definitionen mittels der Funktion A (x) . 
So sind Z. B. die ,,verschrânkten“ Rekursionsgleichungen fürdie Acker- 
MANNsche Funktion ${a,b,n) 

^ {a, b, 0) = a b , 

^{a,0, n') = /3(w, 1) + a • (x{ô{n)) , 
b', n') = ^{a, ^(a, b, n'),n) 

(worin b, n die ausgezeichneten Variablen der Rekursion sind, wâhrend 
a nur als Parameter auftritt) durch einen Term \{m,n) lôsbar, für 
welchen die Gleichungen 

f (6 , 0) = a + è , 

î(0,w') = +a*a(<5(M)), 

\{b\ n')= \{\(b,n'),n) 
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abgeleitet werden kônnen. Der Nachweis hierfür ist allerdings nicht 
ohne weiteres aus der Méthode der Behandlung des einfachsten Re- 
kursionstypus zu entnehmen; denn es kommt hier folgende Schwierig- 
keit hinzu: Wâhrend im Fall der primitiven Rekursion das System 
der Argumentwerte a, für welche man bei der rekursiven Berechnung 
von K») den Wert von f(a) zu bestimmen hat, einfach aus der Folge 
der Zahlen von 0 bis n besteht, ist bei der vorliegenden Rekursion 
das System der Wertepaare c,d, für welche der Wert \{c,d) bei der 
rekursiven Berechnung von \{b ,n) auftritt, in sehr komplizierter Weise 
durch ein rekursives Gesetz von dem Wertepaar b, n abhângig, 

Hierdurch wird das Verfahren des Nachweises für die Lôsbarkeit der 
Rekursionsgleichungen erheblich verwickelter. Es laBt sich aber doch, wie 
V, Neumann und Gôdel gezeigt haben^, dieser Nachweis erbringen. — 
Durch die ausgeführten Betrachtungen über die Formalisierung der 
Zahlentheorie im Rahmen des Systems (Z) unter Hinzunahme der 
Funktion (x) und der Formeln (//j) , (//g) . (/“s) haben wir uns mit 

der An wendungs weise der Funktion (x) vertraut gemacht und eine 
Vorstellung gewonnen von den formalen Môglichkeiten, die sich durch 
ihre Einführung bieten. 

Die Funktion fi^A {x) ist ihrerseits definiert mit Hilfe des t-Sym- 
bols, und durch Anwendung der t-Regel haben wir die Formeln (/^j) , 
(Mz) ’ (^ 3 ) abgeleitet. Somit kommen die an die Funktion ti^A [x) ge- 
knüpften Entwicklungen auf Anwendungen der i-Regel hinaus. 

Nachdem in dieser Weise der Gebrauch des t-Symbols, d. h. die 
Formalisierung des Begriffs ,,derjenige, welcher" eingehend dargelegt 
ist, wenden wir uns nun zu dem schon früher angekündigten Theorem, 
welches von der Eliminierbarkeit des Begriffs „derjenige, welcher” handelt. 

Dieses Theorem bezieht sich auf das System des erweiterten Prâdi- 
katenkalkuls, d. h. des Prâdikatenkalkuls mit Hinzunahme der Gleich- 
heitsaxiome, ferner auf solche formalen Système, die aus diesem Kalkul 
hervorgehen, indem gewisse Individuensymbole, Prâdikatensymbole, 
mathematische Funktionszeichen nebst zugehôrigen Axiomen hinzugefügt 
werden, wobei von den Axiomen vorausgesetzi wird, dafi sie keine Formel- 
variable enthalten. Um einen kurzen Ausdruck zu haben, wollen wir Axiome 
ohne Formelvariablen (bzw. die ihnen entsprechenden inhaltlichen Sâtze) 
als ,,eigentliche Axiome” bezeichnen, zum Unterschied von solchen, die 
eine Forderung von hôherer Allgemeinheit zum Ausdruck bringen. 

Unser Theorem erstreckt sich aber auch auf den Fall, daB neben 
eigentlichen Axiomen das Induktionsaxiom auftritt oder statt dessen 
das Induktionsschema als Regel hinzugenommen wird. 

Für aile die genannten Arten von formalen Systemen besagt nun 
das zu beweisende Theorem der Eliminierbarkeit, daB durch die Hinzu- 
fügung des t-Symbols und der t-Regel der Bereich der ableitbaren 
1 Diese Überlegungen sind hisher nicht verôffentlicht worden. 
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Formeln, insoweit solche nicht das t-Symbol enthalten, keine Er- 
weiterung erfâhrt. Mit anderen Worten: Wenn eine Formel des be- 
treffenden formalen Systems durch Einführung der t-Regel abgeleitet 
werden kann, so kann sie auch schon innerhalb jenes Systems selbst, 
ohne Hinzunahme der t-Regel, abgeleitet werden. Um dieses zu zeigen, 
knüpfen wir an die Deutung der Formeln S3(ta; 2ï(;r)) von Russell und 
Whitehead an, gemâfi welcher 93(tx^(^)) als gleichbedeutend erklârt 
wird mit der Aussage: „Es gibt ein einziges Ding von der Eigen- 
schaft 91, und dieses bat zugleich die Eigenschaft 93.“ 

Diese Aussage stellt sich formai dar durch die Konjunktion aus 
der Formel 

{Ex) (9l{^c) &93W) 

und der zweiten zu 91 (a) gehôrigen Unitâtsformel. 

Da wir die Ableitung der zu 91 {a) gehôrigen Unitâtsformeln ohne- 
hin zur Vorbedingung für die Einführung von i^%{x) machen, so kônnen 
wir den zweiten Bestandteil jener Aussage weglassen, so daB wir zur 
Deutung von 93 (t* 91 (a;)) die einfachere Aussage erhalten: „Es gibt ein 
Ding, das die Eigenschaft 91 und auch die Eigenschaft 93 hat.“ Dieser 
Deutung entspricht in unserem Formalismus die Àquivalenz 

93 (t* 91 (AT)) ~ (£ x) {91 (a;) & 93(Af)) , 

welche im Falle, daB überhaupt ta;91(A;) als Term eingeführt werden 
kann [und daB S (a) eine Formel ist], mit Hilfe der Formel 

und der zweiten zu 91 (a) gehôrigen Unitâtsformel, auf dem Wege über 
die FormeU 

91 (a) - « = tj. 91 (ac) 

ableitbar ist. 

Mit Hilfe der genannten Formeln kann auch die Àquivalenz 
93 (t* 91 (a:)) ~ {x) (91 (a;) -*^(x)) 

abgeleitet werden; dieser entspricht inhaltlich die Môglichkeit, eine 
Aussage von der Form „das Ding, welches die Eigenschaft 91 hat, hat 
auch die Eigenschaft 93“ — unter der Voraussetzung, daB ein einziges 
Ding von der Eigenschaft 91 existiert — durch das allgemeine Urteil 
zu interpretieren : ,,Jedes Ding, das die Eigenschaft 91 hat, hat auch 
die Eigenschaft 93.“ 

Die Âquivalenzen 

93 (t* 91(Af)) ~ {E x) (91(ap) & 93 (x )) , 

93 («a: 91 (Af)) ~ {x) (91 (AC) 93(ac)) 

^ Falls in (x) die Variable a auftritt, so hat man hier anstatt a eine in 21 (x) 
nicht vorkommende freie Individuenvariable zu nehmen. 
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haben zwar nicht die Form einer expliziten Définition von 
eine solche müBte ja auch durch eine Gleichung, nicht durch eine Âqui- 
valenz gegeben werden. Aber eine jede von ihnen liefert uns doch [in 
der Anwendung auf beliebige «-Terme ig^ix) und beliebige Formeln 
33 (a)] eine Ersetzung der Formeln mit t-Symbolen durch Formeln, 
welche von dem t-S)mbol frei sind. Mit Hilfe dieser Ersetzung kônnen 
wir erwarten, die Ehminierbarkeit des «-Symbols festzustellen. AUer- 
dings gelingt dieses hier nicht so direkt wie beim Falle der expliziten 
Définition. Denn durch die Ausführung der Ersetzungen innerhalb 
eines Beweises wird im allgemeinen der Beweiszusammenhang gestôrt, 
und wir müssen diesen nachtrâglich erst wiederherstellen. Für das 
Verfahren der Ersetzung geben die beiden aufgestellten Àquivalenzen 
zwei verschiedene Môglichkeiten. Es empfiehlt sich, die zweite Âqui- 
valenz zu verwenden. 

Hier ist noch zu bemerken, daC die Formel 

{x) (3t(;t) -> 33 (a^)) 


deduktionsgleich ist einer jeden der Formeln, die wir aus ihr durch 
den Austausch der gebundenen Variablen x gegen eine freie Variable 
erhalten, also z. B. wenn die Variable c weder in 3t(A;) noch in 33 (a;) 
vorkommt, der Formel 

3l(c)-^33(c). 


So werden wir auf folgendes Ersetzungsverfahren geführt: Eine jede 


wird, nach Wahl einer vorher nicht vorkomtnenden freien Variablen, 
etwa c, ersetzt durch die Formel 

3t(c)->33(c) . 


Diese Anweisung bedarf allerdings nach verschiedener Richtung der 
Erlâuterung und Ergânzung. Ehe wir diese genaucren Festsetzungen 
besprechen, wollen wir uns zuvor die Anlage des zu führenden Nach- 
weises im ganzen überlegen und zugleich gewisse Reduktionen vor- 
nehmen, durch welche das Beweisvcrfahren erheblich vereinfacht wird. 

Vorgelegt ist uns ein Formalismus ©, welcher den Prâdikaten- 
kalkul und die Gleichheitsaxiome entlialt, auüerdem aber noch gewisse 
Individuensymbole, Prâdikatensymbole und mathematische Funk- 
tionszeichen, femer als Ausgangsformeln gewisse eigentliche Axiome 
Slj , . . . , 31j und eventuell noch als Regel das Induktionsschema ent- 
halten kann. Zu diesem System wird die «-Regel hinzugenommen und 
mit ihrer Hilfe eine Formel 6 abgeleitet, in der kein «-Symbol auf- 
tritt. Es handelt sich darum, aus diesem Beweis von 6 einen solchen 
zu gewinnen, in dem von dem «-Symbol kein Gebrauch gemacht wird^. 

^ Wer diesen ziemlich mübsamen Nachweis übergehen will, môge auf S. 457 
fortfahren. 
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Diese Aufgabe kônnen wir uns in verschiedener Hinsicht vereinfachen. 
Zunâchst kônnen wir in betreff des Induktionsschemas eine beschrànkende 
Annahme machen: wir brauchen nur solche Induktionsschemata zu 
betrachten, in denen die (durch Induktion nach a) abzuleitende Formel 
die Gestalt hat (x — a -> ?1(^)) , 


wobei %{x) die Variable a nicht enthalt. 

Haben wir nâmlich ein beliebiges Induktionsschema, so kônnen wir 
zunâchst aus diesem die Variable x, falls sie auftritt, durch Um- 
benennung entfernen. Das von x freie Schéma laute; 

51(0) 

91 (fl) ->91(fl') 

Nun kônnen wir aus den beiden erstcn Formeln mit Hilfe der 
Gleichheitsaxiome (d, h. durch Anwendung der Àquivalenz 6a)) aus § 5)' 
die Formeln {x) {x 0 -> 91 (a:)) , 

[x) {x — a -> 91 (a;)) -> [x) {x -- a' -> 91 (^)) 


ableiten; und hier kommt auf Grund der für jedes Induktionsschema 
bestehenden Vorbedingung^ in 91 (a:) die Variable a nicht vor. Somit 
wird aus diesen beiden Formeln durch ein Induktionsschema von der 
genannten besondercn Art die Formel 


{x){x ~ a. -* 91 {x)) 

erhalten. Von dieser aber gelangcn wir wicdcr mittcls des erstcn Gleich- 
heitsaxioms zu der Formel 91 (fl). 

Wir kônnen uns also tatsâchlich auf Induktionsschemata für Formeln 
von der Gestalt ^ 


beschrânken, und durch diese Normierung der Induktionsschemata be- 
wirken wir, dafi innerhalb eines Induktionsschemas nur solche t-Aus- 
drücke vorkommen kônnen, welche die Variable a, nach der die 
Induktion erfolgt, nicht enthalten. 

Als zweite Vereinfachung kônnen wir erreichen, daB in der Endformel 
keine Formelvariable auftritt. Ersetzen wir nâmlich eine jede eventuell in 
der Endformel vorkommende Formelvariable, soweit sie sich im Beweis- 
zusammenhang zurückverfolgen lâBt, durch je ein neues Prâdikaten- 
symbol mit der gleichen Anzahl von Argumenten, so erhalten wir aus dem 
Beweis von (S einen Beweis für eine Formel , die keine Formelvariable 
enthâlt. Gelingt es uns, aus diesem Beweis von die t- Symbole zu elimi- 
nieren, so kônnen wir nachtrâglich an Stelle der eingeführten Prâdikaten- 
symbole, zu denen ja keine Axiome gehôren, ohne eine Ânderung des 
Beweiszusammenhangs wieder die vorherigen Formelvariablen setzen, so 
daB wir einen Beweis von 6 ohne Anwendung von t-Symbolen erhalten. 


* Vgl. § 6, s. 266. 


^ Vgl. § 5, S. 169. 
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Femer kônnen wir nun, mittels der Auflôsung der Beweisfigur in 
Beweisfâden, die Einsetzungen für die Formelvariablen in die Aus- 
gangsformeln verlegen und dadurch die Formelvariablen überhaupt 
ausschalten. Die Durchführbarkeit dieses Verfahrens bedarf allerdings 
hier einer besonderen Erôrterung. 

Bei der Auflôsung der Beweisfigur in Beweisfâden haben wir zu 
beachten, daB zu den vorherigen Schematen jetzt noch dasjenige der 
t-Regel hinzutritt, welches innerhalb der Auflôsungsfigur die Ge- 

cf olf haf • 

{Ex) %{x) (;r) {y) {’$L(x) &%(y) x = y) 


Um ferner die Einführung der t-Terme durch die «-Regel auch da kennt- 
lich zu machen, wo nicht die Endformel des «-Schémas gebraucht, 
sondern nur ein «-Tenu zur Einsetzung verwendet wird, wollen wir den 
Übergang von einer Formel zu einer Formel 58 durch eine Einsetzung, 
bei der in dem einzusetzenden Ausdruck ein oder mehrere «-Symbole auf- 
treten, nicht einfach in der Form 

I 

33 

darstellen, sondern die Unitâtsformeln, welche zu den in der Einsetzung 
auftretenden «-Termen gehôren^, als Prâmissen von 58 angeben, wo- 
bei wir jeweils nur die umfassendsten in der Einsetzung auftretenden 
«-Terme zu berücksichtigen haben. Erfolgt z. B. der Übergang von 
5Ï[ zu 58, indem für eine Formelvariable eine Formel eingesetzt wird, 
bei welcher das «-Symbol in den Verbindungen 

i^^{x, iy(l{x, y), z) -, i^^{x, iy2{y)) 

auftritt, und sind 

Ui, 58i die zu dem «-Term i^'35{x , iy^{x , y), c), 

U 2 , 582 die zu ijc ^{x , t’y 2{y)) gehôrigen Unitâtsformeln, 
so soi! die Einsetzung durch die Figur 


51t Ui 58j U 2 a ?2 



58 

dargestellt werden. Die in einer Einsetzungsfigur als Prâmissen hinzu- 
gefügten Unitâtsformeln sind entweder selbst Formeln des ursprüng- 
lichen Beweises, welche in diesem Beweis der betreffenden Einsetzung 

1 Vom Auftreten eines t-Terms in einer Einsetzung môge hier der Kürze 
halber auch mit Bezug auf die Fâlle gesprochen werden, wo ein aus dem 4-Term 
durch Bindung einer oder mehrerer Variablen entstehender i-Ausdruck in einer 
einzusetzenden Formel vorkommt. 
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vorhergehen, oder sie werden aus solchen Formeln durch eine Ein- 
setzung erhalten. Denn die in der Einsetzung auftretenden t-Terme 
müssen ja zuvor im Beweis eingeführt sein, und zwar entweder direkt 
durch Anwendung der t-Regel oder auf dem Wege der Einsetzung, 
d. h. indem für eine oder mehrere Variablen in einem eingeführten 
t-Term gewisse Terme eingesetzt werden. Und in diesem zweiten Fall 
ergeben sich die Unitâtsformeln für den durch Einsetzung gebildeten 
t-Term aus denen für den vorherigen Term durch die Ausführung der 
gleichen Einsetzung. 

Entsteht in dieser Weise ein Paar von Unitâtsformeln die 

als Prâmissen bei einer Einsetzung angegeben sind, aus Formeln U* SI* 
des ursprünglichen Beweises durch Einsetzung, so geben wir diese Ein- 
setzung in der Form 

U( ^Sf 

I I 

U, 

an; dabei kann es sein, daü diese Einsetzung wiederum t-Terme be- 
nutzt, und für diese sind dann auch wieder die zugehorigen Unitâts- 
formeln als Prâmissen anzugeben. So kann z. B. in dem vorhin be- 

trachteten Fall der Term n, 

t^ H' (a;, ly S (y)) , 


zu dem die Unitâtsformeln U2,S^2 gehôren, innerhalb des ursprüng- 
lichen Beweises durch Einsetzung von iy2{y) in gewonnen 

sein; es treten dann in dem ursprünglichen Beweis nicht die For- 
meln 1X2,352, wohl aber die zu t^ ^(ac, c) gehorigen Unitâtsformeln IXg , 33* 
auf, aus denen die Formeln 1X2,352 durch Einsetzung von iy^{y) für 
die Variable c erhalten werden. Das Schéma dieser Einsetzung er- 
fordert nun wieder die Angabe der zu ly fi (y) gehorigen Unitâts- 
formeln 1X3, 353. Somit gelangen wir in unserem obigen Beispiel, sofern 
dabei Hj, Formeln des ursprünglichen Beweises sind, zu folgender 

UJ U3 «, SB? U, SB, 

\l/ \/ 

a U, SB, U, SB, 

« 


Dieser ProzeB kann sich mehrfach wiederholen; er führt jedoch nach 
einer von vornherein abschâtzbaren Anzahl von Schritten dahin, dafi 
ein jeder an 33 sich rücklâufig anschlieBende Beweisfàden in eine 
Formel mündet, die in dem ursprünglichen Beweis der Formel 33 vorher- 
geht. Nâmlich jeder neuen Abzweigung von Unitâtsformeln, welche 
sich bei dem beschriebenen Verfahren ergibt, entspricht eine Einlage- 
rung eines t-Terms in einen umfassenderen t-Term, und da sich die 
Gesamtheit dieser Ineinanderschaltungen von t-Termen innerhalb der 
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Formel 58 und somit auch innerhalb des ursprünglichen Beweises vor- 
findet^, so ist für deren Anzahl durch den vorgelegten Beweis eine obéré 
Schranke gegeben. 

Wir gelangen also von der Formel 58 nach einer von vornherein 
angebbaren Hôchstzahl der Übcreinanderschaltungen von Einsetzungs- 
figuren rücklâufig zu lauter solchen Formeln, welche in dem ursprüng- 
lichen Bewcise vor der Formel SS stehen. 

Vor jeder dieser Formeln, sofern sie nicht eine Ausgangsformel des 
ursprünglichen Beweises ist, haben wir nun wieder ihren Beweis in 
aufgelôster Form anzubringen, wobei wiederum in den Einsetzungs- 
figuren die Unitâtsformeln für die benutzten t-Terme als Prâmissen 
einzuführen sind. 

Die Anzahl der Wiederholungen dieses Verfahrens ist durch die 
Anzahl der Formeln des ursprünglichen Beweises begrenzt, da man ja 
jedesmal rücklâufig zu frühercn Formeln jenes Beweises geführt wird. 

Somit konimt der ProzeB der Auflôsung des gegebenen Beweises 
in Beweisfaden, trotz der Komplikation, die sich aus der Berück- 
sichtigung der f-Regel ergibt, doch nach einer durch jenen Beweis be- 
stimmten Hôchstzahl von Schrittcn zum AbschluC. 

Die Herstcllung des in Beweisfaden aufgelôsten Beweises soll uns 
nun dazu dienen, die Formel variablen mittels der Rückverlegung der 
für sie erfolgenden Einsetzungen auszuschalten. Die Einsetzungen für 
die Individuenvariablen wollen wir bestehen lassen, da ihre Rückverlegung 
für das Folgende keinen Vorteil bietct. 

Unter den Formel variablen kônnen eventuell solche sein, die nicht 
zur Einsetzung benutzt werden. Diese kônnen wir gleich von vornherein 
beseitigen, indern wir — ebenso, wie wir es früher bei der Ausschaltung 
der Formel variablen getan haben^ — , eine jede von ihnen, sofern sie kein 
Argument hat, durch die Formel 0 = 0, imd wenn sie die Argumente 

hat, durch die Formel 

ersetzen^. Hierdurch wird der Beweiszusammenhang nicht gestôrt, und 
es wird bcwirkt, dafi in der rücklâufigen Verfolgung der Beweisfaden 
von der Endformel (S aus überall da, wo eine Formelvariable neu auf- 
tritt, die Figur der Einsetzung vorliegt. 

Ferner wollen wir es so einrichten, daB je zwei Formel variablen, 
welche innerhalb der aufgelôsten Beweisfigur nicht im Beweiszusammen- 
hang stehen, auch verschieden benannt sind; dieses kann durch passende 

1 Eventuell treten in 58 an Stelle der t-Terme entsprechende t-Ausdrücke, 
die aus ihnen durch Bindung von Variablen hervorgehen. 

2 Vgl. § 6, S. 228. 

2 Falls der Formalismus © das Symbol 0 nicht enthâlt, so nchmen wir, nach 
Wahl einer in der Beweisfigur noch nicht vorkommenden freien Individuenvariablen, 
etwa r, anstatt 0 — 0 die Gleichung r = y zur Ersetzung. 
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Neubenennungen, ohne Stôrung des Beweises, erreicht werden. AuBer- 
dem müssen wir Vorsorge treffen, daB durch die Rückverlegung von 
Einsetzungen nicht etwa eine Stôrung in den Anwendungen der Sche- 
mata {<x), (/?) sowie des Induktionsschemas verursacht wird. Für diese 
Schemata ist es ja wesentlich, daB die ausgezeichnete Variable, in der 
ersten Formel des Schémas {(x) bzw. (/3) sowie in der zweiten Formel des 
Induktionsschemas, nur an den im Schéma angegebenen Argumentstellen 
auftritt. DaB diese Eigenschaft der Schemata bei der Rückverlegung 
von Einsetzungen erhalten bleibt, kônnen wir — nach der bercits im 
§ 6 und im § 7 angewandten Méthode — dadurch sicherstellen, daB 
wir in dem aufgelôsten IBeweis überall, wo wir, von der Endformel (S 
zurückgehend, auf das Schéma (^v) , das Schéma (/3) oder das Induktions- 
schema treffen, für die ausgezeichnete Variable a, bei den Schematen (oc), 
(/5) in der ersten, beim Induktionsschema in der zweiten Formel des 
Schémas, jeweils eine solche freie Variable setzen, die in dem betreffenden 
Beweisfaden, von der Endformel (S bis zu der bctrachteten Formel hin, 
nicht aufgetreten ist. 

Nachdem diese Vorkehrungen getroffen sind, machen wir uns nun 
an die Rückverlegung der Einsetzungen für die Formelvariablen. Zu 
dem Zweek gehen wir die aufgelôste Beweisfigur von der Formel (5 an 
rücklaufig durch und wahlen unter den Beweisfaden, in denen minde- 
stens eine Forrnelvariable auftritt, einen solchen, bei welchem die An- 
zahl der Formeln vor dem erstmaligen Auftreten einer Formelvariablen, 
von der Formel (S an gerechnet, môglichst groB ist. An der Stelle, 
wo in diesem Beweisfaden zuerst (von dem Ende (5 aus betrachtet) 
eine Forrnelvariable vorkommt, liegt eine Einsetzung vor. Diese Ein- 
setzung tragen wir rückwàrtsgehend so weit ein, wie sich die betreffende 
Forrnelvariable zurückverfolgen laBt. 

Ist die Einsetzung eine solche, bei der in dem eingesetzten Aus- 
druck kein t- Symbol vorkommt, so ist damit die Ausschaltung einer 
Formelvariablen voUzogen. Enthâlt dagegen der eingesetzte Ausdruck 
ein oder mehrere t- Symbole, so daB die Einsetzungsfigur die Gestalt 

31 Ui SBi U, 58c 

33 

hat, so müssen die Unitâtsformeln 

Ui,...,58c 

nebst ihren Beweisen (d. h. den rücklaufig an sic anschlieBenden Beweis- 
fâden) zurückverlegt werden, und zwar müssen sie vor jede von den- 
jenigen Formeln gesetzt werden, in welche die rückwârtige Eintragung 
der betrachteten Einsetzung mündet. 
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Hierdurch entsteht zwar im allgemeinen eine Vervielfaltigung von 
Formeln; aber in Hinsicht auf die Formelvariablen macht das nichts 
ans, weil die Formeln n ç» n 

nebst ihren Beweisen gar keine Formelvariablen enthalten. Nâmlich 
durch diese Unitâtsformeln werden ja «-Terme bzw. t-Ausdrücke ein- 
geführt, die in der Formel 33 vorkommen. Die Formel 33 enthâlt aber 
keine Formel variable. Somit ergibt sich zunâchst, daB in den Formeln 




keine Formel variable auftritt. Kâme aber im Beweis einer dieser For- 
meln, Z. B. Uf, eine Formel variable vor, so würde in einem Beweis- 
faden, der zunâchst von der Endformel (5 bis zur Formel 33, dann 
zu Uf und von da zu einer die betreffende Formelvariable enthaltenden 
Formel führt, die Anzahl der Formeln von (S bis zum erstmaligen Auf- 
treten einer Formelvariablen grôBer sein als bei dem von uns gewâhlten 
von 33 nach 31 führenden Beweisfaden. Das widersprâche aber unserer 
Vereinbarung über die Wahl des zuerst zu behandelnden Beweisfadens. 

Somit kommt bei der Rückverlegung der Unitâtsformeln Uj, . . . , 
an keiner Stelle eine Formelvariable hinzu, und es wird also auf jeden 
Fall die Anzahl der Formelvariablen in der Beweisfigur durch die Rück- 
verlegung der von 31 nach 33 führenden Einsetzungen um eins geringer. 
Indem wir das Verfahren in entsprechender Weise fortsetzen, gelangen 
wir schlieBlich zur Ausschaltung aller Formelvariablen. 

Wenn diese Ausschaltung durchge führt ist, so stehen an Stelle der- 
jenigen Ausgangsformeln des ursprünglichen Beweises, welche eine oder 
mehrere Formelvariablen enthalten, solche Formeln, welche aus jenen 
durch Einsetzungen für die Formelvariablen hervorgehen ; falls eine 
solche Formel t-Ausdrücke enthâlt, so treten vor sie noch die Beweise 
von Unitâtsformeln, durch welche die «-Ausdrücke eingeführt werden. 

Die so gewonnene Umformung des Beweises kommt darauf hinaus, 
daB an Stelle derjenigen Ausgangsformeln, welche Formelvariablen ent- 
halten, entsprechende Formelschemata verwendet werden, wobei die Zu- 
lassung der nach einem solchen Schéma gebildeten Formeln als Aus- 
gangsformeln an die Bedingung geknüpft wird, daB die in ihnen auf- 
tretenden t-Ausdrücke gemâB der t-Regel, und zwar ohne Benutzung 
von Formelvariablen eingeführt sind. 

So tritt insbesondere an die Stelle des zweiten Gleichheitsaxioms 


das Axiomenschema 


a = 6 -> (31 (a) -> 3t(6)) . 


Dieses Schéma kônnen wir nun durch eine Reihe von eigentlichen Axiomen 
ersetzen. Der Nachweis hierfür ergibt sich durch eine Erweiterung der- 
jenigen Betrachtung, die wir im § 7 in betreff des zweiten Gleichheits- 
axioms angestellt haben. Wir zeigten da, daB, wenn die Formel 31 (a) 
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aus Individuenvariablen, Prâdikatensymbolen, Individuensymbolen und 
mathematischen Funktionszeichen mittels der Symbole des Prâdikaten- 
kalkuls aufgebaut ist, dann die Formel 

a = b-* (51 (a) -*• 5ï(è)) 

mittels des Prâdikatenkalkuls abgeleitet werden kann aus einer Axiomen- 
reihe — sie werde kurz mit (i) bezeichnet — bestehend aus 

1. den Formeln 

d ■“ d f 

a — b -*■ {a = c - > b = c) , 

2. Formeln der Gestalt 


a^b-^ (^(a) ^(è)) , 

3. Formeln der Gestalt 

a — b t(a) = t(b) , 


wobei ein Prâdikatensymbol, t(a) cin Funktionszeichen mit a 

als einem Argument und sonst eventuell noch anderen Variablen als 
Argumente!! bedeutet, 

Diese Betrachtung bedarf jetzt einer Ergânzung mit Rücksicht auf 
das Hinzutreten der t-Symbole. Wir haben zu zeigen, daü der genannte 
Sachverhalt bestehen bleibt, wenn zu dem Prâdikatenkalkul die 
«-Symbole und die «-Regel hinzutreten, daü also in dem so erweiterten 


Bereich iede Formel 

a = b 


(5l(«) - 51(6)) . 


welche durch eine zulàssige Einsetzung aus dem zweiten Gleichheits- 
axiom erhalten wird, aus den angegebenen Axiomen mittels des Prâdi- 
katenkalkuls und der «-Regel ableitbar ist. Dieser Behauptung soll 
gleich noch folgende verschârfte Fassung gegeben werden: Falls 0 , b 
Terme und 51 (a), 51 (b) Formeln sind, so ist die Formel 

a = b-^ (51(û) ^51(b)) 

aus den Axiomen (i) mittels des Prâdikatenkalkuls und der «-Regel 
ableitbar. 

Diese Behauptung geht insofern über die vorherige hinaus, als ja, 
wie schon an früherer Stelle^ hervorgehoben wurde, 51 (a), 51 (b) Formeln 
sein kônnen, ohne daÜ 51 (a) eine Formel ist, so daÜ es Formeln der 

0 = b-^ (51(û)->51(b)) 

gibt, welche gemâü unseren Festsetzungen nicht aus dem zweiten Gleich- 
heitsaxiom durch Einsetzung zu gewinnen sind. Gemâfi dem aufge- 
stellten Satze folgt, daü solche Formeln, wenn auch nicht direkt, so 
doch auf einem Umwege mit Hilfe der Gleichheitsaxiome abgeleitet 


^ Vgl. s. 386. 
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werden kônnen. In der Tat sind ja die Formeln (i) aile ans den Gleich- 
heitsaxiomen ableitbar^. 

Der Beweis für unsere Behauptung wird folgendermaBen geführt: 
Zunâchst erkennen wir, indem wir, entsprechend wie bei der erwâhnten 
Überlegung im § 7, dem Aufbau der Formeln nachgehen, daB eine Formel 

a = b (2t(û) 91 (b)) 

mittels des Prâdikatenkalkuls ableitbar ist ans den Formeln (i) nebst 
Formeln von der Gestalt 

O -- b -> 93 (a; , a) = ta; 53 (x , b) . 

Dabei sind die Terme ta:93(x, o), b) solche, die innerhalb von 

9ï(a) bzw. 91 (b) als zu âuBerst stehende t-Terme (im Unterschied von 

1 An diese Folgerung knüpft sicli der bereits angekündigte Nachweis dafür, 
daB unsere Festsetzimg betreffs der Einsetzung für die Formelvariahlen mit Argu- 
menten den Bereich der ableitbaren Formeln nicht einschrânkt; gemcint ist die 
Festsetzimg, daB eine Einsetzung für eine Formelvariable mit Argumcnten nur 
dann zulüssig sein soll, wcnn der einzusetzende Ausdruck bei bcliebiger Aus- 
füllung der Argumentstellen durch freic Variablen die Eigenschaft ciner Formel 
besitzt. (Vgl. S. 386 — 387.) Um diesen Nachweis zu erbringcn, denken wir uns 
jcne bcschrànkende Bedingung aufgehoben. Es kônnen dann Einsetzungen für 
Formelvariablcn auftretcn, wclche an die Besetzung der Argumentstellen durch 
bestimmte Terme gebundcn sind. 

Zum Zweck der Ausschaltung der Formelvariablcn müssen wir jetzt die 
Rückverlegung der Einsetzungen gemeinsam für die Formelvariablcn und die 
freien Individuel! variablen ausführcn. Diese Rückverlegung der bciderlei Ein- 
setzungen lüBt sich im AnschluB an unser vorhin dargelegtes Verfahren der Auf- 
lôsung eines Beweises in Bcweisfâden auf entsprechende Art durchführen wie für 
die Formelvariablcn allein. 

Nachdcm aile Einsetzungen in die Ausgangsformeln verlegt sind, haben wir 
Einsetzungen für Formelvariablcn mit Argumenten nur noch bei den Grund- 
formeln (a), (b) des Prâdikatenkalkuls und dem zweiten Gleichheitsaxiom (/g) 
zu betrachten. 

Eine Formel, die aus einer der Formeln (a), (b) durch Einsetzung gebildet 
ist, bat die Gestalt 

(X) 2t (X) -> (ï) bzw. (ï) -> (Ex) % (x) . 

Hierin muB (x) 91 (x) bzw. (E x) 91 (x) die Eigenschaft einer Formel haben ; das 
ist aber nur dann der Fall, wenn der Ausdruck 91 (;r) bei Ersetzung von x durch 
irgendeine freie Individuenvariable eine Formel ergibt. Dann aber entsteht 
die betreffende aus (a) bzw. (b) hervorgchende Formel durch eine Einsetzung 
gemâB unsercr engeren Einsetzungsregel. 

Es bleibt somit als einzige Anwendung der erweiterten Einsetzungsregel die- 
jenige bei dem zweiten Gleichheitsaxiom. Die durch diese Anwendung zu ge- 
winnenden Formeln a = b (91(0) -> 21(6)) 

kônnen aber, nach unserem aufgestellten Satze, aile aus den Axiomen (i) mittels 
des Pradikatenkalkuls und der ^-Regel abgeleitet werden, und die Ableitung 
der Formeln (i) aus den Gleichheits-Axiomen erfordert jedenfalls keinen Gebrauch 
der erweiterten Einsetzungsregel, da ja bei dieser Ableitung gar kein ^-Symbol 
auftritt. Die erweiterte Fassung der Einsetzungsregel für die Formelvariablcn ist 
demnach allenthalben entbehrlich. 
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den in anderen t-Termen eingelagerten) auftreten. Unsere Vorauâ- 
setzimg, dafi 9t (a) , (b) Formeln sind, schliefit die Annahme ein, daB 

die in 9ï (a) und (b) vorkommenden t-Terme, insbesondere also S3 {x, û), 
«a: 35 (a;, b) gemâB der t-Regel mittels der zugehôrigen Unitâtsformeln 
eingeführt sind. Anstatt x kann natürlich auch eine andere gebundene 
Variable auftreten. 

Eine jede der Formeln 

a = b ta; 33 (a;, o) = t* 33 (a;, b) 

kann nun, ohne Benutzung der Gleichhcitsaxiome, abgeleitet werden 
aus einer Formel von der Gcstalt 

a = b - > (@(o) -► 6 (b)) , 

worin ®(û), ©(b) weniger t- Symbole enthalten als 91 (o), 91 (b). Wâhlen 
wir namlich eine in 33 (a;, a) und 33 (a;, b) nicht vorkommende freie 
Individuenvariable, etwa c, so ist die Formel 

a = b -> (33 (c , û) -> 33 (c , b)) 

eine solche von der angegebenen Gestalt; dabei enthalt 33 (c, û) weniger 
t- Symbole als 91 (a), 33 (c, b) weniger als 9t(b), weil ta;33(A;, a) Bestand- 
teil von 91 (û), G 33 (a;, b) Bestandteil von 91 (b) ist. Ferner kônnen 
wir von der Formel 

0 = b -> (33(c, a) -> 33(c, b)) 
mittels des Prâdikatenkalkuls übergehen zu der Formel 
O b -► {x) (33 (a;, 0) -► 33 (a;, b)) . 

Andererseits erhalten wir durch Anwendung der Formeln 
33 (g 33 (a:, 0 ), a) , 33 (g 33 (a;, b) . b) 

und der zweiten zu g 33 (a:, b) gehôrigen Unitatsformel mittels des Prâ- 
dikatenkalkuls, wie früher gezeigt^, die Formel 

(a;) (33(a;, a) -> 33(a:, b)) G 33 (a;, o) = g 33 (a;, b) , 
und diese zusammen mit der vorigen ergibt durch den KettenschluB 
a = b -> G33(Ar, a) = g33(a;, b) . 

Im ganzen ergibt sich also, daB die Formel 

a = b -M3l(a) 31(b)) 

mit Hilfe des Prâdikatenkalkuls, der t- Regel und der Formeln (i) aus 
Formeln von der Gestalt 

a = b->(a:(a)-^6(b)) 

abgeleitet werden kann, in denen die Anzahl der auftretenden t-Sym- 
bole geringer ist als in der Formel 

a = b-> (91(a) -^91(b)) . 

1 Vgl. s. 399- 

Hilbert-Bernays, Grundlagen der Mathematik I. 
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Die wiederholte Anwcndung dieses Ableitungsverfahrens führt schlieB- 
lich die Ableitung der Formel 

a = b (31(0) 3l(b)) 

auf die Ableitungen solcher Formeln 

0 = b -> (.t(û) È(h)) 


zurück, in deneii gar kein Symbol vorkommt. Diese aber konnen, 
wie wir wissen, ans den Formeln (i) mittcls des Pradikatenkalkuls er- 
halten werden. 

Somit reichen im ganzen zur Ableitung der Formel 

a = b->(31(û) ^9t(b)) 

der Pradikatenkalkul, die t-Kegel und die Formeln (i) aus; und das 
sollte ja gezeigt werden. Die Formeln (i) sind nun eigentliche Axiome, 
und wir brauchen sie daher nicht von den übrigen eigentlichen Axiomen 
abzusondern. Die Sonderstellung der Gleichheitsaxiome ist damit für 
die folgendc Betrachtung aufgehohen. 

Fine weitere Vereinfachung, die wir anbringen konnen, ist die Aus- 
schaliung der Seinszeichen. Hierzu bemerken wir zunachst, daB wir 
ohne Beschrânkung der Allgemeinheit annehmen konnen, daB die End- 
formel (S des betrachteten Beweises kein Sein.szeichen enthâlt. Nâmlich 
eine Endformel (S mit Seinszeichen kann mittels des Pradikatenkalkuls, 
durch Anwendung der Àquivalenz 

{E x) A (x) ~ (x) À {x) , 

in eine P'ormel (S* ohne Seinszeichen übergeführt werden; eine Ab- 
leitung von (S durch das System © mit Hinzunahme der «-Regel liefert 
also auch eine solche von (5*. Konnen wir nun im Fall ciner End- 
formel ohne Seinszeichen die Anwendung der «-Regel eliminieren, so 
erhalten wir eine Ableitung von (S* ohne Benutzung des «-Symbols, 
und .somit, indem wir mittels des Pradikatenkalkuls von (S* zu (5 zurück- 
gehen, auch eine solche für ($. 

Es genügt somit, den Fall zu betrachten, daB in der Endformel 
kein Seinszeichen vorkommt. Wir verfahren nun in derselben Weise, 
wie wir im § 6 die Ausschaltung der Allzeichen bewirkt haben, d. h. wir 
ersetzen jeden Ausdruck {Ex) 31 (x) durcli {x) %{x) [gleichermaBen wird 
(Ey)31(y), {Ez)^l{z) usw. ersetzt]. 

Hierdurch tritt an die Stelle der Grundformel (b) die Formel 

A (a) -> {x) À {x) , 


welche aus der Formel (a) durch Einsetzung und Kontraposition er- 
halten wird, und an die Stelle des Schémas (P) tritt der Übergang 
von einer Formel ^ 


(.r) 33 (x) 31 , 


zu 
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der sich, mit Einschaltung der beiden Formeln 

(a:) « W , 


durch zweimalige Kontraposition und Anwendung des Schémas (oc) 
bewirken lâBt. Somit wird die Formel (b) als Ausgangsformel sowie 
das Schéma (/5) entbchrlich. 

Das Schéma der t-Regel erhâlt jetzt die Form 


{X) 

(x) (y) (^(^) & SI ( y) ^ == y) 


Wir haben also als 
die Formel 


,,umgeformte erste zu 51 (a) gehôrige Unit ai s former’ 
{x) ’iH{x) 


zu verwenden. 

Die Endformel (S, welche nach unserer Annahmc kein Seinszeichen 
enthalt, wird von der Ersetzung nicht betroffen. Wir erhalten also 
eine Ableitung von G ohne Anwendung von Seinszeichen. 

Naclîdem wir nun die Induktionsschemata normiert, die Formel- 
variablen entfernt, die Sonderstellung des zweiten Gleichheitsaxioms 
beseitigt und die Seinszeichen ausgeschaltet haben, bringen wir die 
Beweisfigur aus der in Beweisfaden aufgelosten Form wieder in die 
Gestalt eines gewôhnlichen, d. h. in einfachcr Aufeinanderfolge von 
Formeln fortschreitenden Beweises. Wir kônnen jetzt auch für das 
Schéma ((x) und das Induktionsschema die gcwôhnliche Gestalt, mit a 
als ausgezeichneter Variablen, wiederherstellen, was mit Hilfe passender 
Einsetzungen geschieht. (Man beachte, daB infolge der Rückverlegung 
der Einsetzungen für die Formel variablen die Variable a jetzt an 
anderer Stelle als derjenigen der ausgezeichneten Variablen auftreten 
kann.) ^ 

SchlieBlich treffen wir noch eine vorbereitende MaBnahme, die im 
Hinblick darauf erfolgt, daB die Elimination der t-Ausdrücke schritt- 
weise vollzogen werden soll. Wir wollen nâmlich die verschiedenen 
Anwendungen der f-Regel in rückwârtiger Reihenfolge einzeln elirni- 
nieren. Das Verfahren beginnt also mit der Elimination der letzten 
Anwendung der i- Regel. Es sei t der durch diese Anwendung der «-Regel 
eingeführte «-Term. 

Dieser kann als Parameter freie Individuen variablen enthalten, 
für welche im Verlauf des Beweises Einsetzungen erfolgen kônnen. 
Auch kann eine solche Variable in eine gebundene Variable verwandelt 


^ Vgl. das entsprechende Verfahren in den Ableitungen des Prâdikatenkalkuls 
(§4, S. 134 — 135). Für das Induktionsschema ist das Verfahren gerade dasjenige, 
welches wir als Induktion nach einer von a verschiedenen Variablen erklârt 
haben (§ 7 , S. 304). 


28^ 
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werden, jedoch nur in der Weise, daB die Bindung durch ein Allzeichen 
stattfindet; denn fânde sie durch ein übergeordnetcs t- Symbol statt, 
so müBte zur Einführung dièses t-Symbols noch einmal die t- Regel 
angewendet werden, entgegen unserer Annahme, daB der Term t durch 
die letzte Anwendung der t-Regel eingeführt ist. Aus dem gleichen 
Grunde ergibt sich auch, daB ein Allzeichen, durch welches eine in t 
vorkommende Variable gebunden wird, nicht seinerseits wieder im 
Bereich eines t-Symbols stehen kann. 

Wir wollen diejenigen t-Terme, deren Einführung in unserem Beweise 
der Einführung von t vorausgeht, sowie auch aile diejenigen t-Aus- 
drücke, welche sich aus diesen ohne die letzte Anwendung der t-Regel, 
also lediglich durch Einsetzungen bereits vorher eingeführter Terme 
und Umwandlungen von freien Variablen in gebundene (nebst evtl. 
erforderlichen Umbenennungen von gebundenen Variablen) bilden las- 
sen, als ,,vorgàngige“ i-Ausdrïicke bezeichnen. 

Die t-Ausdrücke, welche aus t durch Einsetzungen und durch Um- 
wandlung freier Variablen in gebundene hervorgehen, cinschlieBlich 
des Ternis t selbst, sollen ,,mü t zusammengehdrig“ heiBen. 

Hiernach besteht an sich die Moglichkeit, daB ein i-Ausdruck zu- 
gleich vorgangig und mit t zusammengehorig ist. Von dem extremen 
Fall, daB der Term t selbst vorgangig ist, d. h. aus vorher eingeführten 
Termen durch Einsetzung entsteht, konnen wir absehen, denn in diesem 
Fall würdc ja die letzte Anwendung der f-Regel überflüssig sein und 
kônnte ohne weiteres aus dem vorgelegten Beweise gestrichen werden. 
Es bleibt aber die Moglichkeit, daB ein durch Einsetzung aus t hervor- 
gehender, also mit t zusammengehôriger Term vorgangig ist. 

Dieses ist z. B. der Fall, wenn der Term t die Gcstalt {a , 0, x) bat, 
wührend vorher der Term ^ (E c, x) eingeführt wurde ; es kann ja dann 
aus jedem von diesen beiden Termen durch Einsetzung 33 (1 , 0 , a^) 
erhalten werden, und dieser Term ist also zugleich vorgangig und mit t 
zusammengehorig^. 

Eine solche Beziehung zwischen zwei t-Termen, daB aus beiden 
einer und derselbe dritte i-Term durch Einsetzung (oder auch ein und 
derselbe t-Ausdruck durch Einsetzungen und Umwandlung freier 
Variablen in gebundene) hervorgeht, besteht aber jedenfalls nur dann, 
wenn die beiden Terme sich nur hinsichtlich eines oder mehrerer an 
entsprechender Stelle in ihnen als Bestandteile auftretender Terme 
unterscheiden. Von zwei t-Termen, welche diese Bedingung erfüllen, 
wollen wir sagen, daB sie ,,den gleichen Grundtypus" haben. 

Als Bedingung für das Auftreten von solchen t-Ausdrücken, die 
sowohl vorgângig wie auch mit t zusammengehorig sind, ergibt sich 
hiernach, daB der Term t den gleichen Grundtypus haben muB wie ein 

1 Man beachte, daB bei dem hier betrachteten Fall im allgemeinen nicht 
die Môglichkeit besteht, 93 (a, c, x) als <-Term einzuführen. 



Absonderung der zuletzt eingeführten «-Terme. 


437 


vorgângiger t-Term. Wir kônnen nun aber jedenfalls durch eine gering- 
fügige Ànderung bewirken, daB der Term t sich von allen vorgângigen 
t-Termen im Grundtypus unterscheidet, und damit jene Moglichkeit 
ausschliefien. 

Angenommen nâmlich, es sei zunâchst der Term t, welcher 
laute, nicht von allen vorgângigen t-Termen im Grundtypus verschieden, 
dann setzen wir an Stelle von 31 (^r) eine zwei- odcr mehrgliedrige Kon- 

S1W&...&2IW, 

worin jedes Glied mit %{x) übereinstimmt. Der durch diese Abânderung 
aus ta;3t(A;) entstehende Ausdruck 

ix^\{x) & ... & 9ï(:r)), 

welcher zur Abkürzung mit l,j.%*[x) bezcichnet werde, kann wiederurn 
als t-Term eingeführt werden; denn auf Grund der identischen l'ormel 

A ^ A 8c A 


erhalten wir aus den zu ir%{x) gchôrigen Unitatsformeln mittels des 
Prâdikatenkalkuls die zur Einführung von erforderlichen 

Unitâtsformeln. Ferner kann in 31* (:r) die Anzahl der Konjunktions- 
glieder 31 (a;) .so gewâhlt werden, daB kciner der vorgângigen t-Terme 
den glcichen Grundtypus hat wie t^31*(A:); denn in zwei Termen von 
gleichem Grundtypus muB ja das Symbol & gleich oft auftreten. 

Nun müssen wir noch darauf sehen, daB bci der Ersetzung von 

t_^31(^ii:) durch t_p31*(:r) der Beweiszusammenhang erhalten bleibt. Die 

Formel 31 (t^31(A;)), die wir aus der letzton Anwendung der t-Regel cr- 

haltcn, macht hierbei keine Schwierigkcit ; denn die an ihre Stelle 

tretende Formel _ 

%{i^%*{x)) 


ergibt sich mittels des Aussagenkalkuls aus der Formel 

SI* (t^ 31* (a;)), 

die wir bei der Einführung von ij.%*{x) durch die t-Regel erhalten. 
Auch die Einsetzungen bieten kein Hindernis. 

Nur bei den Schemateii erfordert ein Umstand noch genauere Be- 
rücksichtigung. Kommt in den Prâmi.ssen eines SchluBschemas oder 
eines Induktionsschemas ein t-Ausdruck vor, der sowohl vorgângig 
wie auch mit t,31(^) zusammengehôrig ist, so kann es sein, daB dieser 
in der Ableitung der einen Pramisse auf Grund seiner Eigenschaft als 
vorgângiger, in der Ableitung der anderen Pramisse als mit t^3l(Ar) 
zusammengehôriger t-Ausdruck auftritt. Durch die Abânderung von 
t^31(^) erhalten wir dann an Stelle des gleichen in den beiden Prâmissen 
auftretenden t-Ausdrucks verschiedene t-Ausdrücke, und die Form des 
Schémas wird dadurch zerstôrt. 
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In einem solchen Falle konnen wir nun stets den Beweiszusammen- 
hang durch eine verbindende Ableitung wiederherstellen. Um dieses 
einzusehen, brauchen wir uns nur folgendes klarzumachen. Entsteht 
aus einer Formel ^ eine Formel indem ein oder mehrere t-Aus- 
drücke, die einerseits vorgângig sind, andrerseits durch Einsetzungen 
(und cvtl. noch Verwandlung von freien Variablen in gebundenc) aus 
hervorgehen, gemâfi der Ersetzung von durch 

abgeândert werden, so ist die Àquivalcnz 

% ~ %^* 

ableitbar mit Hilfe der Axiome (i), der Formel 51* SI* (a;)) und der 
zwciten zu i^%*{x) gehôrenden Unitâtsformel, sowie der entsprechenden 
Formeln für gcwisse vorgângige i-Terme. 

Diese Ableitbarkeit lâbt sich, indem man die Môglichkeiten des 
Aufbaus der Formel ^ in Betracht zieht, aus folgcnden Tatsachen ent- 
nehmen : 

1 . Aus einem vorgângigen t-Term ix^{x), der durch Einsetzung 
aus ix'^{x) hervorgeht, wird durch den Prozeü der Abânderung ein 
Term i^53* {x) erhalten, bei welchem 53* (ac) die Gestalt 

53(Af) ik . . . & 53 (a:) 

hat, so daB die Formel 

(a;) (^^(aO ~53*(a;)) 

ableitbar ist. Aus dieser Formel erhalten wir weiter, wie früher gezeigt 
wurde», die Gleichung ,^55 ^ 

mit den in der Behauptung genannten Hilfsmitteln. 

2 . Ist Sï(a) eine Formel des betrachteten Formalismus die keine 

Formelvariable und kein Symbol enthâlt, so ist für irgend zwei 
Terme t, l die Formel j ^ ^ 


mittels der Axiome (i) ableitbar. Ferner kann man in üblicher Weise 
von einer Àquivalenz ^ ^ 

zu 


(:r)9î(;r)~(A:) ©(x) 

übergehen. 

3 . Ist i^(E{a,x) ein vorgângiger oder ein mit f^51*(Ac) zusammen- 
gehôriger t-Term, so ist für irgend zwei Terme î, 1 die Formel 


(a;) ((£(î, a;) ~6(1, at)) > x) = «^©(1, x) 

mit den in der Behauptung angegebenen Hilfsmitteln ableitbar. 

In der so zustande kommenden Ableitung der Formel ^ ~ ^* 
konnen wir auch gleich die Formelvariablen ausschalten, indem wir bei 
den Anwendungen des Aussagenkalkuls und der Grundformel (a) des 


1 Vgl. S. 398—399- 
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Prâdikatenkalkuls — anderweitig treten hier Formelvariablen nicht 
auf — die Einsetzungen für die Formelvariablen in die Ausgangsformeln 
verlegen. 

Indem wir nun in dieser Weise an allen Stellen, wo zuniichst durch 
die Abânderung des Termes die Form eines Schémas zerstort 

ist, eine verbindende Ableitung anbringen, gelangen wir zu eincm 
modifizierten Beweis der Endformel (S; diese ist ja durch unser Ver- 
fahren nicht verândert, da sie keinen t-Ausdruck enthalt. 

Bei dieser Abânderung des Beweises bleibt die Anzahl der An- 
wendungen der t- Regel die gleiche wie vordem, und der modifizierte 
Beweis unterscheidet sich von dem vorherigon erst von der Stelle an, 
wo die t-Regel zum letztenmal angewendet wird. Wir wollen den an 
dieser Stelle in dem neuen Beweis cingeführten i-Terrn nun wieder mit t 
bezeichnen. 

Durch unser Abânderungsverfahren wird erreicht, daü die mit dem 
Term t zusammengehorigen f-Ausdrückc von den vorgângigcn t-Aus- 
drücken abgesondert sind. 

Auüer den vorgângigen und mit t zusammengehorigen f-Ausdrückcn 
konnen noch solche t-Ausdrücke auftreten, die aus vorgângigen t-Aus- 
drücken durch Einlagcrung eines oder mehrerer mit t zu.sammengehô- 
riger t-Ausdrücke entstehen. Die Einführung eines solchen t-Ausdrucks 
kann in unserem Beweis nur so erfolgen, daü in einen vorgângigen 
t-Ausdruck für eine oder mehrere darin auftretende freie Variablen je 
ein mit t zusammengehoriger t-Term eingesetzt wird und dann evtl. 
noch gewisse freie Variablen in gebundene umgewandelt werden. 

Nâmlich für einen Term r) , welchem ein mit t zusammen- 

gehôriger i-Term r eingelagert ist, koinmt eine direkte Einführung 
durch die t-Regel deshalb nicht in Betracht, weil eine solche erst 
nach der Einführung von r, also nach der Einführung von t erfolgen 
konnte, wâhrend doch die Einführung von t die letzte Anwendung 
der t-Regel in unserem Beweise bildet. Ein solcher Term r) 

kann also in einer Formel unseres Beweises nur auf Grund einer Ein- 
setzung auftreten. 

Nach der Durchführung des beschriebenen Prozesses der ,, Ab- 
sonderung der zuletzt eingeführten t-Terme“ ist nunmehr unser Beweis 
für den „ersten Ersetzungsschritt", d. h. für die Elimination der letzten 
Anwendung der t-Regel vorbereitet. 

Diese Elimination soll jetzt ausgeführt werden durch Anwendung 
unseres Leitgedankens, eine Formel 

93 (G 

nach Wahl einer in ihr nicht auftretenden freien Individuenvariablen, 
zum Beispiel r , zu ersetzen durch 
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und zwar soll die Ersetzung nur auf solche t-Terme ausgeübt werden, 
die mit t zusammengehôren. 

DaB durch die Ersetzung aus stets wieder eine Formel 

entsteht, ist nicht ganz selbstverstândlich, da der Term inner- 

halb von eincm umfassenderen «-Term eingelagert sein kann 

und somit gezeigt werden muB, dafi auch in diesem Falle 93 (y) stets 
eine Formel ist. Dieses ergibt sich aber aus der vorhin vermerkten 
Tatsache, daB eine Einlagerung eines mit t zusammengehôrigen t-Terms 
in unserem Beweise nur durch eine Einsetzung zustande kommen kann. 

Betreffs der zu der Ersetzung anzuwendenden freien Variablen 
haben wir darauf zu achten, daB solche t-Terme, deren Übereinstimmung 
filr den Beweiszusammenhang wesentlich ist, auch stets durch die gleiche 
Variable ersetzt werden. 

Um die Befolgung dieser Anweisung in Einklang zu bringen mit der 
Forderung, daB die zur Ersetzung einzuführende freie Variable von 
den vorher in der bctr. Formel auftrctenden Variablen verschieden 
sein soll, nehmen wir jeweils zur Ersetzung eine solche Variable, die 
vorher überhaupt in der Beweisfigur noch nicht aufgetreten ist, und 
diese wenden wir dann gcmeinsam zur Ersetzung für solche f-Terme 
an, die im Beweiszusammenhang als übereinstimmende Terme fungiercn. 

Die Ersetzungsvorschrift für die t-Terme haben wir nun zunâchst 
zu ergânzen in Hinsicht auf diejenigen t-Ausdrücke, welche nicht Terme 
sind, wobei wir wiederum nur solche t-Ausdrücke zu betrachten brauchen, 
die mit dem Term t zusammengehôren. Ein solcher t-Ausdruck entsteht 
aus einem t-Term, indem eine oder mehrere darin auftretende freie 
Variablen gebunden werden; und zwar kann die Bindung — da ja die 
Seinszeichen ausgeschaltet sind und eine Bindung durch ein über- 
geordnetes t-Symbol nicht in Betracht kommt — nur durch AUzeichen 
erfolgen. Unter diesen AUzeichen ist jedenfaUs ein innerstes, durch 
welches, wie wir sagen wollen, der t-Ausdruck ,,unmittelbar gebunden" 
wird; und die für den t-Ausdruck auszuführende Ersetzung voUzieht 
sich im Bereiche dieses AUzeichens. 

Die Art, wie wir hier folgerichtig die Ersetzung auszuführen haben, 
ergibt sich, indem wir uns darauf besinnen, wie wir auf die Ersetzungs- 
vorschrift für die f-Terme geführt worden sind. Zu dieser gelangten 
wiri durch die Feststellung der Überführbarkeit einer Formel 93(ia:9ï{A;)) 
in {x) {9t(A!;) 93(;if)), indem wir anschlieBend noch die gebundene 

Variable x gegen eine freie Variable austauschten. Von diesem Austausch 
der gebimdenen Variablen gegen eine freie müssen wir hier absehen, 
da ja bei einem durch AUzeichen gebundenen t-Ausdruck der Bereich 
des ihn unmittelbar bindenden AUzeichens sich im aUgemeinen nur auf 
einen Bestandteil einer Formel erstreckt und somit jener Austausch im 
aUgemeinen nicht im Sinne der Deduktionsgleichheit erfolgen kann. 

I Vgirs7423— 424. 
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Wir kommen so zu folgender Ersetzungsvorschrift: ein Ausdruck 

(y)35(t*9ï(A:, y), y). 

worin y) ein mit t zusamraengehôriger t-Ausdruck ist, der durch 

das Allzeichen (y) unmittelbar gebunden wird, ist zu ersetzen durch 

{y) {x) {%{x , y) -> Sd{x,y)). 


Diese Ersetzung erfordert eventuell, zur Vermeidung von Kollisionen, 
die Umbenennung der Variablen x, an den Stellen namlich, wo sie 
etwa in S&{a,b) auftritt. 

Zur vollstândigen Beschreibung des Ersetzungsverfahrens müssen 
wir nun noch deutlicher darlegen, wie die Ersetzung bei zusammen- 
gesetzten t-Ausdrücken zu crfolgen hat. Wir vcrfahren hier im Sinne 
eines Abhaus von au/Sen hcr, wobei die vorgângigen t-Ausdrücke von 
der Ersetzung unberührt bleiben. 

Betrachten wir als Beispiel die Anwendung des Ersetzungsverfahrens 
auf cine Formel von der Gestalt 


©(y , 33(0, 2)') , a;)} , 

in welcher keine anderen i-Ausdrücke als die angegebenen, und diese 
auch nur in der angegebenen Zusammensetzung vorkommen mogen. 

G «(a. a;) 


der Term t; iy^{y, a) sei ein vorgângiger t-Term. 

Wir haben dann zunachst für den mit t zusammengehorigen t-Term 

G 33(tj, (5 (y, tj33(0, z)') , x) 

eine noch unbenutzte freie Variable, etwa r, einzuführen und ent- 
sprechend der allgemeinen Vorschrift für die Ersetzung, das Impli- 
kationsvorderglied (g g ( y, * ,0 , 

hinzuzufügen, so daB wir an Stelle der gegebenen Formel erhalten : 

"idity ®(y, Z)') , r) ->► Sï{r) . 

Hier tritt nun noch ein mit t zusammengehôrigcr Term auf, nâmlich 
«2 33(0, z) . Dieser wird wiederum durch eine neue freie Variable, etwa s, 
ersetzt, und es wird 

als Implikationsvorderglied hinzugefügt. So ergibt sich die Formel 


33(0,s)-(35(tj,©{y,s'),y)->SÎ(f)), 

in welcher nun nirgends mehr ein mit t zusammengehôriger «-Ausdruck 
auftritt. 

In entsprechender Weise sind diejenigen mit t zusammengehorigen 
t-Ausdrücke zu behandeln, in denen eine oder mehrere Variablen durch 
voranstehende Allzeichen gebunden sind. Steht innerhalb eines durch 
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Allzeichen gebundenen, mit t zusammengehorigen t-Ausdrucks ein mit t 
zusammengehôriger t-Term, so wird auf diesen die Ersetzungsvorschrift 
für i-Terme angewendet. 

Zur Erlâuterung nehmen wir das Beispiel einer Formel von der 
Gestalt : 

{x) (y) SQ{x, 93(0, 0 , ti) , z) , 93(a:, y, u),z)). 

Dabei sei ^{a,b, x) der Terni t , wâhrend 

ig (u , z^ 

cin vorgângiger Term sein soll. In der betrachteten Formel sollen 
«-Ausdrücke und Allzeichen auBer den cxplizitc angcgebenen nicht 
vorkommen. 

Hier haben wir die Ersetzungsvorschrift zuniichst auf den mit t 
zusammengehorigen t-Ausdruck 

0, U), z) 


anzuwenden, welcher durch das Allzeichen (x) , nicht aber durch (y) 
gebunden ist. 

An Stelle des Symbols ist das Allzeichen ( 2 ) zu setzen, welches 
unmittelbar hinter (x) tritt. Im Bereich von {z) ist als Implikations- 
vordcrglied »,0, 0. «). .) 


voranzustellen. Zur Vermeidung einer Kollision müssen wir die 
Variable z innerhalb von 

y, u),z) 


umbenennen; wir nehmen v statt z. Auf diese Weise erhalten wir die 
Formel 

{x) {z) {93(Ar, r„93(0, 0, u) z) (y) 91(z, ri,e(r„93(^, y, u),v))}. 
Hicrin stehen nun noch die beiden mit t zusammengehorigen t-Ausdrücke 
t„93(0,0,w) und 93 (a;, y , m) . 

Der erste ist ein Term und wird durch eine vorher unbenutzte freie 
Variable, etwa r, ersetzt. Der zweite Ausdruck ist unmittelbar gebimden 
durch (y) ; bei der für ihn auszuführenden Ersetzung wird die Variable u 
beibehalten, und das zugehôrige Allzeichen tritt direkt hinter (y). Was 
die vorzusetzenden Implikationsvorderglieder betrifft, so tritt das von 
dem Term 95 (0 , 0 , «) herrührende vor die ganze Formel und das von 
93 (^ , y , w) herrührende an den Anfang des Bereichs von (u) . Wir 
gelangen so zu der Formel 

93(0, 0, r) -> (:*:) (z) {93 (:r, r, z) -> (y) {u) (93 (a;, y, m) 91(2;, ï^))}, 

die keinen mit t zusammengehorigen i- Ausdruck mehr enthâlt. 
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Zu einer wesentlich anderen Formel gelangen wir, wenn wir in der 
Ausgangsformel an Stelle der Ausdrücke 

58(0, 0.«), '^{x,y, u) 

die Ausdrücke 33 ( 0 , y, «), ■»(x.0.u) 

setzen, so daC die Formel lautet: 

[x) (y) ^(i 2 ^(x, t„i8(0, y, u), z), 0, u), z)) . 

Die Ausführung der Ersetzungen ergibt hier die Formel 

(x) (w){^JS(x,0,w) -> (y) (w)[33(0,y,M) > (z) ()i8.(x,u,z) > ?l(z, v)))]}. 


Unser Ersetzungsverfahren ist so eingcrichtet, dal3 nur solche 
i-Ausdrücke neu hinzukommen kônnen, welclie vorgângige t-Ausdrück(‘ 
sind. Nâmlich neue «-Ausdrücke konnen — abgesehen von der Urn- 
benennung gebundener Variablen — nur da zustande kommen, wo 
ein mit t zusammengehôriger «-Ausdruck durch eine freic oder ge- 
bundene Variable ersetzt wird, oder in den vorangestellten Impli- 
kations vordergliedern . 

Die Ersetzung eines mit t zusanimengehôrigen «-Ausdrucks a durch 
eine Variable ergibt jedenfalls nur dann einen neuen t-Ausdruck, wenn 
vor der Ersetzung der Ausdruck o innerhalb eines umfassenderen 
«-Ausdrucks wie , u 


gestanden hat, welcher durch die Ersetzung zwar verândert, aber nicht 
ausgcschaltet, d. h. nicht als ganzer durch eine Variable ersetzt wird. 
Gemaü diesen Bedingungen kann der Ausdruck «j;5î(a, x) weder vor- 
gângig noch mit t zusammengehorig sein; er muB also aus einem vor- 
gângigen t-Term durch Einlagerung eines oder mehrerer mit t zu- 
sammengehoriger «-Terme, in Verbindung evtl. mit der Umwandlung 
einer oder mehrerer freier Variablen in gebundene Variablen gebildet 
sein; und zwar kann die Einlagerung, wie zuvor bemerkt, nur auf dem 
Wege der Einsetzung zustande kommen. Durch die Ersetzung treten 
an die Stelle der eingelagerten, mit t zusammengehorigen Terme gewisse 
(freie oder gebundene) Variablen, und es entsteht somit aus «j;iï(o, x) 
ein vorgângiger «-Ausdruck. 

Zu dem gleichen Ergebnis gelangen wir aber auch in betreff der- 
jenigen «-Ausdrücke, welche durch das Vorsetzen der Implikations- 
vorderglieder hinzukommen, denn diese Implikationsvorderglieder 
sind ja entweder selbst Bestandteile von Formeln des vorgelegten 
Beweises oder sie entstehen aus solchen durch die Prozesse der Um- 
wandlung einer gebundenen (zu einem «-Symbol gehôrigen) Variablen 
in eine freie (zur Ersetzung für einen «-Term genommene) Variable 
und der Ersetzung von «-Ausdrücken durch Variablen. In bezug auf die 
Ersetzung von «-Ausdrücken durch Variablen findet aber wieder die 
vorherige Überlegung Anwendung. 
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Es kommen also tatsâchlich keine anderen als vorgângige i-Aus- 
drücke hinzu. 

Wir wollen uns den Sachverhalt noch an den Beispielen klarmachen, 
die wir für das Ersetzungsverfahren gegeben haben. Bei dem ersten 
tritt nach der Ersetzung als einziger t-Ausdruck der Term ® (y , s') auf , 
welcher aus dem vorgângigen t-Term , a) durch Einsetzung von s' 
für a entsteht; bei dem zweiten Beispiel bleibt als einziger t-Ausdruck 
nach der Ersetzung der Ausdruck i^^{u,v) , bei dem dritten Beispiel 
der Ausdruck i^^{w ,v), und diese beiden t-Ausdrücke gehen aus dem 
vorgângigen t-Term z) durch Verwandlung der freien Variablen a 

in eine gebundenc Variable und durch Umbenennung von 2 in u hervor. 

Unsere Vcrabredungcn über das Ersetzungsverfahren lassen noch 
eine gewisse Willkür bestehen betreffs der Rcihcnfolgc, in der getrennt 
stehende t-Ausdrücke der Ersetzung unterworfen werden. Diese Willkür 
kônnen wir aber durch eine Festsetzung behoben, indem wir etwa aus- 
machen, da6 von zwei 4-Ausdrücken, für welche die Reihenfolge ihrer 
Ersetzungen noch nicht bestimmt ist, derjenige zuerst zur Ersetzung 
genommen werden soll, welcher in der zu behandelnden Formel zuerst 
auf tritt. 

SclîlieBlich merken wir uns für das Folgende noch an, daB wir im 
Falle mehrercr t-Ausdrücke, die gemeinsam durch ein und dasselbe 
Allzeichen unmittelbar gebunden sind, stets durch Umformungen nach 
den Regeln des Prâdikatenkalkuls bewirken kônnen, daB die bei der 
Ersetzung jenen t-Ausdrücken zugeordneten Allzeichen sâmtlich (in 
irgendeiner beliebigen Reihenfolge) direkt hinter das betref fende All- 
zeichen treten. So liefert z. B. die Anwendung des Ersetzungsverfahrens 
auf eine Formel 


wenn 


tj, «(«, y) 


der Term t ist, die Formel 


(x) ( 2 ) (58 (;r, z) -> (y) (58 (z, y) -► 9ï(y))). 

Hier ist zunâchst das Allzeichen (y) von {x) {z) durch das Implikations- 
vorderglied 58 (a;, z) getrennt. Wir kônnen aber nach den Regeln des 
Prâdikatenkalkuls das Allzeichen (y) nach vorn verlegen und erhalten 
so die Formel 

(^) ( 2 ) (y) (33 (a;, z) -> (58(z, y) -> SI (y))), 

in welcher nun die beiden an St elle der t- Symbole eingeführten All- 
zeichen (z) und (y) unmittelbar hinter dem Allzeichen {x) stehen. 

Nachdem nun das Verfahren der Ersetzung für den ersten Er- 
setzungsschritt dargelegt ist, wollen wir zusehen, wie durch dieses 
Verfahren die Beweisfigur in Hinsicht auf die charakteristischen 
Eigenschaften eines Beweises beeinfluBt wird. Wir werden erkennen. 
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daB der Beweischarakter zwar nicht erhalten bleibt, jedoch durçh Hin- 
zufügung passender ,,Ergânzungsstiicke“ wiederhergestellt werden kann. 

Unser vorgelegter Beweis besitzt auf Grand der Kegeln des be- 
trachteten Formalismus 0 und der vollzogenen vorbercitenden Prozesse 
folgende charakteristischen Eigenschaften : Jede Ausgangsformel ist 
entweder ein eigentliches Axiom oder sie entsteht ans einer identischen 
Formel des Aussagenkalkuls oder ans der Grundformel (a) durch eine 
Einsctzurig für die vorkommendcn l''ormelvariablen. Der Beweis- 
zusammenhang wirdgcbildet durch VViederholungcn von Formcln, durch 
Einsetzungen für Individuenvariablen und durch Schemata; und zwar 
kommen folgende Schemata in Betracht: das gcwohnliche SchluB- 
scherna, das Schéma (<x) für das Allzeichen, das Induktionsschema 
und das Schéma der t-Rcgel. Die bei den Einsetzungen auftretenden 
i-Ausdrücke sind mittels der Anwendung der i-Regel eingeführt. 

Schen wir nun zu, wie das Ersetzungsverfahren auf die Ausgangs- 
formeln und den Zusammenhang des Beweises cinwirkt. 

Zunachst bemerken wir, daU die eigentlichen Axiome von der Er- 
setzung ganz unberührt bleiben; auf diese brauchen wir also hier gar 
nicht cinzugehen. Betrachten wir nun den EinfluB des Ersetzungs- 
prozesses auf die Einsetzungen fur die Individuenvariablen. Eine solche 
Einsetzung besteht — wenn z. B. c die Variable ist, für welche die 
Einsetzung erfolgt — in dem Übergang von einer P'ormel '^(c) zu 
einer P'ormel wobei î irgendein Term ist. Durch den Ersetzungs- 
prozcB gehe 3f(c) in \H(f) in ?((f)+ über. 

Da jedem mit t zusammengehôrigen t-Ausdruck in ?f(c) ein ebenfalls 
mit t zusammengehoriger t-Ausdruck in 5t(t) entspricht, der entweder 
mit jencm übereinstirnmt oder aus ihm durch Einsetzung von f für c 
hervorgeht^, und da das Ersetzungsverfahren für die zusammengesctzten 
t-Ausdrücke im Sinne eines Abbaus von auBen lier erfolgt, so kann sich 
die Formel 3l(ï)+ von der Formel W* (f), die man aus (c) durch Ein- 
setzung von l für c erhalt, nur auf folgende Weise unterscheiden : 

1. An Stelle einer Variablen, die in zur Ersetzung für einen 

die Variable c enthaltenden Term genommen ist, steht in 

2t(f)+ eine andere, zur Ersetzung für r^S3(^,ï) genommene Variable. 

2. P'ür einen oder mehrere in î enthaltene und mit t zusammen- 
gehôrige t-Ausdrücke, eventuell auch für ï sclbst, kann eine Ersetzung 
erfolgen; eine solche Ersetzung kann nur die Verânderungen bewirken, 
daB an Stelle von ï ein anderer Term tritt und daB vor die ganze P'ormel 
Implikationsvorderglieder gesetzt werden. 

^ Hier komrnt die Trennung der vorgângigcn von don mit t zusammen- 
gehôrigen i-Ausdrücken zur Geltung, die wir durch das Verfahren der Absonde- 
rung der zuletzt eingefûhrten «-Terme bewirkt haben. Ohne diese Maünahme wâren 
wir nicht sicher, daû aus einem mit t zusammengehôrigen «-Ausdruck durch die 
Einsetzung von ï für c nicht ein vorgângiger «-Ausdruck entstehen kônnte. 
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3 . Durch die Einsetzung von ï für c kônnen verschiedene mit t zu- 
sammengehôrige t-Ausdrücke ans 91 (c) zur Übereinstimmung gebracht 
werden, und es tritt dann in 9t (!)■*■ an Stelle der in 9[ ''(c) vorliegenden 
Ersetzungen für jene verschiedenen t-Ausdrücke die Ersetzung für nur 
einen t-Ausdruck. 

Liegt dcr letztgenannte Umstand nicht vor, so wird die Formel 
9t(f)“^ aus 91^ (c) durch Einsetzungen und eventucll noch durch Vorsetzen 
von Implikationsvordergliedern das ja mittels des Aussagenkalkuls 
vollzogen werden kann — erhalten. 

Betrachten wir nun die zu dritt genannte Verânderungsmoglichkeit. 
Bei dieser haben wir zwei Unterfâlle zu unterscheiden, die übrigens 
auch vereinigt auftreten konnen. 

Nâmlich die zur Übereinstimmung gebrachten, mit t zusammen- 
gehôrigcn t-Ausdrücke kônnen entweder Terme oder durch Allzeichen 
gebundene t-Ausdrücke sein. 

Nehmen wir als Beispiel für den ersten Fall eine Formel 91 (c) von der 
Ciostâ-l t 

worin ij^‘i&{x,ç) der Term t sei und auBer den beiden angegebenen 
t-Termen keine weiteren t-Ausdrücke auftreten môgen. Durch die Ein- 
setzung von ! für c werden die beiden t-Tcrme zur Übereinstimmung ge- 
bracht. Die Formeln 9l '‘ (c) und 91 (!)■*■ lauten hier, wenn zur Ersetzung 
für die beiden t-Terme die Variablen r,s genommen werden: 

58 (s, î) ► ( 93 (r, c) -> s, c)) 

93(s,ï)-^t(s,5, f). 

Dcr Übergang von der ersten dieser Formeln zur zweiten lâBt sich 
einfach so vollziehen, daB man zunâchst s für r und f für c einsetzt und 
dann von den beiden gleichlautenden Implikationsvordergliedern 58 (s , ï) 
mittels des Aussagenkalkuls das eine entfernt. 

In entsprechender Weise kann man allgemein da verfahren, wo durch 
eine Einsetzung verschiedene mit t zusammengehôrige i-Terme zur 
Übereinstimmung gebracht werden. 

Was nun den zweiten Fall betrifft, bei dem es sich um zwei oder 
mehrere gemeinsam durch Allzeichen gebundene t-Ausdrücke handelt, 
die durch die Einsetzung zur Übereinstimmung gebracht werden, so 
kommt es bei diesem wesentlich darauf an, wie der Bereich desjenigen 
Allzeichens, durch das jene 4-Ausdrücke unmittelbar gebunden werden, 
in die F'ormel 9f(c) eingeht. 

Ist Z. B. 91 (c) eine Formel von der Gestalt 

c, y), iySà{x, ï, y) , c) , 

worin auBer den beiden angegebenen t-Ausdrücken keine weiteren auf- 
treten, und sei iySà{a, c, y) der Term t, so lauten die Formeln 9I''' (c) 
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und 31 (ï)^ folgendermaBen ; 

(^) (y) W (^(^. î. -* c, y) * t(y, xr, c))) 

{x) (y) (93 f, y) ► .sï(y, y. ï)) • 

Hier lâBt sich der Übergang von der ersten Formel zur zweiten durch 
Einsetzung von f für c und Anwendung der ablcitbaren Formel 

{x) (y) (2) {A (2) > {A (y) > B (y, z) )) -> [x) (y) {A (y) ► B (y , y) ) 

vollziehen. 

Enthâlt aber die Formel 31 (c) den Ausdruck 

(Af) .SI (tyS (x,c,y),iySd{x,l,y),c) 

als Bestandteil, so ist der ebcn angegebene Übergang im allgemeinen 
nicht mehr ausreichcnd. Dieses zeigt sich z. B., wenn wir für 31 (c) eine 
h'ormel der Gestalt 


{x) Sî (t,/93 {x,c,y), („93 ( a; , f , y) , c) - (S 

nehmen, worin auBer den beiden angegebenen t-Ausdrücken kcin weiterer 
mit t zusammengehôriger f-Ausdruck vorkomme; dabei soll wieder 
t^93(«, c, y) der Tcrm t sein. Die zu dicser Formel 31 (c) gehorigen For- 
meln 31^ (c) und 31 (f)"^ sind: 

(^) (y) (Ü ü 2 ) ^ (93(Ar, c,y) '«iï(y, 2 .c))) ~ ® 

{x) (y) (93 (a;, f , y) -> )>ï(y . y, D) '-'K: 

sie môgen abgekürzt mit ^ 

angegeben werden. 

Hier ist ersichtlich, daB es zum Übergang von der ersten Formel 

zur zweiten nicht genügt, ans U(c) die Formel 93 abzulciten, wie wir 

es vorhin getan haben. Wohl aber genügt es, wenn wir, nach Ein- 
■setzung von f für c in der ersten F'ormel, die beiden Implikationen 

« -U(f) 


ableiten. 

halten. 

I^'ormeln 


Die erste von diesen wird auf die vorhin angegebene Art er- 
Die zweitc ergibt sich mittels des Pradikatenkalkuls aus den 

(y) ( 2 ) (93(a, l, y) & 93(a, î, 2 ) y 2 ) 


und 


(y) ü) (y = •s (^(y. y. t) ^üy, 2 , d)) , 


von denen die eine aus der zweiten zu t gehorigen Unitatsformel durch 
Einsetzung von f für c und durch Umbenennungen hervorgeht, und die 
andere durch Anwendung der Gleichheitsaxiome (i) und eventuell noch 
der zu gewissen vorgàngigen t-Termen 1^2 (x) gehorigen Formeln 
2{ij-2{x)) sowie der zugehôrigen zweiten Unitâtsformeln erhalten wirdE 


1 Vgl. s. 432 und 434. 
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Das bei diesem Beispiel angewandte Verfahren führt allgemein in 
den Fâllen zum Ziel, wo durch eine Einsetzung verschiedene gemeinsam 
durch Allzeichen gebundene, mit t zusammengehôrige i-Ausdrücke zur 
Übereinstimmung gebracht werden. 

Es werde hier zur Erlâuterung noch ein verwickelteres Beispiel dieser 
Art vorgeführt. Wir nehmen eine Formel 21 (c) von der Gestalt 

(a;) c), ê(y,f),w), tuS3(ï(^,ï), ë(y, c),u), z) , 

, c) , , c) , u) , X ,y , c} ; 

dabei sei h, x) der Terni t, und es soUen auüer den angegebenen 

t-Ausdrückcn keinc weiteren mit t zusammengehôrigen t-Ausdrücke auf- 
treten, und diese auch nur in der angegebenen Weise. Die Formeln 
21“'' (c) und 21(1)''' lauten hier nach einfachcr Umformung: 

(^) (y) ( 2 ) (m) (ï^) (ze») (23 (r ( , c) , g (y , c) , w) & 23 (t (^ , î) , ê (y , c) , v) 

& 23 (r ( a;, c) , è(y , ï) , w) & 23(w, v, 2 ) -> Sî( 2 , w, x,y,c)), 
{x){y){z) (u) {^^{t{x,ï),ê{y,î),u)8c^8(u,u,z)^^îiz,u, x, y, î)). 

Diese F'ormeln geben wir abgekürzt durch \l{c) und 23 an. Der Über- 
gang von U(c) zu 23 kommt, nach der Einsetzung von î für c auf die 
Ableitung der Formel 23 >-U(ï) 

hinaus. Diese ergibt sich mittels des Prâdikatenkalkuls (eventuell mit 
Benutzung von t-Ausdrücken) aus der Ableitung der Formeln 

{u) {v) {w) {^(a , b , w) 8c'î&(a , b , V) {a , b , U) -> V — U & U = w) 

{z) (u) (v) (î; = M -> (23 (M , V , 2 ) -> 23 (« , « , 2 ) )) 

{x) (y) (z}(u)(w) (n t( 2 , u, x, y, ï) 5 Î( 2 . îe>, x, y, î)), 

von denen die erste aus der zweiten zu t gehorigen Unitatsformel, 
die zweite und dritte aus den Axiomen (i) und eventuell noch den zu 
gewissen vorgângigen t-Termen 2 {x) gehorigen Formeln 2 (g 2 {x) ) 
und zweiten Unitâtsformeln erhalten wird. 

Auf diese Art kônnen wir allgemein die Schwierigkeit überwinden, 
die sich für die Herstellung des Beweiszusammenhanges zwischen der 
Formel 21''“ (c) und der Formel 21 (!)“*■ dann ergibt, wenn durch die Ein- 
setzung eine Übereinstimmung zwischen vorher verschiedenen, mit t 
zusammengehôrigen t-Ausdrücken zustande kommt. 

Frei von dieser bei den Einsetzungen für die Individuenvariablen 
auftretenden Komplikation ist die Wirkung des Ersetzungsprozesses 
bei den Einsetzungen für die Formelvariablen der identischen Formeln des 
Aussagenkalkuls. Enthâlt bei einer solchen Einsetzung die Formel 21, 
welche für eine Formel variable eingesetzt ist, keinen mit t zusammen- 
gehôrigen f-Ausdruck, so bleibt die Einsetzung nach der Ausführung 
der Ersetzungen unverândert bestehen. Enthâlt sie einen oder mehrere 
solche mit t zusammengehôrigen t-Ausdrücke, welche durch Allzeichen 
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gebunden sind, so voUzieht sich das Ersetzungsverfahren fur diese 
«-Ausdrücke im Bereich der betr. AUzeichen, und es wird dadurch nur 
bewirkt, dafi an die Stelle einer Einsetzung eine andere Einsetzung 
tritt. Wenn femer die Formel einen oder mehrere mit t zusammen- 
gehôrige t-Terme enthâlt, so tritt an die Stelle eines jeden von diesen 
bei der Ersetzung eine freie Variable, und auBerdem wird am Anfang 
der gesamten Formel je ein Implikationsvorderglied hinzugefügt. Somit 
besteht bei den Formeln, die durch Einsetzung aus einer identischen 
Formel hervorgehen, der EinfluB des Ersetzungsprozesses in nichts 
anderem, als daB erstens an die Stelle der gegebenen Einsetzungen 
eventuell andere Einsetzungen treten und daB zweitens am Anfang 
der Formel Implikationsvorderglieder hinzukommen kônnen. Die 
durch den ErsetzungsprozeB erhaltene Formel entsteht daher wiederum 
durch Einsetzung aus einer identischen Formel, nâmlich entweder aus 
der anfânglich zur Einsetzung benutzten oder aus einer solchen, die 
aus jener durch Vorsetzen von Formelvariablen als Implikations- 
vordergliedern erhalten wird. 

Betrachten wir nunmehr diejenigen Ausgangsformeln, welche aus 
der Grundformel (a) , d. h. 

{x) A{x) -*■ A {a) 

durch Einsetzung für die Formel variable A mit Argument hervorgehen. 
Überlegen wir uns, wie eine solche Formel 

(x) 91 (;r) 9t(a) 

durch den ErsetzungsprozeB umgestaltet wird. Hier haben wir betreffs 
des Auftretens von t-Ausdrücken, welche mit t zusammengehôren, 
— nur auf diese kommt es ja für die Ersetzung an — folgende Moglich- 
keiten zu unterscheiden : 

1 . Ein t-Term tritt in gleicher Weise in 91 (a:) und in 91 (a) auf. 

2. Ein t-Ausdruck innerhalb von 91 (a;) ist durch das AUzeichen {x), 
aber durch kein anderes AUzeichen gebunden; diesem entspricht dann 
in 91 (a) ein t-Term, welcher an den Stellen, wo in jenem t-Ausdruck 
die Variable x steht, die Variable a enthâlt. 

3 . Ein t-Ausdruck ist in 91 (a;) durch mindestens ein von x ver- 
schiedenes AUzeichen gebunden; diesem entspricht dann in 91 (a) ein 
t-Ausdruck, welcher in der gleichen Weise gebunden ist, nur daB evtl. 
die Bindung durch (a;) wegfâUt. 

Für einen t-Term der ersten Art wird zur Ersetzung eine freie 
Variable eingeführt, welche in 91 (a;) und in 91 (a) einzutragen ist, und 
ein entsprechendes Implikationsvorderglied wird an den Anfang der 
Formel gesteUt. Treten mehrere «-Terme der ersten Art auf, so kônnen 
die entsprechenden voranzusteUenden Implikationsvorderglieder nach 
der Regel der Importation zu einem einzigen zusammengefaBt werden, 
was ein umkehrbarer ProzeB ist. In dem zweiten Falle wird zunâchst 
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der in %{a) auftretende t-Term durch eine freie Variable ersetzt und 
das entsprechende Implikationsvorderglied an den Anfang der Formel 
gestellt. Nach den Regeln des Aussagenkalkuls kônnen wir dieses 
Vorderglied mit {x) 31 (a;) und den evtl. vor {x) 31 (x) gestellten Im- 
plikationsvordergliedern vertauschen, so daB es vor die modifizierte 
Formel 31 (fl) tritt. Dicse Umformung ist umkehrbar und lâBt sich also 
durch ein Ergânzungsstück rückgângig machen. An die Stelle des 
durch (x) gebundenen t-Ausdrucks in 31 (a:) tritt einc durch ein neu 
einzuführendes Allzeichen gebundenc Variable, und im Bereiche dieses 
Allzeichcns wird noch ein Implikationsvorderglied vorangestellt. 

Liegt der zweite Fall für mehrere t-Ausdrücke vor, so kônnen wir, 
wie vorhin erwahnt, durch eine Umformung nach den Regeln des 
Prâdikatenkalkuls crreichen, daB die Allzeichen, die bei der Er- 
setzung jener t-Ausdrücke einzuführen sind, unmittelbar hinterein- 
ander auf das Allzeichen {x) folgen. Diese Umformung lâBt sich 
wiedcrum durch ein Ergânzungsstück rückgângig machen. 

Bei dem drittcn Fall werden 3t(A;) und 31 (fl) in vollig entsprechender 
Weise veriindert, und zwar findet die Verândcrung im Bereiche der 
Allzeichen statt, durch welche die bctr. t-Ausdrücke gebunden sind. 

Im ganzen ergibt sich demnach, daB die aus der Formel 

(A:)31(A:)->31(fl) 

durch den ErsetzungsprozeB entstehende Formel — wenn darin y , . . . ,u 
die Variablen sind, welche an die Stelle der t-Ausdrücke der zweiten 
.■\rt in 31 (aj) gesetzt wurden, und r , ,i die an Stelle der ent.sprechenden 
in 31 (fl) auftretenden t-Terrne gcsetzten freien Variablen sind — , nach 
Anwendung gewis.ser umkehrbarer Umformungen die Gestalt erhalt 

(S -> {(x) (y) . . . (u) y, . . . , w) -> ii’(fl, r,...,t)). 

Diese Formel gcht aber durch Ein.setzung hervor aus der Formel 

C > ((a;) iy) ... (u) b (x, y, ... ,n)-^ b (a,r, ... ,i)), 

welche im Prâdikatenkalkul ableitbar ist. 

Wir kônnen nun die Ableitung dieser Formel, ferner daran an- 
schlieBend die Einsetzung von (î für c und von ^{a,r, . . . ,t) für 
B{a,r , . . . ,t) und dann die Umkehrung der ausgeführten Umformungen 
als Erganzung-sstücke einfügen und gelangen auf diese Weise zu der 
Formel, welche gemâB dem Ersetzungsverfahren an die Stelle der 
Formel 

(a;) 31 (a:) -> 31 (fl) 

zu treten hat. 

Die Überlegungen, welche wir hier bei der Betrachtung der Formeln 

(a:) 31 (^) -^ 31 (fl) 
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angewendet haben, kônnen wir zugleicli auch für die Erorterung des 
Schémas (<\) inbetreff seiner Beeinflussung durch das Ersetzungsvcr- 
fahren verwenden. Dièses Schéma besteht ja in dem Dbergang von 
einer Formel 

zu der Formel 

58 {x) 'iHix), 


wobei die Bedingung erfüllt ist, dal3 die Variable a in der ersten Formel 
nur an der angegebenen Argumentstelle, also weder in 58 nocli in 91 (:r) 
auftritt. 

Ans diesem ürnstand folgt, daÜ die in 58 vorkommenden i-Ansdrücke 
sowie auch die gemeinsam in 91 (fl) und 91 (a;) vorkommenden t-Aus- 
drücke nicht die Variable a enthalten konnen, und daü denjenigen in 
91 (fl) vorkommenden t-Termen, welche die Variable a enthalten, inner- 
halb 91 (a;) aile die und nur die t-Ausdrücke entspri'chen, welche durch 
das Allzeichen {x) , aber durch kein anderes Allzeichen gebunden sind. 
Es seien y,...,u die zur Ersetzung für diese t-Ausdrücke in 91 (ac) 
genommenen gebundenen Variablcn und r , . . . , t die freien Variablen, 
die zur Ersetzung für die entsprechenden 4-Terme in 91 (fl) eingeführt 
werden. Ferncr sei 6 die konjunktive Zusainmcnfassung derjenigen 
bei der Ersetzung hinzuzufügenden Implikationsvorderglieder, welche 
einem t-Term aus 58 oder einem gemeinsam in 91 (fl) und 91 (a:) vor- 
komnienden t-Term zugeordnet sind. 

Es ergibt sich dann, entsprechend wie bi i der Diskussion der aus 
der Formel (a) hervorgehenden F'ormcln, daB durch den Ersetzungs- 
jirozeû an die Stelle der Formeln 


58 -^91 (fl), 


58 -> (a:) 91 (a;) 


zwei solche Formeln U, 58 treten, die sich durch gewis.se Umstellungen 
von Implikationsvordergliedern und von Allzeichen, welche wir nacli 
den Regeln des Prâdikatenkalkuls ausführen und auch rückgangig 
machen konnen, auf die Gestalt 


e-->(58+->5t(fl,r,....<)), 

© -> (93+ -> {x) (y) . . . {U) atix, y, . . . , h)) 

bringen lassen, wobei die Variablen a , r , . . . ,t weder in (£ noch in 
93+ vorkommen. 

Der Übergang von der ersten dieser beiden F'ormcln zu der zweiten 
kann aber durch wiederholte Anwendung der Regel [y) bewirkt werden. 
Da ferner der Übergang von U zu 

( 93 + ->®{fl.r, ...,/)) 
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und voii 

® (33+ -> (x) (y) . . . («) ^{x,y,..., n)) 

zu 33 mit Hilfe der Regeln des Pràdikatenkalkuls ausführbar ist, so 
kônnen wir durch ein Ergânzungsstück, welchcs aus den drei genannten 
Übergângen zusammengesctzt ist, von der Formel U zu der Formel 33 
gelangen. 

Es làBt sich daher in jedem Fall der Anwendung des Schémas {(x) 
der durch dieses Schéma gelieferte Beweiszusammenhang nach der 
Ausführung des Ersetzungsprozesses durch Einschaltung eines Er- 
gânzungsstücks aufrechterhalten. 

Soweit wir die Diskussion bisher geführt haben, wird in den ein- 
zuschaltenden Ergânzungsstücken von den Unitatsformeln, die zu 
dem Term t gehôren, nur die zweite benutzt. Wir werden nunmehr 
bei der Behandlung des SchluBschemas die erste zu t gehôrige Unitâts- 
formel heranziehen. 

Ist t*33(A:) der Term t, so lautet diese erste Unitâtsformel in der 
umgeformten Gestalt (d. h. nach der Ausschaltung des Seinszeichens) : 

{X) « . 

Mit Hilfe dieser Formel kann aus einer Formel 

33(a)->3t, 

wenn darin die Variable a nur an der angegebenen Argumentstelle 
auftritt, die Formel 21 abgeleitet werden. Nâmlich auf Grund der 
Méthode zur Ausschaltung der Scinszeichen tritt ja an die Stelle der 
Anwendung des Schémas (/3) auf die Formel 33 («) -► 21 der Übergang 
von dieser Formel zu der Formel 

{x) 33 (a?) 21 , 

welche zusammen mit {x) 33 (ac) gemâC dem SchluBschema 21 ergibt. 

Nach dieser vorausgeschickten Bemerkung wollen wir uns nun den 
EinfluB des Ersetzungsverfahrens auf das SchluBschema 

© 

©->T 

% 

klarmachen. Hier bewirken die Ersetzungen für die durch Allzeichen 
gebundenen t-Ausdrücke nur eine Verânderung der Bestandteile 
lassen jedoch die Struktur des Schémas unverândert. Bei den Er- 
setzungen für die t-Terme kommt zu der Verânderung der Formeln 
©, % noch das Vorsetzen der Implikationsvorderglieder hinzu. Wir 
haben dabei drei Môglichkeiten zu unterscheiden. Nâmlich ein in einem 
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SchluBschema auftretender, mit t zusammengehôriger t-Term kann 
entweder in @ und % gemeinsam oder nur in % oder nur in © vor- 
kommen. 

Um das jeweils anzuwendende Verfahren an den einfachsten Fâllen 
darzulegen, wollen wir annehmen, dal3 in dem betr. Schéma auBer dem 
Term t selbst, welcher tj. 58 (x) sei, kein mit t zusammengehôriger t-Term 
vorkomme. 

Je nachdem nun © und 2 beide den Terni t enthalten, oder nur % 
oder nur © ihn enthâlt, werden die Formeln des SchluBschemas durch 
das Ersetzungsverfahren in drei Formeln von folgender Gestalt um- 
gewandclt : 

Entweder 58 (r) ©■*■ 

58(r)-- (©+^3:+) 


oder 


58(r)->3:+ 

© 

58(r)->{© ^ %+) 


58W~>3:+ 

oder 

58 (r) -> ©+ 

58 (y) -> (0+ -> 2) 




In den beiden crsten Fâllen gelingt die Wiederhcrstellung des Beweis- 
zusammenhangs ohne weiteres mit Hilfe des Aussagenkalkuls. 

Bei dem dritten Fall dagegen liefert der Aussagenkalkul zunâchst 
nur die Formel 58 (r) -*■ 2 

Von dieser Formel kônnen wir aber (da die Variable r nur an der an- 

gegebenen Argumentstelle auftritt) mittels des Prâdikatenkalkuls zu 

der Formel , > ^ 7 -T 

{x) 58 [x) -> % 


übergehen, und aus dieser erhalten wir durch Benutzung der zu t ge- 
hôrigen ersten Unitâtsformel 

die Formel %. 

Die Behandlung der SchluBschemata, in denen mehrere mit t zu- 
sammengehôrige «-Terme vorkommen, besteht in einer kombinierten 
Anwendung der in den einfachsten Fâllen benutzten Methoden. Um 
wenigstens ein Beispiel zu betrachten, wollen wir den Fall nehmen, daB 
in dem SchluBschema 

©->2 


% 
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die beiden t-Terme 

^), y), t;*S3(0', x) 

auftreten, welche beide mit dcm Term t, wclcher ij. S3(«, x) laute, 
zusammengehôren. AuBer den beiden genannten t-Termen komme in 
dem SchluBschema kein weiterer mit t zusammengehôriger t-Term 
vor, wohl aber dürfen darin noch gewisse mit t zusammengehôrige, 
durch Allzeichen gebundene t-Ausdrücke vorkommen. 

Es trete fj, 33 ® (0 . ^) > y) in © allein, dagegen <a;S3(0', x) gemein- 

sam in © und % auf ; und zwar môge 33 (0', x) in © an früherer Stelle 
als der andere t-Term auftreten. 

Der Ersetzungsprozeü liefert, wenn für die Terme 

x) , y) , t^^8{0,x), c^i8{0',x) 

die Variablen r,s,t zur Ersetzung genommen werden, an Stelle der 
Formeln des SchluBschemas drei Formeln von der Gestalt 


33 (0 . s) -> (æ {s , (33 (O' , 0 -> e ‘ )) , 

33(0, s) -> (33(s, r) -> (33(0', -> (©+ -> î+l)). 


wobei 2+ zwar die Variable t, aber weder r noch s enthalt. 

Um hier den Beweiszusammenhang wiederherzustellen, leiten wir 
zunâchst aus den beiden ersten Formeln mit Hilfe des Aussagenkalkuls 
die Formel ^ 


und daraus weiter durch Vertauschung der beiden ersten Vorderglieder 

33(s, r) -> (33(0, s) -> (33(0', 0 Z+)) 

ab. Da die Variable r, die ja erst zur Ersetzung eingeführt ist, in 
33(0, s), 33(0',/) und £+ nicht vorkommt, so kônncn wir aus der er- 
haltenen Formel mittels des Prâdikatenkalkuls die F'ormel 

{x) ^{s, x) -> (33(0, s) (33(0'. t) -> 2+)) 

ableiten. Andererseits erhalten wir aus der zu t gehôrigen Unitâtsformel 


{x) 33 (a , a:) 

durch Einsetzung die Formel 

(:vj S6(s, ;v), 

und diese ergibt zusammen mit der vorherigen Formel: 

33(0,s)->(33(0',/)->2+). 


Nun kônnen wir, da die Variable s weder in 33(0', /) noch in 2+ auftritt, 
dasselbe Verfahren noch einmal anwenden. Wir leiten zunâchst durch 
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den Prâdikatenkalkul ab 

W - (35(0'. t) ->%+). 

und von dieser Formel gelangen wir mittels der Formel 

(x) 33 (0, x), 

welche ans der Unitâtsformel 

(:j;) Si(« . x) 

durch Einsetzung hervorgeht, zu der Formel 

Das ist aber gerade die Formel, welche vermoge des Ersetzungsver- 
fahrens an die Stelle der Formel X des Schluüschemas tritt, und der 
gewünschte Beweiszusammenhang ist somit hergestellt. 

Wenden wir uns nunmehr zu dem Induktionsschema 


31(0) 

31 («) 

^ “3r(«) ; " 


Hierin hat, auf Grund unserer anfangs ausgeführten Normierung, 3((«) 

die Gestalt , . , en/ a 

[x){x — a 33 (:«)), 


und dabei kommt in 33 [x) die Variable a nicht vor. Sehen wir zu, wie ein 
solches Schéma durch das Ersetzungsverfahren verandert werden kann. 

Wir finden zunâchst, daB die Ersetzungen für solche t-Ausdrücke, 
welche nicht Terme sind, die Form des Schémas unverandert lassen; 
denn bei diesen Ersetzungen vollzieht sich ja die Veranderung innerhalb 
der einzelnen Bestandteile 31 (0) , 31 {a) , 31 {a') , und zwar werden diese 
in ganz entsprechender Weise verandert, so daB die Formeln des In- 
duktionsschemas übergehen in Formeln 

31+ (0) , 31+ (a) ^ 31+ («') , 31+ («) , 

deren Aufeinanderfolge wiederum ein Induktionsschema bildet. 

Demnach kann eine Veranderung der Form des Induktionsschemas 
nur durch Ersetzungen für i -Terme zustande kommen. Zufolge der 
angegebenen Beschaffenheit der Formel 31 (a) haben wir es nur mit 
solchen t-Termen zu tun, die von der Variablen a frei und somit 
gemeinsame Bestandteile von 31(0), 31 (a) und 31 (a') sind. Ein jeder 
dieser Terme wird in den drei Formeln des Schémas durch die gleiche 
Variable ersetzt, und die bei einer solchen Ersetzung als Implikations- 
vorderglied vorzusetzende Formel ist ebenfalls für aile drei Formeln 
die gleiche. Somit gehen die Formeln des Schémas durch den Er- 
setzungsprozeB in solche Formeln über, welche — entweder unmittelbar 
oder (beim Falle mehrerer zur Ersetzung kommender t -Terme) nach 
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Anwendung der Importation — die Gestalt haben 

6->3l+(0), 
e (51+ (a) -> 91+ [a')) , 

S > 9X+ {a) , 

wobei in der Formel K die Variable a nicht vorkommt. 

Hier kann nun die zweite Formel mittels des Aussagenkalkuls, 
d. h. durch Anwendung der identischen Formel 

{A -> {B -*■ Q) ~ {(A -> B) -* {A -> O) 
umgeformt werden in 

(© -> 91+ (a)) ^ ^ 9t+ (a')) . 

und diese Formel ergibt zusammen mit 

©-> 91 + ( 0 ) 

gemâfi dem Induktionsschcma die Formel 

©->91+ (fl), 

welche entweder schon selbst die durch die Ersetzung aus 91 (fl) ent- 
stehende Formel ist oder in diese durch Anwendung der Exportation 
übergeführt werden kann. 

Wir kommen also hier zur WiederhersteUung des Beweiszusammen- 
hanges mit einer elementaren Umformung aus. 

Nun fehlt an unserer Erorterung nur noch, daü wir den EinfluB 
der Ersetzungcn auf die Schemata der i-Regel betrachtcn. Hier haben 
wir einen sehr einfachen Sachverhalt. Nâmlich die t- Schemata, durch 
welche die vorgangigen t-Terme eingeführt werden, bleibcn bei dem 
Ersetzungsverfahren unverândert, da sie der Einführung des Terms t 
vorausgehen und daher keinen mit t zusammengehôrigen t-Ausdruck 
enthalten. Und bei dem zu t gehorigen Schéma geht die Endformel 


93(t*93W) 

— worin 93 {x) der Term t ist — durch die Ersetzung in die elementar 

ableitbare Formel , oa/ \ 

93 (y) -> 93 {r) 


über; wir kônnen daher dieses Schéma ganz streichen. 

Hiermit ist nun der Nachweis geführt, daB die Formelfolge, die aus 
unserem betrachteten Beweise durch den ersten Ersetzungsschritt, 
d. h. durch die Anwendung des Ersetzungsverfahrens auf die mit t 
zusammengehôrigen 4-Ausdrücke entsteht, durch Hinzufügung passender 
Ergânzungsstücke, in denen keine anderen als vorgângige t-Ausdrücke 
auftreten, wieder die Beschaffenheit eines Beweises der Formel © erhâlt, 
den wir auch wieder in die Foim eines zu dem Ersetzungsverfahren 
yorbereiteten Beweises bringen kônnen. 
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Der durch den ersten Ersetzungsschritt und die anschlieBende 
Einfügung der Ergânzungsstücke umgestaltete Beweis unterscheidet sich 
von dem vorherigen Beweise dadurch, daB die letzte Anwendung der 
t-Regel, welche zur Einführung des Terms t diente, ausgeschaltet ist. 

Dieses Verfahren zur Ausschaltung der Ictzten Anwendung der 
f-Regel kann nun wiederholt werden und führt schlieBlich dazu, daB 
aile Anwendungen der t-Regel eliminiert werden, so daB wir dann einen 
Beweis der Formel (5 erhalten, in dem überhaup)t kein t- Symbol mehr 
auftritt. Unsere aufgestclltc Behauptung über die Eliminierbarkeit 
der t- Symbole ist somit als zutreffend erwiesen^. 

Aus diesem Ergebnis kônnen wir nun gleich als Folgerung den 
schon im § 7 angekündigten Satz entnehmen, daB die rekursiven Funk- 
tionen im System {Z) vertretbar sind. Sei f (a, 6, . . . , /e) eine Funktion, 
welche wir, ausgehend von der Strichfunktion, durch primitive Re- 
kursionen und Einsetzungen erhalten. Eine solche Funktion lâBt sich, 
wie wir wissen, innerhalb desjenigen Systems, welches aus dem .System 
(Z) durch Hinzunahme der Funktion und der Formeln (//-,), 

(i^s) entsteht, durch einen Term \{a , b , . . . , k) darstellen, welcher 
auBer a,b, . . k keine freic Variable enthâlt; und zwar ist die Be- 
ziehung dieses Terms zu der Funktion \{a,b, . . . , k) derart, daB einer 
jcden in der rekursiven Zahlentheorie für die Funktion f(a,...,A) 
ableitbaren Formel vermoge der Ersetzung von \{a,...,k) durch 
j(a, . . . eine durch das System (Z), miter Hinzunahme der For- 
meln (/Tl), (/Tg). (/^a) ableitbare Formel entspricht. 

Hier kann zunâchst, wie wir wissen, die Anwendung der Funktion 
fi^A {x) und der Formeln (^ 2 )» (Fs) Anwendung des t-Sym- 

bols zurückgeführt werden. 

Setzen wir für die in \{a, . . . , k) auftretenden Ausdrücke 31 {x) 
ihre Définition mittels des «-Symbols ein, so erhalten wir einen mit 
t-Symbolen aufgebauten Term g(a:,...,Æ); und dieser steht nun 
wiederum zu ^{a, . . .,k) in der Beziehung, daB jede in der rekursiven 
Zahlentheorie für die Funktion \{a,...,k) ableitbare Formel, wenn 
darin \{a,...,k) überall durch g(a,...,Æ) ersetzt wird, in eine 
durch das System (Z) mit Hinzunahme der t-Regel ableitbare Formel 
übergeht. Insbesondere ist daher, wenn 

Ziffern sind, die Gleichung 
g(o,...,f)=l 

1 Es sei bemerkt, dafi die hier angewandte Méthode der schrittweisen Aus- 
fûhrung der Eliminationen kein wesentliches Moment des Beweises bildet, viel- 
mehr nur dazu dient, bei der Behandlung der Einsetzungen und des SchluÛ- 
schémas die ohnehin etwas mtihsame Diskussion zu erleichtem. Für diesen 
Zweek haben wir die Komplikationen in Kauf genommen, welche die Abson- 
derung der letzten Anwendung der e-Regel mit sich bringt. 
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oder aber ihre Négation 

g(û, ï) 4= I 

durch das System (Z) mit Hinzunahme der Regel ableitbar, je nachdem 
der Wert von f (o, . . î), wie er sich durch die rekursive Berechnung 

ergibt, mit I übereinstimmt oder nicht. 

Betrachten wir nun die mit den Variablen gebildete 

Glcichung 

Diese kônnen wir schrittweise, indem wir die Überführbarkeit einer 
jeden Formel in (^) (51 (a:) -> S3(a:)) auf die in 

vorkommenden t-Ausdrücke nacheinander, von auBen her beginnend, 
zur Anwendung bringen, in eine Formel 

&{a, . . k,l) 

überführen, innerhalb deren kein t-Symbol mehr vorkommt. Es ist 
also durch das System (Z) in Verbindung mit der t-Regel eine Àquivalenz 

Q{a, . . k) = l ~ &{a, . . k,l) 

ableitbar, worin auf der rcchten Seite kein f- Symbol auftritt. Da wir 
in diese Àquivalenz für die Variablen a, k,l beliebige Ziffern ein- 
sctzen konnen, so ergibt sich nach dem vorhcrigen, daB, je nachdem 
für die Ziffern a, .. .,î der Wert von f(û, . . f) mit 1 übereinstimmt 
oder nicht, die Formel j 

oder ihre Négation durch das System (Z), in Verbindung mit der 4-Regel, 
ableitbar ist. 

Nun lehrt aber unser bewiesener Satz von der Eliminierbarkeit der 
t-Symbole, daB aus der Ablcitung der Formel 

@(o,...,ï,l) bzw. ®(a,:7TU). 

da diese ja kein t- Symbol enthâlt, die Anwendung der f-Regel ganz 
ausgeschaltet werden kann. Es kann daher allein durch das System (Z) 
die Formel ©(a,...,f,l) 

oder ihre Négation abgclcitet werden, je nachdem f (a, . . . , f) den Wert 1 
hat oder nicht. 

Hiernach ist in der Tat, im Sinne unscrer früheren Définition, die 
Funktion ]{a, . . k) im System (Z) vertretbar; nâmlich die Gleichung 

f (a , . . . , Æ) = / 

wird vertreten durch die Formel 

, . . . , k , l) . 

Die Vertretbarkeit besteht aber, wie die angestellte Betrachtung 
lehrt, nicht nur im Sinne jener Définition^, sondern in einem viel schârfe- 

^ Wir haben bei der Aufstellung dieser Définition für den Zweek der damaligen 
Betrachtung die Bedingung der ,,Vertretbarkeit‘‘ einer Funktion sehr schwaeh 
.gewâhlt. Vgl. die Anmerkung auf S. 352. 
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ren Sinne: Vermoge der Ersetzung der Funktionsgleichungen von der 

testait f(fl. . . A:) = / 

durch die sie vertretcnden Formeln © (a , . . . , k,l) gehen die Rekursions- 
gleichungen in ableitbare Formeln über und ebenso auch diejenigen 
Gleichungen, welche die Zusammensetzung einer Funktion ans anderen 
Funktionen darstellen. 

Lauten z. B. für ein Funktionszeichen f (a , b) die einführenden Re- 
kursionsgleichungen q) = a (a) , 

f (a, «') = b(a, n, f(rt, w)) 

und wird im Formalismus des Systems (Z) die Gleichung 

f (a , 6) = c 

durch die Formel &{a,b,c), die Gleichung 

h{k, l,m) = r 

durch die Formel S^{k,l,m,r) vertreten, dann sind die Formeln 

Qù{a,0, a, (a)) , 

&{a , n , c) & ^{a , n , c , d) -> (3{a,n',d) 
durch das System (Z) ableitbar. Besteht ferner eine Funktionsbeziehung 

und werden die Gleichungen 

(p{a,b) — c, y}{a) — b, % (a) — b, C{a) ~ b 
im Formalismus des Systems (Z) durch die l'ormeln 

ù{a,b). ))l{a,b), e{a,b) 
vertreten, so ist die Formel 


£i(a. b) & 9î(a, c) & ^(6, c, d) <^{a.d) 
durch das System (Z) ableitbar. 

AuBerdem sind für jede Formel, welche eine Funktionsgleichung 
vertritt, die auf das letzte (dem Funktionswert entsprechende) Argu- 
ment bezüglichen Unitâtsformeln durch das System (Z) ableitbar. 

Unsere Überlegung zeigt zugleich, daB wir von der zu betrachtenden 
Funktion \{a, . . . , k) nicht vorauszusetzen brauchen, daB die zu ihrer 
Bildung benutzten Rekursionen aile die Form der primitiven Rekursion 
haben; vielmehr genügt es, wenn diese Rekursionen aile die beiden 
folgenden Eigenschaften besitzen: 

1. Sie ermôglichen die Berechnung der Funktion für beliebige 
Ziffernwerte der Argumente sowie auch die Formalisierung dieser 
Berechnung, d. h. die Ableitung der Gleichung 

f(o,....t) -I, 

wenn \ der Wert von f (a, . . . , ï) ist. 
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2. Sie lassen sich im Rahmen des Systems (Z) mittels der Funk- 
tion A {x) auf explizite Definitionen zurückführen. 

Bei dem hiermit erbrachten Nachweis für die Vertretbarkeit der re- 
kursiven Funktionen haben wir zwei verschiedene Übergânge voUzogen : 
zuerst die Zurückführung der rekursiven Funktionen auf die Summe 
und das Produkt mittels der Funktion /i^A (x) auf arithmetischem Wege 
und dann die Elimination der A-S)mibole, durch die man an Stelle der 
(mit t-Symbolen gebildeten) Funktionsgleicbungen die vertretenden 
Formeln erhâlt. 

Man kann auch diese beiden Schritte in einen zusammenziehen und 
dadurch die Benutzung der t- Symbole vermeidcn; jedoch gestaltet sich 
das Verfahren mit Hilfe der t-Symbole übersichtlicher. 

Allgemein bildet die Einführung von t-Symbolen ein handliches Ver- 
fahren für den Übergang von Funktionszeichen zu entsprechenden, d. h. 
die Funktionsgleichungen vertretenden Prâdikatensymbolen. Es be- 
steht in der Tat eine allgemeine Vertretbarkeit^ von Funktionszeichen 
durch Prâdikatensymhole, die wir uns mit Hilfe des Satzes von der Eli- 
minierbarkeit der t- Symbole sehr einfach klarmachen kônnen. Es ge- 
nügt, die Überlegung an einem typischen Falle durchzuführen. 

Gegeben sei uns ein Formalismus ©, welcher aus dem Prâdikaten- 
kalkul hervorgeht, indem die Gleichheitsaxiome, ferner gewisse eigent- 
liche Axiome nebst den in ihnen auftretenden Symbolen und eventuell 
auch das Induktionsaxiom, bzw. das ihm gleichwertige Induktions- 
schema, hinzugenommen werden. Zu den Symbolen von © gehôre das 
Funktionszeichen (p mit zwei Argumenten ; dieses trete nur in einem von 
den Axiomen auf, welches die Gestalt 

h, c,<p(a, b), (fia, c)) 

habe — [wobei die Angabe so zu verstehen ist, daB das Funktionszeichen 
ç>(., .) nur in den Termen <p(a,b) und (p{a,c) vorkommt]. 

Wir führen nun ein Prâdikatensymbol mit drei Argumenten, etwa 0, 
durch die explizite Définition 

0 {a, b, c) ~ 9? {a, b) — c 

ein. Aus dieser sind dann die zu 0 {a, h, c) in bezug auf das Argument c 
gehôrigen Unitâtsformeln 

{E x) 0 [a, h, x) 

(x) (y) {0(a, b, x) &0(a,b,y) -► = y) 

ableitbar. 

Nehmen wir mm die «-Regel hinzu, so kônnen wir 

1^0 {a, b, x) 

1 Was hier genauer unter „Vertretbarkeit“ zu verstehen ist, wird aus dem 
Folgenden hervorgehen. 
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als Term einführen, und es ergibt sich einerseits nach der «-Regel 

0(a,h,i^0{a,h,x)). 

andererseits aus der Définition von 0 (a, b, c) in Verbindung mit (/j) 

0{a, b,(p{a, b)) 

und somit auch, mittels der zweiten von den eben genannten Unitâts- 
formeln, die Gleichung 

<p (a, b) = tj, 0 {a, b, x) . 

Durch die Anwendung dieser Gleichung und des zweiten Gleichheits- 
axioms erhalten wir aus einer Formel, in der das Funktionszeichen 
(p{., .) auftritt, diejenige Formel, die aus jener hervorgeht, indem jeder 
Bestandteil (p (a, b) durch den entsprechenden Ausdruck 0 (a, b, x) er- 
setzt wird. Insbesondere erhalten wir aus dem Axiom 

it{a,b,c,g)(a,h),(p{a,c)) 

die hormel 

5î(a, b, c, 0 {a. b, x),i^0 {a, c, x )) , 

die wiederum überführbar ist in die Formel 

(y) (0{a, b, X) &0(a, c, y) -* b, c, x, y)). 

Es bleibt nun der Bereich der ableitbaren Formeln unverândert, 
wenn wir das Prâdikatensymbol 0, anstatt es durch die explizite Dé- 
finition einzuführen, als Grundzeichen nehmen und die beiden zu 
i.j.,0{a, b, x) gehôrigen Unitâtsformeln sowie die Formel 

(x) (y) {0 {a, b, X) 6c 0 {a, c, y) â'{«, b, c, x, y)) 

zu den Axiomen hinzufügen, dafür andererseits das Axiom 

A' (fl, b, c, (p {a, b) , (p {a, c)) 

weglassen und das Funktionszeichen cp{., , ) , welches wir vorher als 
Grundzeichen hatten, nunmehr [nach Einführung von ij.0{a, b, x) 
mittels der '-Regel] explizite durch die Gleichung 

ç>(fl, b) ^ i^0{a, b, x) 

definieren. In der Tat gehen ja hierdurch die Formeln 

â'(fl, b, c, (p(a, b), (p{a, c)) 

0{a, b, c) q){a,b) = c 
in ableitbare Formeln über^. 

Nunmehr kommt die Elimination des «-Terms ij.0(a,b,x) der 
Elimination von (p {a, b) gleich. Führen wir die Elimination von 

^ Vgl. hierzu die frühere Bemerkung über die Ableitbarkeit der Formel 

^(a,b) ~ a = b) 

(S. 387). Allgemein ist auf diese Weise für einen Term die Âquivalenz 

St (a) a = t* St (x) 


ableitbar. 
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1^0 {a, b, x) aus, so erhalten wir an Stelle einer jeden im Formalismus 0 
gebildeten Formel, die das Funktionszeichen (p(., .) enthâlt, eine 
,,vertretende“ Formel desjenigen Formalismus 0*, der aus 0 durch 
Weglassen des Funktionszcichens (p , .) sowie des Axioms 

b, c, <p{a, b) , (p(a, c)) und durch Hinzufügen des Symbols 0 sowie 
der drei für dieses aufgestellten Axiome hervorgeht. Wenn die in 0 
gebildete Formel durch das System 0 ableitbar ist, so ist die ver- 
tretende Formel durch S* ableitbar, und umgekehrt. Nâmlich aus 
der einen Ableitbarkcit folgt die andere zunâchst bei Hinzunahme der 
i-Regel; da aber in der Endformel kcin Symbol auftritt, kann die 
Anwendung der t-Regel ausgeschaltet werden. 

Auf dieselbe Weise erkennen wir auch, daB in dem Formalismus, 
welcher aus 0 durch Hinzunahme der expliziten Définition 

0{a, b, c) ~ (p{a, b) — c 

cntsteht, eine Formel, die das P'unktionszeichen (p{., .) nicht enthâlt, 
dann und nur daim ableitbar ist, wenn sic in 0* ableitbar ist. 

In diesem Sinnc besteht also eine Gleichwertigkeit der Formalismen 
0 und 0*. 

Das Ergebnis dieser Betrachtung lâBt sich ohnc weiteres auf den 
Fall einer beliebigen Anzahl von Funktionszeichen (mit beliebigen 
Anzahlen von Argumenten) und einer beliebigen Anzahl von Axiomen 
für diese Funktionen ausdehnen. Auch lassen sich die Individuen- 
symbole in diese Betrachtung einbegrcifen, da sie als Funktionszeichen 
ohne Argumente behandclt werden konnen. 

Wir erkennen so, daB bei Zugrundelegung des Prâdikatenkalkuls 
und der Gleichheitsaxiome jedes Axiomsystem, wclches nur eigentliche 
Axiome, oder auBer solchen nur das Induktionsaxiom enthâlt, stets 
einem solchen Axiomensystem gleichwertig ist, in dem kein Funktions- 
zeichen und kein Individuensymbol auftritt. 

Die Ersetzung eines mit Anwendung von P'unktionszeichen formali- 
sierten Axiomensystems der betrachteten Art durch ein gleichwertiges, 
von Funktionszeichen freies Axiomensystem ermôglicht insbesondere, 
falls das Induktionsaxiom nicht unter den Axiomen vorkommt, die 
Zurückführung der Fragen der Ableitbarkeit und der Widerspruchs- 
freiheit auf spezielle Entscheidungsprobleme des Prâdikatenkalkuls^. 

Für diesen Zweek bietet die Ausschaltung der Individuensymbole 
keinen Vorteil. Überhaupt wird die Ersetzung eines Individuensymbols 
durch ein vertretendes Prâdikatensymbol sich zumeist nicht empfehlen, 
und man wird im allgemeinen die Ausschaltung eines Individuensymbols 
nur dann in Betracht ziehen, wenn sie mittels einer expliziten Définition 
des Individuensymbols durch einen t-Term, also ohne die Einführung 
eines neuen Prâdikatensymbols gelingt. 


1 Vgl. § 4, S. 155—156. 
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Wir wollen uns den Übergang von Funktionszeichcn zu vertretenden 
Prâdikatensymbolen, wie er durch Vermittlung der t-Terme erfoigt, 
und auch das Verfahren der Ausschaltung eines Individuonsymbols 
mittels einer expliziten Définition an dem Beispiel des Systems (Z) 
deutlich machen. 

Im System (Z) haben wir die Funktionszeichen a', a-\-h, a -b. 
Jedem dieser Symbole ordnen wir ein Prâdikatensymbol zu mittels 
folgender Àquivalenzen : 


{1} 

Sq{a, b) ~ a' — b 

{2} 

Ad{a,b, c) a b = 

{3} 

<0 

11 

l 


Werden diese Àquivalenzen als explizite Definitionen der Prâdikatcn- 
symbole genommen, so sind aus ilmen für jedcs dieser Symbole die 
Unitâtsformeln in bezug auf das letztc Argument mit Hilfe der Gleich- 
heitsaxiome ableitbar. 

Wir nehmen jetzt umgekehrt diese Unitâtsformeln als Axiome. 
Mittels der t-Rcgel kônnen wir dann die Terme 

ij^Sq{a, x) , i^Ad(a, h, x), i_^Mp{a, b, x) 
einführen, und indem wir die Gleichungen 


i^ Sq{a, x) 
ij. Ad {a, b, x) 


[ 1 ] «' 

[2] (ï ^ 

[3] a • b = Mp{a, b, x) 

als explizite Definitionen nehmen, werden die Formeln {l}, {2}, {3} 
ableitbar. 

Um nun von dem System (Z) zu einem solchen Axiomensystem zu 
gelangen, in dem anstatt der drei Funktionszeichen die ihnen zu- 
geordneten Prâdikatensymbole auftreten, haben wir nur ndtig, aus den 
Axiomen, in denen die Funktionszeichen vorkommen, also aus den 
Axiomen (Pj) , {P^ , den Rekursionsgleichungen für a h und a • h 
und dem Induktionsaxiom zunâchst durch Anwendung der Àquivalenzen 
{!}, { 2 }, { 3 } und der Gleichungen [1], [2], [ 3 ] die Funktionszeichen zu 
entfernen und hernach die t-Terme zu eliminieren. Dieser Ausschaltungs- 
prozeB gestaltet sich folgendermaBen : 

Die Axiome (Pi), (P 2 ) sind mit Hilfe von {l} überführbar in die 
Formeln 

Sq{a,0) 


Sq{a, b') -> a = b; 

die zweite von diesen ist weiter mit Hilfe von [1] überführbar in die 

Sq{a, tjcSqib, X)) a = b. 
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und aus dieser erhalten wir durch das Verfahren der Elimination des 
i-Symbols die Formel 

Sq{h, c) {Sq(a, c) a — h), 

welche noch die elementare Umformung in 


Sq{a, c) & Sq{b, c) -* a = h 

gestattet. 

Die Rekursionsgleichungen für a h sind mit Hilfe von {2} über- 

führbar in ^ x 

Ad{a, O, a) 


Ad{a,b' Aa A- b)')-, 

von diesen ist wiederum die zweite mit Hilfe von [1], [2] überführbar 
in die Formel 

Ad{a, i^Sq(b, x) , i^Sq{i„Ad{a, b, y), x)), 

von der wir durch die Elimination der t- Symbole nebst elementaren 
Umformungen zu der Formel 

Ad {a, b , c) & Sq {b , r) & Sq {c , s) Ad {a, r, s) 


gelangen. In ganz entsprechender Weise ergeben sich an Stelle der 

Rekursionsgleichungen für a • b mit Hilfe von { 3 } und [1] , [2] , [ 3 ] die 

Formeln ,,, , 

Mp{a, 0. 0) 


Mp {a, b, c) & Sq{b, r) & Ad(c, a, s) -> Mp {a, r, s). 

Das Induktionsaxiom ist mit Hilfe von [1] überführbar in die Formel 

A (0) & {x) {A{x) -> A {ly Sq[x, y))) A {a) , 

und aus dieser geht durch die Elimination des t-Symbols nebst einfacher 
Umformung die Formel 

A (0) & (x) (y) {Sq(x, y) 8c A{x) ^ A (y)) -► A («) 

hervor. 

Hiermit ist nun bereits der Übergang von dem System (Z) zu einem 
gleichwertigen Axiomensystem voUzogen, in welchem an Stelle der 
Funktionszeichen Prâdikatensymbole auftreten. In diesem Axiomen- 
system sind die Unitâtsformeln 

{Ex) Ad{a,b, x) , {Ex) Mp{a, b, x) 

als Axiome entbehrlich. Nâmlich die Formel 


{Ex) Ad{a, b, x) 

ist aus den beiden Formeln, welche die Rekursionsgleichungen für 

a b vertreten, mit Hilfe des modifizierten Induktionsaxioms und der 

Unitâtsformel x - , 

{Ex) Sq{a, x) 
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ableitbar; und entsprechend ist die Formel 

{E x) Mp {a, b, x) 

aus den beiden an Stelle der Rekursionsgleichungen für a • b getretenen 
Formeln mit Hilfe des modifizierten Induktionsaxioms und der Formel 


{Ex) Ad {a, b, x) 

ableitbar. 

Somit erhalten wir — (nach Austausch der gebundenen Variablen 
gegen freie in der zweiten Unitâtsformel für Sq, für Ad und für Mp) — 
an Stelle der Axiome des Systems (Z), abgesehen von den Gleichheits- 
axiomen, die folgenden Axiome: 

{Ex)Sq{a,x) 

Sq {a , b) & Sq {a , c) -*■ b — c 
Sq{a, c) & Sq{b, c) -> a = b 
Sq {a, 0) 

Ad {a, b, c) & Ad (a, b, d) -* c = d 
(Z*) Ad(a,0,a) 

Ad (a, b, c) & Sq (b, r) & Sq(c, s) -*■ Ad {a, r, s) 

Mp{a, b, c) & Mp{a, b, d) -> c — d 
Mp{a, O, 0) 

Mp {a, b, c) & Sq{b, r) & Ad{c, a, s) -*> Mp {a, r , s) 

^ (0) & {x) (y) {Sq{x, y) & A{x) A{y)) -* A{a). 

Die Anzahl der Axiome hat sich bei dem Übergang von dem System (Z) 
zu (Z*) um 4 vermehrt; es sind nâmlich die beiden Unitâtsformeln 
für Sq hinzugekommen und je eine für Ad und für Mp. 

Wir konnen nun noch das Individuensymbol 0 mittels einer expliziten 
Définition ausschalten. Nâmlich aus dem Axiom 

Sq (a, 0) 

erhalten wir mittels des Prâdikatenkalkuls zunâchst 


und weiter 


{z) Sq{z, 0) 
{Ex) {z) Sq{z, x). 


Hiermit ist die erste zu der Formel 


{z) Sq{z, a) 

gehôrige Unitâtsformel abgeleitet. Die zugehôrige zweite Unitâtsformel 
ergibt sich aus der Formel 

{z) Sq{z, a) a = 0. 

die man durch Anwendung des modifizierten Induktionsaxioms erhâlt. 

Hilbert-BernaySi Grundlagen der Mathematik I. 30 
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Nun liefert die t-Regel in Verbindung mit der eben genannten Formel 
die Gleichung 

[4] O = t;, {z) Sq{z7x) . 

Hier kônnen wir mm wieder -- entsprechend wie wir bei der Aus- 
schaltung der Funktionszeichen verfahren sind — das deduktive Ver- 
hâltnis umkehren, indem wir die Unitâtsformeln 

{Ex) (z) Sq{z, x) 

(x) (y) ((^) & («) y) ^ = y). 

die wir zuvor mit Benutzung des Symbols 0 abgeleitet haben, als Axiome 
und, nach der Einführung des Termes 

( 2 :) Sq{z. X) 

mittels der t-Regel, die Gleichung [4] als explizite Définition für das 
Symbol 0 nehmen. 

Auf Grund dieser Abânderung des Formalismus lâBt sich die Aus- 
schaltung des Symbols 0 in der Weise durchführen, daB zunâchst für 
dieses Symbol allenthalben der definierende t-Term gesetzt und hernach 
auf diesen das Verfahren zur Elimination der t-Symbole angewandt wird. 
Bei diesem AusschaltungsprozeB geht das Axiom 

Sq{a, 0), 


— wenn zur Ersetzung für den t-Term tj. (z) Sq (z , x) die Variable 6 

genommen wird — über in die durch den Prâdikatenkalkul ableitbare 

Formel - 

(z)Sq(z,l?) Sq(a,h), 


und die weiteren drei das Symbol 0 enthaltenden Formeln des Systems 
(Z*) — es sind die Formeln 


Ad{a,0,a), Mp{a,0,0) 

und das modifizierte Induktionsaxiom — werden entsprechend in die 

Formeln 

(z) Sq(z, b) -> Ad {a, b, a) 

(z) Sq(z, b) -V Mp{a, b, b) 

(z) Sq{z. b) & A (b) & {x) (y) y) & A (x) A (y)) A {a) 


umgewandelt, welche an Stelle von jenen als Axiome zu nehmen sind. 

SchlieBlich zeigt sich noch, daB aus dem Induktionsaxiom in der 
neuen Gestalt die zweite der zu t^ {z) Sq(z, x) gehôrigen Unitâtsformeln, 
die wir ja als Axiom genommen haben, abgeleitet werden kann. Setzen 
wir nâmlich in dem neuen Induktionsaxiom für die Formelvariable mit 
der Nennform A (c) die Formel 

(z) Sq{z, c) -* c = b 
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ein, welche abgekürzt mit 9t(c) bezeichnet werde, so erhalten wir auf 
Gnmd der Ableitbarkeit von 


die Formel 

welche ausgeschrieben 


3t(5) & (x) (y) {Sq(x, y) & St(x) -> iîï(y)) 
{z)Sq{T,J) - 91 (a), 


{z) Sq{z, b) {(Z) Sq(z, a) ■■■* a == b) 


lautet und ans der durch elementare Umformung nebst Austausch der 
freien Variablen gegen gebundene die gewünschte Unitâtsformel hervor- 
geht. Diese ist somit als Axiom entbehrlich. 

Die andere Unitâtsformel 

(Ex) (z) Sq(z, x) 


vertritt in dem neuen Axiomensystem das vorherige Axiom Sq (a, 0) . 

Im ganzen erhalten wir so an Stelle des Systems (Z) ein System (Z**) , 
welches keine anderen arithmetischen Grundzeichen als die Prâdikaten- 
symbole Sq, Ad, Mp enthâlt. 

Die an diesem Beispiel dargelegte Méthode der Ausschaltung von 
Funktionszeichen und von Individuensymbolen hat ihre Bedeutung 
für die Zurückführung axiomatischer Fragen auf solche von einem 
spezielleren Typus. 

Unter anderem Gesichtspunkt kann umgekehrt die Einführung von 
Funktionszeichen und Individuensymbolen von Vorteil sein; insbe- 
sondere kann sie dazu dienen, Existenzaxiome teils überhaupt ent- 
behrlich zu machen, teils sie durch solche Axiome zu ersetzen, in denen 
nur freie Variablen auftreten, 

Führen wir z. B. den Rückgang von dem System (Z**) zu dem 
System (Z) aus, so wird das Axiom 


(E x) Sq (a , x) 

zufolge der Einführung der Strichfunktion entbehrlich, und an die 

(Ex) (z) Sq(z, x) 
a' + 0, 


Stelle des Axioms 
tritt das Axiom 


welches keine gebundene Variable enthâlt. 

Im Hinblick auf diese Vereinfachung haben wir ja auch im § 6 das 
Strichsymbol und das Symbol 0 eingeführt^, und mit Hilfe dieser 


1 Vgl. § 6. S. 215 — 18. DaB hierbei das zur Darstellung der umkehrbar ein- 
deutigen Abbildung [im Sinne der Erfüllung der Formeln (®)] eingeführte Strich- 
symbol zugleich die Verschârfung des Existenzaxioms 

(Ey) {a < y) 

2u dem Axiom 

a <. a' 

ermâglicht, ist eine Besonderheit dieses Falles. 


30* 
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Symbole liefî sich die gemeinsame ErfüUung der Formeln (5)) und {%) 
durch ein Axiomensystem ohne gebundene Variablen darstellen. 

Es erhebt sich nun hier die Frage, ob allgemein die Ausschaltung 
der Existenzaxiome aus einem Axiomensystem mittels der Einfühning 
von Funktionszeichen und Individuensymbolen als ein Übergang zu 
einem gleichwertigen Axiomensystem vollzogen werden kann. 

Wir wollen diese Frage, die durch unsere bisherigen Betrachtungen 
nur für gewisse Fâlle bejaheiid entschieden ist^, zu Beginn des folgenden 
Teils unserer Untersuchungen allgemein in Angriff nehmen. Ihre 
Behandlung wird uns zugleich zum Beweis des früher erwâhnten Her- 
BRANDschen Satzes^ führen und von da aus zur Behebung derjenigen 
Problematik, von der unsere Untersuchung ihren Ausgang genommen 
hat, nâmlich des Zweifels an der Hinlânglichkeit von Modellen der 
finiten Zahlentheorie zum Nachweis der Widerspruchsfreiheit von 
Axiomensystemen . 

Das Problem des Nachweises für die Widerspruchsfreiheit der 
Arithmetik ist aber damit, auch bei Beschrânkung auf den Formalismus 
des Systems (Z) mit Hinzunahme der Funktion A {%) , noch keines- 
wegs erledigt. Wir wisscn nur, auf Grund des Satzes von der Eliminier- 
barkeit der f-Symbole, daü untcr der Voraussetzung der Widerspruchs- 
freiheit des Systems (Z) auch dasjenige System widerspruchsfrei ist, 
welches aus (Z) durch die Hinzufügung des Symbols A {x) und die 
Hinzunahme der P'ormcln (//j), (/ig), (/«s) zu den Axiomen entsteht. 
Dagegen für das System (Z) selbst wird der Nachweis seiner Wider- 
spruchsfreiheit durch das bisherige und auch durch den HERBRANDschen 
Satz nicht erbracht. 

Wir werden uns der Aufgabe dieses Nachweises und den an sie sich 
knüpfenden grundsâtzlichen Erôrterungen im letzten Teil unserer 
Betrachtungen zuwenden. 

1 Diese Fâlle werden bei dem allgemeinen Ansatz des Problems zur Sprache 
kommen. 

* Vgl. § 4, vS. 129. 
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Individuensymbol 89. 
Individuenvariable 8, 88. 

— , freie und gebundene 4, 96. 
Induktion nach einer Variablen 304. 

— , vollstandige 23» 265- 
Induktionsaxiom 265. 
Induktionsschema 265- 

— , erweitertes 343» 345- 

— , Normierung der 425- 
i-Ansdruck 389. 

— , vorgangiger 436. 

— , mit t zusammengehôriger 436. 

—, unmittelbar durch ein Allzeichen 
gebundener 440. 

A-Regel 384. 
i-Symbol 384. 
i-Term 388. 

KettenschluB 85. 

Klammern, Ersparung von 5, 108, 308. 
Kleiner, Définition von > 293, 

— , — von < durch <5{a,i)) 303- 

— , — von < durch + 357. 

Kleinstes gemeinsames Vielfaches zweier 

Zahlen, rekursiv definiert 325. 

— , im System (Z) definiert 406. 

— einer endlichen Zahlenfolge 408. 
Kleinste Zahl von einer Eigenschaft 396. 

— von einer Eigenschaft 31 5. 

— , Prinzip der 284. 

Kollisionen zwischen gebundenen Vari- 
ablen 384. 

Komplementârmenge 126. 
Komponenten 122. 

Kongruenzen, simultané 325. 

— ,explizit definierte 359» 401. 


Konjunktion 4, 45* 

— , erstreckt über einen Individuen- 
bereich 99. 

Kontraposition 84. 

Maximum zweier und dreier Zahlen 337- 

— einer endlichen Zahlenfolge 412. 
Menge 126. 

Mengentheoretische Prâdikatenlogik 

125. 

Metamathematik 44. 

Nachbereich 128. 

Négation 4, 46. 

Nennform 89. 

Normaldisjunktion 159. 

Normalform, ausgezeichnete 57- 
— , konjunktive und disjunktive 53- 
— , prànexe 144. 

— , Skolemsche 159. 

Nummern 21, 30. 

Obéré Grenze, Konstruktion der 38. 
Oder, ausschlieBendes 52. 

Ordinalzahl 28. 

Paradoxie des Zeno 16. 

Paradoxien, mengentheoretische 15. 
Parameter 27» 87» 288. 

— der Rekursion 322, 335- 
Peanosche Axiome 219» 286. 

Polynom 29* 

Potenz 319. 

Prâdikat im weiteren Sinne 7. 
Pradikatensymbol 89. 

Prâdikatenkalkul 108. 

— , einstelliger 123. 

— , erweiterter 215, 422. 

— , — einstelliger 179. 

Primârformel 146. 

— , Zerlegung, in 146, 179- 
Prime Zahlen, zueinander 405. 
Primzahl, anschaulich definiert 25. 

— , rekursiv definiert 318. 

Quantoren 99. 

Rechengesetze für Summe, Produkt und 
Differenz 307 ff. 

Reduktion 238, 360. 

— , modifizierte 250, 274, 280. 

— , Satz von der partiellen 244. 
Reduzierte 238, 274, 360. 

Reflexiv I67. 



Sachverzeichnis. 


Regel, abgeleitete 107. 

- (y) 108. 

- (/) i09. 

- (ô) 109. 

- id') 110. 

- (e) 133. 

- («') 134. 

- (f) 135. 

- (n) 136. 

- W 137. 

- (t) 138. 

- (y) 139. 

- (A) 140. 

Rekursion, Schéma der 287. 

— , ausgezeichnete Variable (Argument- 
stelle) in der 288, 293. 

— , Wertverlaufs- 326. 

— , simultané 328. 

— , verschrânkte 331, 332, 421. 
Rekursive Einführung 287. 

Schéma (a), (j3) 106. 

SchluÛschema 63. 

Seinszeichen 95. 

Sheffersches Symbol 48. 

Skolemscher Satz 158. 

Strichsymbol 21 5. 

Stufe, Kalkul der zweiten 413. 
Substitutionsregeln des Àussagenkal- 
kuls 49. 

Symbol 0 218. 

Symmetrisch I67. 

System der deduktiven Aussagcnlogik 
66. 

- von Frege 64, 72. 

- von Whitehead und Russell 64. 

- von Lukasiewicz 71. 

-- (A) 263. 

- (B) 273. 

- (C) 347. 

- (D) 357. 

- (D,) 358. 

- (Z) 371. 

- (Z*) 465. 

- (Z**) 467. 

Teilbarkeit, anschaulich definiert 25. 

- .rekursiv definiert 316. 


471 

Teilbarkeit, im System (Z) definiert 
,404. 

TeÜer, kleinster von 0 verschiedener 318. 
—, grOÛter gei;neinsamer 323. 
Teilmenge 127. 

Term 188. 

—, rekursiver 316. 

Transitiv 168. 

Überfûhrbar 132. 

Überordnung 389. 

Umbenennung, Regel der 98, 384. 
Umformung 132. 

Unabhângigkeit 13. 

— eines Terms von rekursiv eingeführ- 
ten Funktionszeichen 287. 

Unitatsformeln 383. 

—, umgeformte erste 435. 

Vereinigungsmenge 126, 

Verifizierbar 238, 248, 250, 276, 279, 
360, 367. 

— bei Einbeziehung rekursiver Funk- 
tionen 297. 

Vertretbarkeit einer Funktion 352, 458, 
460. 

Vorbereich 128. 

Wahrheitsfunktionen 45. 

Wertung 74. 

— , normale 74. 

Widerlegbar 128. 

Widerspruch im deduktiven Sinne 18, 
86, 130. 

Zahlenfolgen, Abbildung der endlichen 
— auf die Zahlen 320, 414. 
Zahlenpaare, Numerierung der 321, 323, 
328. 

Zahlentheorie 20, 286. 

—, rekursive 325. 

—, Formalisierung der — auf Grund 
des Systems (Z) 401. 

Zeichen, logische 4. 

— , zur Mitteilung 21. 

Ziffern 21, 219* 

— zweiter Art 250, 274, 279. 
Ziffemsymbole 292. 
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